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1.12 Apêndice 2: interpretações f�́sicas . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
1.13 Exerc�́cios propostos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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3 Transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
3.2 Interpretação f�́sica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
3.3 Propriedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
3.4 Propriedades mais gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
3.5 Derivadas, integrais e transformada de Fourier . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
3.6 Produto de transformadas e convolução . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320
3.7 Teorema de Plancherel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325
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4.8 Apêndice 1: derivadas superiores de funções compostas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459
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Cap�́tulo 1

Transformada de Laplace

1.1 Introdução

Pretende-se, neste texto, estudar uma transformação linear particular dada através de um
operador integral, denotado porL , conhecido como atransformada de Laplace.Para isso, deve
introduzir o conceito defunções seccionalmente cont�́nuas,que é necessário quando for descrito
o dom�́no do operadorL .

Será denotado porf (t + 0) e f (t � 0) os limites laterais, respectivamente, �a direita e �a es-
querda do pontoa, isto é,

f (t + 0) = lim
t! 0+

f (t) e f (t � 0) = lim
t! 0�

f (t):

DEFINIÇÃO: Seja I � R um intervalo, podendo ser limitado ou ilimitado. Diz-se que
f : I ! R é uma funçãoseccionalmente cont�́nuaquando ela tiver um número �nito de de-
scontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo limitado.

Em outras palavras: dadosa < b, existema � a1 < a2 < � � � < an � b tais quef é cont�́nua
em cada intervalo aberto(ai; ai+ 1), comi = 1;2; : : :;n� 1, e existem os limites laterais

f (ai + 0) = lim
t! a+

i

f (t) e f (ai � 0) = lim
x! a�

i

f (t):

Observa-se que, em particular, toda função cont�́nua é seccionalmente cont�́nua.

Exemplo 1.1:A função f : R n f 0g ! R de�nida por f (t) = 1=t não é seccionalmente
cont�́nua. De fato, a descontinuidade def em t = 0 é de segunda espécie, pois não existem
os limites laterais

lim
t! 0�

f (t) e lim
t! 0+

f (t):

Exemplo 1.2:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

1



2 1 Transformada de Laplace

f (t) =

8
>>><

>>>:

1; se t � 1;
1
n

; se
1

n+ 1
� t <

1
n

, n 2 N;

0; se t � 0:

Esta função não é seccionalmente cont�́nua. Apesar de todas as descontinuidades serem de
primeira espécie, ocorre que no intervalo(0;1) há uma número in�nito de tais descontinuidade.

O objetivo de usar as funções seccionalmente cont�́nuas ´e o fato de que elas são integráveis
(no sentido de Riemann) em intervalos limitados. De fato, sef é seccionalmente cont�́nua em
[a;b], com descontinuidade nos pontosa1; a2 : : : ;an e, possivelmente, também ema e b (os
extremos do intervalo[a;b]), então integral

Z b

a
f (t) dt

está bem de�nida e é calculada por
Z b

a
f (t) dt = lim

d! 0+

� Z a1� d

a+ d
f (t) dt +

Z a1� d

a1+ d
f (t) dt + � � � +

Z b� d

an+ d
f (t) dt

�
;

onde a notaçãod ! 0+ signi�ca qued tende a zero somente por valores positivos.É poss�́vel
demonstrar que este limite sempre existe.

Esclarece-se a escolha da variável independentet ao invés da usualx: na maioria dos prob-
lemas de valor inicial, a variável independente pode ser interpretada comotempo.Além disso,
no caso da transformada de Laplace, normalmente os valores negativos são exclu�́dos, assim
como para o tempo, de modo que a atenção, nestes casos, reduzem-se a observar o semi-eixo
não negativo[0;¥ ).

1.2 De�nição da transformada de Laplace

Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função integrável. Considere a integral abaixo:
Z ¥

0
e� st f (t) dt:

Diz-se que a expressão acima é atransformada de Laplacepara a funçãof , e se escreve,

(2.1) L [ f (t)] = F(s) =
Z ¥

0
e� st f (t) dt;



1.2 De�nição da transformada de Laplace 3

desde que a integral acima convirja para algum valor des.

Relembre-se que uma integral como a do tipo acima é de natureza imprópria (pois, nesse
caso, o dom�́nio de integração é ilimitado) e é calculada de acordo com a regra

Z ¥

0
e� st f (t) dt = lim

T! ¥

Z T

0
e� st f (t) dt:

Diz-se que tal integral é convergente, relativamente, a umvalor particular des se, e somente
se, este limite acima existe.

Observa-se que a a�rmação acima não é uma de�nição, aomenos em sentido estrito do
termo. Uma de�nição será apresentada oportunamente. Também deve ser notado que aparece
uma expressão contendo a variávelsno primeiro membro da igualdade acima. Assim, é preciso
saber quando esta expressão em termos desrepresenta, de fato, uma função desta variável.

Nas aplicações práticas, normalmente é poss�́vel calcular diretamente a transformada de
Laplace de funçõesf pela de�nição. Contudo, isto não afasta a necessidade dedeterminar uma
classe de funções que assegura a existência da transformada de Laplace. Isto se deve ao fato de
querer considerarL como um operador linear de�nido em um espaço vetorial conveniente.

Ao examinar a integral que aparece em (2.1), é razoável pensar em funçõesf que devem ser
escolhidas de tal modo que a integral

(2.2)
Z T

0
e� st f (t) dt

exista para todoT > 0.
Pode-se chegar a tal termo impondo-se quef seja uma função seccionalmente cont�́nua, que

terá, no máximo, um número �nito de descontinuidade (de primeira espécie) em todo intervalo
da forma[0;T], comT > 0. Isto é verdade porque o integrando em (2.2) também teráum número
�nito de descontinuidade de primeira espécie em[0;T].

Por outro lado, cabe notar que apenas a hipótese def ser seccionalmente cont�́nua é insu�-
ciente para garantir a existência da integral em (2.2), pois esta também deverá convergir quando
T ! ¥ para, pelo menos, um valor des.

Uma maneira de assegurar a convergência da integral é pôruma condição de quef (t) seja
majorada (ou dominada) por alguma função exponencial, exigindo assim quee� st f (t) tenda
rapidamente para zero quandot cresce.

DEFINIÇÃO: Diz-se que uma funçãof é admiss�́vel(ou deordem exponencial) em[0;¥ ) se
existirem constantesk;M > 0 tais que

(2.3)
�
�
� e� kt f (t)

�
�
� < M ou j f (t)j � M ekt; 1

para todot > 0.

1 Esta desigualdade só precisa ser satisfeita nos pontos do semi-eixo não negativo, isto é, ondef está de�nida.



4 1 Transformada de Laplace

Intuitivamente, funções de ordem exponencial não podem“crescer” em valor absoluto mais
rapidamente do que a funçãoM ekt quandot cresce. Na prática, entretanto, isto não é uma
restrição, poisM ek podem ser tão grande quando se queira.

Os exemplos a seguir mostrarão várias funções que aparecem na prática e que são ad-
miss�́veis.

Exemplo 2.1:A função f : [0;¥ ) ! R de�nida por f (t) = 1 é admiss�́vel.
De fato, basta tomark > 0 eM � 1 em (2.3) para ver que

j f (t)j = 1 � M � ekt:

Exemplo 2.2:As funçõesf ;g;u;v : [0;¥ ) ! R dadas por

f (t) = tn; g(t) = ek t u(t) = sen(kt); e v(t) = cos(kt)

são admiss�́veis.

SOLUÇÃO: Para valores grandes det, sabe-se quetn < et. Isto implica na existência de uma
constanteM � 1, tal que parak = 1 vale

j f (t)j = j tnj < et � M et :

Parag, basta tomarM � 1 para concluir quej g(t)j = j ek tj = ek t � M ek t.
Para as funçõesu ev, basta observar quej sen(kt)j � 1 ej cos(kt)j � 1, de modo que tomando

k > 0 eM > 1, encontra-se

ju(t)j = j sen(kt)j � 1 < M ekt;

jv(t)j = j cos(kt)j � 1 < M ekt:

Exemplo 2.3:As funçõesf ;g : [0;¥ ) ! R de�nidas por

f (t) = tn � ek t � sen(bt) e g(t) = tn � ek t � cos(bt)

são admiss�́veis.

SOLUÇÃO: Sejak > 0. Então,
�
�
�
�
tn � ekt � cos(bt)

e2kt

�
�
�
� =

jtnj
�
�ekt

�
� jcos(bt)j

�
�e2kt

�
� �

tn � ekt

e2kt =
tn

ekt �
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Agora aplica-se a regra de l'Hospital na última expressãopara veri�car que ela tende para
zero quandot ! ¥ .

Além disso, em particular, tal expressão é menor ou iguala 1. Então,
�
� tn � ekt � cos(bt)

�
� �

e2kt para valores det su�cientemente grandes. Logo, existe uma constanteM > 0 tal que�
� tn � ekt � cos(bt)

�
� � Me2kt para todot > 0.

Sek � 0, entãoekt � 1 ej cos(bt)j � 1, de modo que
�
�
� tn � ekt � cos(bt)

�
�
� � tn:

Além disso, a desigualdadetn < et para valores grandes det implica na existência de uma
constanteM > 0 tal que

�
� tn � ekt � cos(bt)

�
� � Met para todot > 0.

De maneira análoga mostra-se queg(t) também é admiss�́vel.

Exemplo 2.4:A função f : [0;¥ ) ! R de�nida por f (t) = et2
não é admiss�́vel.

SOLUÇÃO: De fato,

ekt � f (t) = ekt � et2
=

et2

ekt = et(t� k):

A expressão no segundo membro acima não tem limite quandot ! ¥ , de modo que a do
primeiro membro também. Ou seja,

lim
t! ¥

h
ekt � f (t)

i
= lim

t! ¥

et2

ekt = lim
t! ¥

et(t� k) = ¥

para todok.
Isto mostra queet2=ekt não é limitada. Consequentemente,f não é admiss�́vel.

Proposição 2.1 (exist̂encia):Seja f : [0;¥ ) ! R uma função seccionalmente cont�́nua e ad-
miss�́vel. Então, existe um número realk tal que

Z ¥

0
e� st f (t) dt

converge para todos os valores des> k.

DEMONSTRAÇÃO: Usar-se-á o seguinte teorema na demonstração desta proposição: “Sef e
g são funções integráveis em todo intervalo da forma[a;b], ondea é �xo e b > a é arbitrário e se

j f (t)j � g(t) para todot > a, então existe a integral
Z ¥

a
f (t) dt se existir a integral

Z ¥

a
g(t) dt.”

2

2 O leitor poderá observar que este teorema é o equivalente ao teste da comparação para séries in�nitas, porém aplicado
�a integrais impróprias.
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Por hipótese,f é uma função admiss�́vel. Logo, existem constantesM > 0 ek tais quej f (t)j �
M ek t para todot > 0. Então,

�
�
�
�

Z ¥

0
e� st f (t) dt

�
�
�
� �

Z ¥

0
e� st j f (t)j dt = lim

T! ¥

Z T

0
e� st j f (t)j dt

� lim
T! ¥

Z T

0
e� stM � ek t dt = M � lim

T! ¥

Z T

0
e� (s� k) t dt

= �
M

s� k
� lim

T! ¥

h
e� (s� k) t

i �
�
�
�

T

0
=

M
s� k

� lim
T! ¥

h
e� (s� k) t

i �
�
�
�

0

T

=
M

s� k
� lim

T! ¥

h
1� e� (s� k) T

i
:

Paras < k, o limite da exponencial acima, quandoT ! ¥ , não existe, pois o expoente �ca
positivo. Paras > k, tem-se ques� k > 0, de modo que o expoente �ca negativo (visto que
T > 0 sempre). Assim, existe o limite da exponencial paraT ! ¥ e este vale zero, isto é,

�
�
�
�

Z ¥

0
e� st f (t) dt

�
�
�
� �

M
s� k

� lim
T! ¥

h
1� e� (s� k) T

i
=

M
s� k

para todos> k.
Portanto, para funções admiss�́veis e integral imprópria absolutamente convergente, en-

controu-se a seguinte estimativa:

j F(s)j �
M

s� k
; para s> k;

mostrando que a transformada de Laplace existe.

Observa-se que segue da proposição 2.1 que o dom�́nio de de�nição da transformada de
Laplace de uma função seccionalmente cont�́nua e admiss´�vel sempre inclui um intervalo ilimi-
tado superiormente da forma(k;¥ ). Na verdade, ses0 é o �́n�mo do conjunto de números reais
k tais queF(s) = L [ f (t)] existe para todos> k, pode-se demonstrar queL [ f (t)] não converge
para qualquers< s0.3 Assim, com a poss�́vel exceção do próprio pontos0, o dom�́nio deL [ f (t)]
é o intervalo aberto(s0;¥ ). Por esta razão,s0 é conhecido como aabscissa de convergênciada
funçãof . Note-se, também, que para certas funções, comoe� t2

ou 0,s0 pode ser� ¥ .

DEFINIÇÃO: Seja f [0;¥ ) ! R uma função seccionalmente cont�́nua e admiss�́vel. Ent˜ao
de�ne-se a transformada de Laplace,F(s), para a funçãof , por

3 Diz-se queb é umacota inferiorde um conjunto não vazioSde números reais se, e somente se,b � spara todos2 S.
Diz-se queB é um�́n�mo deSse, e somente se,B é uma cota inferior deSe B � b para toda cota inferiorb 2 S. Uma
das mais importantes propriedades do sistema de números reais é que todo conjunto não vazioS de números reais tem
um único �́n�moB (desde que se suponha queB assume o valor� ¥ quandoSnão tiver cota inferior �nita).
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F(s) = L [ f (t)] =
Z ¥

0
e� st f (t) dt:

Observaç̃ao 2.1:Anteriormente foi dito que a variávelt pode ser intepretada como tempo.
A nova variávels também tem uma interpretação: “frequência”. Com esta linguagem, pode-se
pensar que o operadorL tem como dom�́nio oespaço dos tempose tem como imagem oespaço
das frequências.

Exemplo 2.5:Seja f : [0;¥ ) ! R uma função dada porf (t) = k, ondek é uma constante.
Então a sua transformada de Laplace é dada por

(2.4) F(s) = L [ f (t)] =
k
s

, para s> 0:

SOLUÇÃO: Seguindo a ideia do exemplo 2.1, mostra-se facilmente que afunção f (t) = k é
uma função admiss�́vel. Então pode-se usar a de�niçãode transformada de Laplace para obter

F(s) =
Z ¥

0
e� st f (t) dt =

Z ¥

0
e� st � kdt

= k� lim
T! ¥

Z T

0
e� stdt = �

k
s

�
lim

T! ¥
e� st

�
�
�
T

0

�

= �
k
s

� lim
T! ¥

�
e� sT � 1

�
=

k
s

� lim
T! ¥

�
1� e� sT�

=
k
s

, para s> 0;

pois facilmente se vê que
lim

T! ¥
e� sT = 0 paras> 0;

observando queT > 0.

Exemplo 2.6:Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função dada porf (t) = ek t, ondek é uma cons-tante.
Então sua transformada de Laplace é dada por

(2.5) F(s) =
1

s� k
, para s> k:

SOLUÇÃO: Pelo exemplo 2.2,f (t) = ek t é uma função admiss�́vel. Assim, usando a de�nição,
obtém-se

F(s) =
Z ¥

0
e� st f (t) dt =

Z ¥

0
e� stek t dt
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= lim
T! ¥

Z T

0
e� (s� k) t dt = �

1
s� k

�
lim

T! ¥
e� (s� k) t

�
�
�
T

0

�

= �
1

s� k
� lim

T! ¥

h
e� (s� k)T � 1

i
=

1
s� k

� lim
T! ¥

h
1� e� (s� k)T

i

=
1

s� k

�
1� lim

T! ¥
e� (s� k)T

�

=
1

s� k
, para s> k:

O leitor veri�cará facilmente que, paras> k, s� k > 0, de modo� (s� k)T < 0 e assim

lim
T! ¥

e� (s� k)T = 0:

Caso sejas< k, então� (s� k)T > 0, de forma que

lim
T! ¥

e� (s� k)T = + ¥ :

E ses= k, a expressão1=(s� k) não estará de�nida (pois surgirá um zero no denominador).

O exemplo 2.6 mostra que a função transformada de Laplace ´e mais simples do que a função
original. De fato, a funçãoF(s) = 1=(s� k), que é racional, é mais simples do que a funçãof (t) =
ek t, que é transcendental.

Exemplo 2.7 (funç̃ao de Heaviside):Sejauc : [0;¥ ) ! R uma função de�nida por

uc(t) =

(
0; se 0� t < c;

1; se t � c:

Então sua transformada de Laplace é dada por

(2.6) L [uc(t)] =
e� cs

s
, para s> 0:

SOLUÇÃO: Para veri�car queuc(t) é uma função admiss�́vel, basta tomarM � 1 ek > 0 para
concluir que

j uc(t)j � 1 � M ekt:

Agora aplica-se a de�nição de transformada de Laplace diretamente na funçãouc(t) para
encontrar

L [uc(t)] =
Z ¥

0
e� stuc(t) dt

=
Z c

0
e� stuc(t) dt+

Z ¥

c
e� stuc(t) dt
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=
Z c

0
e� st � 0dt+

Z ¥

c
e� st � 1dt

=
Z ¥

c
e� stdt = lim

T! ¥

Z T

c
e� stdt

= �
1
s

�
lim

T! ¥
e� st

�
�
�
T

c

�

= �
1
s

� lim
T! ¥

�
e� sT � e� sc�

=
1
s

� lim
T! ¥

�
e� sc� e� sT�

=
e� sc

s
(para s> 0);

pois
lim

T! ¥
e� sT = 0:

O exemplo 2.7 que a função transformada de Laplace é, em geral, mais regular do que a
própria função. Neste exemplo, a função transformadae� sc=s é cont�́nua (pois a convergência se
dá paras> 0), enquanto que a função originaluc(t) é descont�́nua no pontox = c.

Exemplo 2.8:Mostre que a transformada de Laplace para a funçãof : [0¥ ) ! R, de�nida
por f (t) = sen(wt), é dada por

(2.7) L [sen(wt)] =
w

s2 + w2
, s> 0:

SOLUÇÃO: Usa-se a de�nição de transformada de Laplace para escrever

L [ f (t)] =
Z ¥

0
e� st f (t) dt =

Z ¥

0
e� stsen(wt) dt

= lim
T! ¥

Z T

0
e� stsen(wt) dt:(2.8)

A integral em (2.8) deve ser calculada através de duas integrações por partes. Para a primeira,
usa-se o seguinte

(
u = e� st;

dv= sen(wt);
)

8
<

:

du= � s� e� st;

v = �
1
w

� cos(wt);

e para a segunda integração por partes o seguinte

(
u = e� st;

dv= cos(wt);
)

8
<

:

du= � s� e� st;

v =
1
w

� sen(wt);
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Assim,

Z T

0
e� stsen(wt) dt = �

1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w

Z T

0
e� st cos(wt) dt

= �
1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

�
s
w

"
1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
+

s
w

Z T

0
e� st sen(wt) dt

#

= �
1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
�

�
s2

w2

Z T

0
e� st sen(wt) dt;

isto é,

Z T

0
e� st sen(wt) dt+

s2

w2

Z T

0
e� st sen(wt) dt = �

1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
;

ou ainda,
�

1+
s2

w2

� Z T

0
e� st sen(wt) dt = �

1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
;

que pode ser melhorada para
�

s2 + w2

w2

� Z T

0
e� st sen(wt) dt = �

1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
;

que, por �m, resulta em

Z T

0
e� st sen(wt) dt = �

w
s2 + w2 e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
s2 + w2 e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0

= �
w

s2 + w2

�
e� sTcos(wT) � e0cos0

�
�

�
s

s2 + w2

�
e� sTsen(wT) � e0sen0

�

= �
w

s2 + w2 � e� sT � cos(wT)+
w

s2 + w2 �
s

s2 + w2 � e� sT � sen(wT):(2.9)

Substituindo (2.9) em (2.8), obtém-se

L [ f (t)] = lim
T! ¥

Z T

0
e� stsen(wt) dt
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= lim
T! ¥

�
�

w
s2 + w2 � e� sT � cos(wT)+

w
s2 + w2 �

�
s

s2 + w2 � e� sT � sen(wT)
�

= �
w

s2 + w2 � lim
T! ¥

�
e� sT � cos(wT)

�
+ lim

T! ¥

�
w

s2 + w2

�
�

�
s

s2 + w2 � lim
T! ¥

�
e� sT � sen(wT)

�

=
w

s2 + w2
,

pois, nos limites acima, as funções seno e cosseno são limitadas e lim
T! ¥

e� sT = 0. Isto mostra o

que foi a�rmado.

Exemplo 2.9:Mostre que a transformada de Laplace para a funçãof : [0¥ ) ! R, de�nida
por f (t) = cos(wt), é dada por

(2.10) L [cos(wt)] =
s

s2 + w2
, s> 0:

SOLUÇÃO: Usa-se a de�nição de transformada de Laplace para escrever

L [ f (t)] =
Z ¥

0
e� st f (t) dt =

Z ¥

0
e� stcos(wt) dt

= lim
T! ¥

Z T

0
e� stcos(wt) dt:(2.11)

A integral em (2.8) deve ser calculada através de duas integrações por partes. Para a primeira,
usa-se o seguinte

(
u = e� st;

dv= cos(wt);
)

8
<

:

du= � s� e� st;

v =
1
w

� sen(wt);

e para a segunda integração por partes o seguinte

(
u = e� st;

dv= sen(wt);
)

8
<

:

du= � s� e� st;

v = �
1
w

� cos(wt);

Assim,

Z T

0
e� stcos(wt) dt =

1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
+

s
w

Z T

0
e� st sen(wt) dt
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=
1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
+

+
s
w

"

�
1
w

e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w

Z T

0
e� st cos(wt) dt

#

=
1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
�

�
s2

w2

Z T

0
e� st cos(wt) dt;

isto é,

Z T

0
e� st cos(wt) dt +

s2

w2

Z T

0
e� st cos(wt) dt =

1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
;

ou ainda,
�

1+
s2

w2

� Z T

0
e� st cos(wt) dt =

1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
;

que pode ser melhorada para
�

s2 + w2

w2

� Z T

0
e� st cos(wt) dt =

1
w

e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
w2 e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0
;

que, por �m, resulta em

Z T

0
e� st cos(wt) dt =

w
s2 + w2 e� st sen(wt)

�
�
�
�

T

0
�

s
s2 + w2 e� st cos(wt)

�
�
�
�

T

0

=
w

s2 + w2

�
e� sTsen(wT) � e0sen0

�
�

�
s

s2 + w2

�
e� sTcos(wT) � e0cos0

�

=
w

s2 + w2 � e� sT � sen(wT) �
s

s2 + w2 � e� sT � cos(wT)+
s

s2 + w2 �(2.12)

Substituindo (2.12) em (2.11), obtém-se

L [ f (t)] = lim
T! ¥

Z T

0
e� stcos(wt) dt

= lim
T! ¥

�
w

s2 + w2 � e� sT � sen(wT) �

�
s

s2 + w2 � e� sT � cos(wT) +
s

s2 + w2

�
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=
w

s2 + w2 � lim
T! ¥

�
e� sT � sen(wT)

�
�

�
s

s2 + w2 � lim
T! ¥

�
e� sT � cos(wT)

�
+ lim

T! ¥

�
s

s2 + w2

�

=
s

s2 + w2
,

pois, nos limites acima, as funções seno e cosseno são limitadas e lim
T! ¥

e� sT = 0. Isto mostra o

que foi a�rmado.

Observaç̃ao 2.2:Neste texto será usada a seguinte convenção para certas notações:

L [ f (t)] = F(s); L [g(t)] = G(s); L [x(t)] = X(s); L [y(t)] = Y(s); : : :

Em suma, usa-se uma letra minúscula para representar uma função na variávelt e usa-se uma
letra maiúscula para representar a função transformadade Laplace na variávels.

1.3 Sobre a exist̂encia da inversa

Inicia-se esta seção discutindo um caso simples. No exemplo 2.5 da seção anterior viu-se
que a funçãof (t) = k tem transformada de Laplace dada porF(s) = L [ f (t)] = k=s paras > 0.
A ideia agora é modi�car esta função em apenas um ponto. Seja g : [0;¥ ) ! R uma função
de�nida por

g(t) =

(
k; se t 6= 1;

0; se t = 1:

Note, leitor, que a funçãog é diferente da funçãof : basta alterar pelo menos um valor na
imagem para que as funções �quem diferentes uma da outra. Mas agora será calculado a trans-
formada da nova funçãog. Tem-se:

G(s) = L [g(t)] =
Z ¥

0
e� stg(t) dt

=
Z 1

0
e� stg(t) dt+

Z ¥

1
e� stg(t) dt

=
Z 1

0
e� stkdt+ lim

T! ¥

Z T

1
e� stkdt
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= �
k
s

� e� st
�
�
�
�

1

0
+ lim

T! ¥

 

�
k
s

� e� st
�
�
�
�

T

1

!

= �
k
s

�
�
e� t � 1

�
�

k
s

� lim
T! ¥

��
e� Ts� e� t��

= �
k
s

� e� t +
k
s

�
k
s

� lim
T! ¥

e� Ts+
k
s

� e� t

=
k
s
,

pois lim
T! ¥

e� Ts = 0 paras> 0, uma vez queT > 1.

Assim, mostrou-se queG(s) = F(s), ou ainda, que duas funçõesf e g, diferindo apenas em
um ponto têm a mesma transformada de Laplace. O ponto escolhido foi t = 1, mas poderia
ser qualquer outro. Assim sendo, existe uma in�nidade de funções formadas a partir def ,
alterando-se o valor da mesma em um único ponto e que implicam em transformadas iguais a
da funçãof . Pode-se ir além, alterando dois pontos, depois três, etc. E todas as funções assim
constru�́das a partir def terão transformadas de Laplace iguais. Sem entrar muito emdetalhes,
é poss�́vel produzir uma in�nidade de novas funções a partir da f e que diferem em umconjunto
de medida nula4 e todas terão a mesma transformada def .

Portanto, a inversa de uma função transformada de Fouriernão é única. Logo, a transformada
inversa é um assunto delicado e precisa dar sentido a esta inversa. Novamente, sem entrar muito
em detalhes técnicos, a ideia consiste em agrupar em um conjunto todas as funções obtidas a
partir de uma dada funçãof , mas diferindo def em um conjunto de medida nula. Este conjunto
assim formado relaciona todas as funções com a funçãof e este conjunto é tratado comoclasse
de equivalência. Diz-se que duas funções sãoiguais quase semprequando elas diferem entre si
em um conjunto de medida nula. Em suma, trata-se estas funç˜oes como se fossem iguais, mas
no sentido dado, de serem iguais quase sempre. Assim, ao inverter uma função transformada o
que se obtém é umrepresentantedesta classe de equivalência, que pode ser qualquer uma das
funções dessa classe, uma vez que elas são iguais quase sempre.

Dando continuidade, na seção 1.2 procurou-se condições para a existência da transformada de
Laplace e chegou-se a uma de�nição para a mesma. Nesta seção discutir-se-á sobre a existência
da transformada inversa de Laplace. Para isso será precisosaber se a função transformada de
LaplaceF(s) será admiss�́vel quando a funçãof (t) é admiss�́vel. Em geral, a resposta é não. O
próximo exemplo exibe esta situação.

Exemplo 3.1:Seja f : (0;¥ ) ! R uma função de�nida porf (t) = 1=
p

t. Então, f tem uma
transformada de LaplaceF, mas que não é admiss�́vel.

4 Diz-se que um conjuntoX � R temmedida nulaquando, para todoe > 0, for poss�́vel obter uma coleção enumerável

de intervalos abertos I1; I2; : : : ; In; : : : tais queX �
¥[

n= 1

In e
¥

å
n= 1

j Inj < e.
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Para resolver este problema sugere-se que se dê uma olhada no apêndice. Caso contrário, seu
estudo pode ser deixado para mais tarde. Nesta seção é de�nida afunção gamaG : [0;¥ ) ! R
por

G(x) =
Z ¥

0
e� t t x� 1dt:

Além disso, mostra-se que a funçãog(t) = tk é admiss�́vel e que sua transformada de Laplace
é dada por

L
�

tk
�

=
G(k+ 1)

sk+ 1
, (k > � 1; s> 0):

Fazendok = � 1=2 emg(t) = t k, obtém-sef (t) = t � 1=2 = 1=t1=2 = 1=p
t. Logo, a transformada

de Laplace da funçãof é

L [ f (t)] = L
�
t � 1=2

�
=

G(1=2+ 1)
s1=2+ 1

=
G(3=2)

s3=2
�

No apêndice também é mostrado queG (3=2) =
p

p
2 , de modo que

L [ f (t)] = L (1=
p

t) =
p

p
2

�
1

s3=2
�

Agora veri�ca-se facilmente que a funçãoF(s) = s� 3=2 não é admiss�́vel.

O exemplo 3.1 mostra a seguinte situação: a classe das func¸ões que possuem transformada
de Laplace é maior do que a classe das funções admiss�́veis. O quão maior é, é delicado e não
será dito aqui.

Voltando �a transformada inversa de Laplace, ainda é poss´�vel observar o seguinte: sef eg são
funções cont�́nuas por partes e que diferem apenas nos pontos de descontinuidades, então tem-
se queL [ f (t)] = L [g(t)], apesar def (t) 6= g(t). Dito de outra maneira: funções admiss�́veis que
diferem em certo conjunto de pontos (precisamente, quando diferem em um conjunto de pontos
de medida nula), têm sempre a mesma transformada de Laplace. Isto será feito no teorema 3.2
dado a seguir. Antes, um resultado clássico da Análise Matemática.

Lema 3.1:Se
0 � x < b �

k
n

� 1 ou 0�
k
n

� b < x � 1;

então
xk=n (1� x)1� k=n � e� 2(x� b)2

bk=n(1� b)1� k=n :

DEMONSTRAÇÃO: Deve-se demonstrar que

xk=n (1� x)1� k=n

bk=n (1� b)1� k=n
� e� 2(x� b)2

:

Aplicando logaritmo nesta desigualdade, encontra-se
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H(x) = ln

"
xk=n(1� x)1� k=n

bk=n(1� b)1� k=n

#

+ 2(x� b)2 � 0:

Tem-se queH(b) = 0. Agora divide-se o problema em dois casos.

CASO 1: se 0� x < b � k=n � 1, então mostrar-se-á queH0(x) � 0. Como, para 0< x < 1, se
temx(1� x) � 1=4, então

H0(x) =
k=n � x

x(1� x)
+ 4(x� b) � 4(k=n � x)+ 4(x� b) = 2(k=n � b) � 0:

CASO 2: se 0� k=n � b < x � 1, então mostrar-se-á queH0(x) � 0. Como, para 0< x < 1, se

tem 4�
1

x(1� x)
, então

H0(x) =
k=n � x

x(1� x)
+ 4(x� b) �

k=n � x
x(1� x)

+
x� b

x(1� x)
=

k=n � b
x(1� x)

� 0:

Teorema 3.1 (Weierstrass):Sejaf : [a;b] ! R uma função cont�́nua. Então, para todoe > 0,
existe um polinômiop(t) tal que

j f (t) � p(t)j < e; para todoa � t � b:

DEMONSTRAÇÃO: Sejat = ( 1� x)a+ xb. Então,

x =
1

b� a
(t � a)

e t 2 [a;b] se, e somente se,x 2 [0;1].
Sejaf : [0;1] ! R uma função de�nida por

f (x) = f [(1� x)a+ bx]:

Seja

p(x) =
n

å
k= 0

f
�

k
n

� �
n
k

�
xk(1� x)n� k e p(t) = p

�
1

b� a
(t � a)

�
:

Este polinômio é chamado depolinômio de Bernstein.
Usar-se-á o fato de que

(3.1) å
k2A

�
n
k

�
xk(1� x)n� k �

n

å
k= 0

�
n
k

�
xk(1� x)n� k = 1;

para qualquerA � f 0;1;2; : : :;ng.
Como f é cont�́nua, existed > 0 tal que



1.3 Sobre a existência da inversa 17

(3.2) jx� yj < d )
�
� f (x) � f (y)

�
� <

e
2

�

Sejamb1 = x� d e b2 = x+ d. Escreva

M = max
x2[0;1]

�
� f (x)

�
� = max

t2 [a;b]
j f (t)j:

Sejan tal que

4Me� 2d2n <
e
2

�

Agora usa-se o lema 3.1 para garantir que, se

b2 �
k
n

� 1 ou 0�
k
n

� b1;

então

(3.3) xk=n(1� x)1� k=n � e� 2(x� b)2
bk=n(1� b)1� k=n:

Então, por (3.1), (3.2) e (3.3), obtém-se

�
� f (x) � p(x)

�
� =

�
�
�
�
�

n

å
k= 0

f (x)
�

n
k

�
xk(1� x)n� k �

n

å
k= 0

f (k=n)
�

n
k

�
xk(1� x)n� k

�
�
�
�
�

�
n

å
k= 0

�
� f (k=n) � f (x)

�
�
�

n
k

�
xk(1� x)n� k

�
e
2

+ å
j k
n � xj� d

�
� f (k=n) � f (x)

�
�
�

n
k

�
xk(1� x)n� k

�
e
2

+ 2M å
k
n � b2

�
n
k

�
xk(1� x)n� k + 2M å

k
n � b1

�
n
k

�
xk(1� x)n� k

�
e
2

+ 2Me� 2d2n å
k
n � b2

�
n
k

�
bk

2(1� b2)n� k +

+ 2M e� 2d2n å
k
n � b1

�
n
k

�
bk

1(1� b1)n� k

�
e
2

+ 4Me� 2d2n � e:

Teorema 3.2:Sejamf e g funções admiss�́veis tais que

L [ f (t)] = L [g(t)]; para s> s0:
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Então f (t) = g(t), exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade.

DEMONSTRAÇÃO: De�na h(t) = f (t) � g(t). Assim,

L [h(t)] = 0; para x � s0:

Para simpli�car a demonstração, mas sem perda de generalidade, continuar-se-á a demonstração
supondo queh é cont�́nua. Casoh tenha descontinuidades, as integrais a seguir devem ser
desmembradas em somas de integrais tomadas sobre intervalos ondeh é cont�́nua.

Agora faça

v(t) =
Z t

0
e� s0x h(x) dx;

de modo que
v0(t) = e� s0t h(t):

Assim, paran = 0;1;2; : : :, segue-se que

0 = L [h](s0 + n) =
Z ¥

0
e� (s0+ n) t h(t) dt

=
Z ¥

0
e� nt � e� s0t h(t)

�
dt

=
Z ¥

0
e� nt v0(t) dt

= lim
T! ¥

Z T

0
e� nt v0(t) dt

= lim
T! ¥

"

e� nt v(t)

�
�
�
�

T

0
+ n

Z T

0
e� nt v(t) dt

#

= lim
T! ¥

�
e� nT v(T) � v(0)

�
+ n

Z ¥

0
e� nt v(t) dt

= � v(0)+ n
Z ¥

0
e� nt v(t) dt:

Observa-se que realizou-se integração por partes em um dos passos acima e usou-se o fato
que lim

T! ¥
e� nT = 0. Portanto,

n
Z ¥

0
e� nt v(t) dt = v(0);

mas observando que da de�nição dev(x) obtém-se imediatamente quev(0) = 0, tem-se que

(3.4)
Z ¥

0
e� nt v(t) dt = 0; para n = 0;1;2; : : :

Nos pontos ondeh é cont�́nua, tem-se quev é derivável ev0(t) = e� s0t h(t). Logo, se for
demonstrado quev(t) = 0, seguir-se-á queh(t) = 0. Com intuito de mostrar quev(x) = 0, será
feita a seguinte mudança de variáveis em (3.4):
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t = � lnx e u(x) = v(� lnx) :

Da primeira mudança de variáveis, segue-se que

� t = lnx ) e� t = elnx ) x = e� t :

Os limites de integração, na variávelt, na integral obtida em (??) são 0 e¥ . Assim, os novos
limites, na variávelx, são, respectivamente,

x1 = e0 = 1 e x2 = lim
T! ¥

�
e� T �

= 0:

Além disso, diferenciandox = e� t , obtém-se� dx= e� t dt. E ainda da primeira mudança de
variáveis, encontra-se

(n� 1) t = � (n� 1)( lnx) ) � (n� 1) t = ln
�
xn� 1

�

e� (n� 1) t = eln(xn� 1) ) e� (n� 1) t = xn� 1:

Assim,

0 =
Z ¥

0
e� nt v(t) dt =

Z ¥

0
e� nt et e� t v(t) dt

=
Z ¥

0
e� (n� 1) t v(t)

�
e� t dt

�

= �
Z 0

1
xn� 1 v(� lnx) dx

=
Z 1

0
xn� 1u(x) dx;

isto é,

(3.5)
Z 1

0
xn� 1u(x) dx= 0; para n = 0;1;2; : : :

Segue-se da�́ queu � 0.
Agora observe que (3.5) implica que

(3.6)
Z b

a
p(x) u(x) dx= 0

para qualquer polinômiop(x).
O próximo passo consiste em aplicar o teorema de aproximação de Weierstrass (veja o teo-

rema 3.1) para obter
ju(x) � p(x)j < e; para todot 2 [0;1]:

Logo,
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Z 1

0
ju(x) � p(x)j2dx=

Z 1

0
[u(x)]2dx� 2

Z 1

0
u(x) p(x) dx+

+
Z 1

0
[p(x)]2dx< e:

Usando (3.6), obtém-se Z 1

0
[u(x)]2dx< e;

para todoe > 0, o que implica em
Z 1

0
[u(x)]2 dx= 0:

Consequentemente,u(x) = 0 para todox 2 [0;1].

Para o cálculo da transformada inversa de Laplace existe uma fórmula, chamadafórmula
complexa de inversão,que fornece a função admiss�́velf (t) através de uma integral complexa
da transformadaF(s). Entretanto, na prática, o cálculo dessa integral é evitado, pois para os
casos mais comuns existem métodos mais simples.

1.4 Propriedades b́asicas da transformada de Laplace

Nesta seção serão apresentadas propriedades resultantes da de�nição de transformada de
Laplace, bem como vários exemplos que da�́ decorrem. A partir destes exemplos será cons-
tru�́da uma tabela que permitirá o uso simpli�cado na transformada de Laplace para solução de
problemas práticos.

Uma importante propriedade da transformada de Laplace decorre da própria de�nição: a
linearidade.

Proposição 4.1 (linearidade):Sejama ;b 2 R e f ;g : [0;¥ ) ! R duas funções seccional-
mente cont�́nuas e admiss�́veis. Denote porF(s) = L [ f (t)] eG(s) = L [g(t)] as respectivas trans-
formadas de Fourier paraf eg. Então,

L [a f + b g](s) = a L [ f ](s)+ b L [g](s);

ou ainda,

L [a f (t)+ b g(t)] = a L [ f (t)] + b L [g(t)]

= a F(s)+ b G(s):
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DEMONSTRAÇÃO: Usando a de�nição de transformada de Laplace, obtém-se

L [a f (t)+ b g(t)] =
Z ¥

0
e� st [a f (t)+ b g(t)] dt

=
Z ¥

0
e� st [a f (t)] dt+

Z ¥

0
e� st [b g(t)] dt

= a
Z ¥

0
e� st f (t) dt + b

Z ¥

0
e� stg(t) dt

= a F(s)+ b G(s);

onde usou-se a propriedade de linearidade da integral nos passos acima.

No exemplo 2.5 mostrou-se que

L (1) =
1
s

, para s> 0:

Resulta da�́ que

L � 1
�

1
s

�
= 1; para s> 0:

Analogamente, mostrou-se no exemplo 2.6 que

L
�

ek t
�

=
1

s� k
, para s> k;

donde se conclui que

L � 1
�

1
s� k

�
= ek t; para s> k:

Já o exemplo 2.7 mostrou que a transformada de Laplace da função de Heaviside é dada por

L [uc(t)] =
e� cs

s
, para s> 0;

o que leva a concluir que sua transformada inversa é dada por

L � 1
�

e� cs

s

�
= uc(t); para s> 0:

Este procedimento será adotado ao longo deste texto para calcular a transformada e a inversa
de Laplace para várias funções elementares. Em relação a inversa, na proposição 2.1 mostrou-se
que a transformada de Laplace satisfaz

j F(s)j �
M

s� k
; para s> k;

ondej f (t)j � M ek t comM > 0.
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Isto diz que a transformadaF(s) tem ordemO(1=s) quandos ! ¥ . Assim, considerar-se-á
funçõesF(s) com esta propriedade para o cálculo da inversaL � 1[F(s)] = f (t).

Observaç̃ao 4.1:A partir deste ponto será adotada uma convenção. Expressões do tipoas2 +
bs+ c aparecerão quase que rotineiramente nos exemplos e exerc´�cios. Em alguns casos será
necessário fatorar e em outros será necessário aplicar decomposição em frações parciais.

ConsidereD = b2 � 4ac (como na fórmula de Bhaskara). A convenção será a seguinte:

(a) SeD = b2 � 4ac < 0, então as ra�́zes serão complexas, logo deve-se usar o procedi-
mento de completar quadrado. Uma maneira de continuar com n´umeros reais, sem consi-derar
os complexos.

(b) Se D = b2 � 4ac � 0, então as ra�́zes serão reais (iguais ou distintas). Então, neste
caso, determina-se as ra�́zes e fatora o termo polinomial. Isto implica, como será visto, em
decomposição em frações parciais.

Exemplo: caso se tenha duas ra�́zes distintasa eb , entãoas2 + bs+ c= ( s� a )(s� b ). Caso
as ra�́zes sejam iguais, entãoas2 + bs+ c = ( s� a )2.

Em suma, a convenção �ca assim: seD < 0, completa-se o quadrado; seD � 0, decomposição
em frações parciais.

Motivo da convenção: evita-se o uso de funções hiperbólicas.

Exemplo 4.1:Encontre a transformada inversa para

F(s) =
s+ 3

s2 � 3s+ 2
�

SOLUÇÃO: Observe ques2 � 3s+ 2 temD = b2 � 4ac> 0, ou seja, duas ra�́zes reais,s= 1 e
s= 2, de modo que o mesmo pode ser fatorado da seguinte maneira

F(s) =
s+ 3

(s� 1)(s� 2)
�

Para avançar na solução do exemplo será necessário decompor o segundo membro acima em
frações parciais. Tem-se:

s+ 3
(s� 1)(s� 2)

=
A

s� 1
+

B
s� 2

=
A(s� 2)+ B(s� 1)

(s� 1)(s� 2)

=
(A+ B)s+ ( � 2A� B)

(s� 1)(s� 2)
,

que implica em
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s+ 3 = ( A+ B)s+ ( � 2A� B);

ou seja, (
A+ B = 1;

� 2A� B = 3:

Multiplicando a primeira equação por 2 e somando com a segunda, encontra-seB = 5. Subs-
tituindo este valor em qualquer das equações acima encontra-se queA = � 4. Portanto,

F(s) =
s� 3

s2 � 3s+ 2
= � 4�

1
s� 1

+ 5�
1

s� 2
�

Assim, usando a linearidade da inversa, obtém-se

f (t) = L � 1[F(s)]

= L � 1
�

� 4�
1

s� 1
+ 5�

1
s� 2

�

= � 4� L � 1
�

1
s� 1

�
+ 5� L � 1

�
1

s� 2

�
�

Para determinar as duas inversas no último membro acima, basta usar a fórmula da inversa
do exemplo 2.6, isto é,

L � 1
�

1
s� k

�
= ek t; para s> k;

tomandok = 1 no primeiro caso ek = 2 no segundo.
Logo,

f (t) = � 4� L � 1
�

1
s� 1

�
+ 5� L � 1

�
1

s� 2

�
�

= � 4et + 5e5t;

que é a resposta procurada.

O próximo resultado contém outra propriedade da transformada de Laplace e que é bastante
útil. Ele diz que a multiplicação def (t) por ect resulta na translação da transformadaF(s) em
um distânciac no sentido dosspositivos.

Proposição 4.2 (1a translação): Suponha queF(s) = L [ f (t)] existe paras> k � 0. Sec é
uma constante, então

(4.1) L
�
ect f (t)

�
= F(s� c); s> k+ c:

Reciprocamente, sef (t) = L � 1[F(s)], então

(4.2) ect f (t) = L � 1 [F(s� c)] :
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DEMONSTRAÇÃO: Como hipótese, assumiu-se a existência da transformadade Laplace para
a funçãof . Isto signi�ca quef deverá ser admiss�́vel, isto é, que existem constantesM > 0 ek
tais que

j f (t)j � M ekt:

Porém o enunciado da proposição considera um resultado envolvendo a transformada da
funçãoect f (t), ou seja, é preciso mostrar que esta função também é admiss�́vel para que a
fórmula indicada faça sentido. Para tal, basta notar que adesigualdade acima implica dizer que

� M ekt � f (t) � M ekt;

que tendo todos os membros multiplicado porect (que é sempre positiva) resulta em

� M ekt ect � ect f (t) � M ect ekt;

que é o mesmo que
� Me(k+ c) t � f (t) � M e(k+ c) t:

e que pode ser reescrita na forma
�
� ect f (t)

�
� � M e(k+ c) t:

Isto implica dizer que a funçãoect f (t) é admiss�́vel e tem uma transformada de Laplace,
desde que a restriçãos> k+ c seja assumida.

Assim, pode-se aplicar a de�nição de transformada de Laplace na funçãoect f (t) para obter

L
�
ect f (t)

�
=

Z ¥

0
e� stect f (t) dt

=
Z ¥

0
e� (s� c) t f (t) dt

= F(s� c); (s> k+ c);

o que demonstra (4.1). Para mostrar (4.2), basta aplicar a transfornada inversa em (4.1).

Observe que a fórmula da proposição 4.2 é válida para qualquer constantec. Assim, se na
fórmula, trocar-sec por � c (aqui,c > 0), então �ca assim:

L
�
e� ct f (t)

�
= F(s+ c):

A fórmula acima pode ser chamada depropriedade de amortecimento:se a funçãof (t) for
“amortecida” pelo fator exponenciale� ct, então a transformada de Laplace será deslocada (para
a esquerda!) em relação �a nova variávels.

Exemplo 4.2:Determine a transformada inversa de
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F(s) =
1

s2 � 4s+ 5
�

SOLUÇÃO: Observe ques2 � 4s+ 5 temD = b2 � 4ac< 0, isto é, não tem ra�́zes reais, logo
deve-se completar quadrado com o objetivo de usar umas das f´ormulas já obtidas até agora.
Assim,

s2 � 4s+ 5 =
�
s2 � 4s+ 4

�
+ 1 = ( s� 2)2 + 1;

de modo que

F(s) =
1

(s� 2)2 + 1
�

Para determinar a inversaf (t) pode-se usar a fórmula (4.2) da proposição 4.2. Para isso, basta
notar que

F(s) =
1

(s� 2)2 + 1
= G(s� 2);

onde
G(s) =

1
s2 + 1

�

A fórmula (2.7) do exemplo 2.8 diz que

L [sen(wt)] =
w

s2 + w2
,

de modo que sua inversa é dada por

L � 1
�

w
s2 + w2

�
= sen(wt):

Assim, tomandow = 1 na fórmula acima, obtém-se

g(t) = L � 1[G(s)] = L � 1
�

1
s2 + 1

�
= sent:

Assim, usando fórmula (4.2) da proposição 4.2, comc = 2, implica em

f (t) = L � 1[F(s)] = L � 1[G(s� 2)]

= e2t g(t) = e2t sent;

que é a resposta desejada.

Os exemplos a seguir apresentam algumas propriedades que ajudarão a determinar a trans-
formada de Laplace para outras funções e que permitirão resoluções simpli�cadas para certas
equações diferenciais.

Os cálculos envolvidos podem usar a propriedade da primeira translação, que foi visto na
proposição 4.2. Por outro lado, também é poss�́vel usarcálculos formais e aplicar a importante
fórmula de Euler:
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(4.3) ei q = cosq + i senq ; onde i =
p

� 1:

Exemplo 4.3:Sejamf ;g : [0;¥ ) ! R funções de�nidas por

f (t) = ek t cos(wx) e g(t) = ek t sen(wx):

Então suas transformadas de Laplace são dadas, respectivamente, por

(4.4) F(s) =
s� k

(s� k)2 + w2 e G(s) =
w

(s� k)2 + w2
,

para todos> k, de modo que suas inversas são dadas por

(4.5) L � 1
�

s� k
(s� k)2 + w2

�
= ek t cos(wt) e L � 1

�
w

(s� k)2 + w2

�
= ek t sen(wt):

SOLUÇÃO: O exemplo 2.3 mostrou que as funçõesf e g são admiss�́veis. Logo faz sentido
encontrar suas transformadas de Laplace.

Viu-se no exemplo 2.6 que

L
�

ek t
�

=
1

s� k
, para s> k:

Note que é poss�́vel substituirk pork+ iw na fórmula acima. Assim,

L
h
e(k+ iw) t

i
=

1
s� (k+ iw)

=
1

(s� k) � iw

=
1

(s� k) � iw
�
(s� k)+ iw
(s� k)+ iw

=
(s� k)+ iw

(s� k)2 � (iw)2 =
(s� k)+ iw

(s� k)2 + w2

=
s� k

(s� k)2 + w2 + i
w

(s� k)2 + w2
,(4.6)

onde realizou-se uma multiplicação e divisão pelo conjugado complexo e usou-se o fato que
i 2 = � 1.

Por outro lado, segue-se da fórmula de Euler que

e(k+ iw) t = ek t+ iwt = ek t � eiwt

= ek t [cos(wt)+ i sen(wt)]

= ek t cos(wt)+ iek t sen(wt):(4.7)

Usando (4.7) e a linearidade da transformada de Laplace (veja a proposição 4.1), tem-se que
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L
h
e(k+ iw) t

i
= L

h
ek t cos(wt)+ iek t sen(wt)

i

= L
h

ek t cos(wt)
i

+ i L
h
ek t sen(wt)

i
:(4.8)

Observe-se, agora, que o primeiro membro de (4.6) é igual aoprimeiro membro de (4.8), de
modo que seus segundos membros também são iguais, isto é,

L
h

ek t cos(wt)
i

+ i L
h
ek t sen(wt)

i
=

s� k
(s� k)2 + w2 + i

w
(s� k)2 + w2 �

A expressão acima trata-se de uma igualdade entre funções complexas, ou seja, a parte real
de uma deve ser igual a parte real da outra, da mesma forma que aparte imaginária, que deverão
ser iguais, ou seja,

L
h

ek t cos(wt)
i

=
s� k

(s� k)2 + w2 e L
h

ek t sen(wt)
i

=
w

(s� k)2 + w2
,

onde os dois segundos membros acima são, respectivamente,F(s) e G(s).
Segue-se imediatamente que as inversas são dadas por

L � 1
�

s� k
(s� k)2 + w2

�
= ek t cos(wt) e L � 1

�
w

(s� k)2 + w2

�
= ek t sen(wt):

Isto mostra o que foi a�rmado no enunciado do exemplo.

Outra fórmula muito útil e que decorre daquelas duas do exemplo 4.3 é dada no exemplo a
seguir.

Exemplo 4.4:SejamA;B;k;w constantes, comw 6= 0 (as demais constantes podem assumir
qualquer valor). Então,

(4.9) L
�
Acos(wt)+

Ak+ B
w

sen(wt)
�

=
As+ B

(s� k)2 + w2
, w 6= 0;

ou equivalentemente,

(4.10) L � 1
�

As+ B
(s� k)2 + w2

�
= Acos(wt)+

Ak+ B
w

sen(wt); w 6= 0:

SOLUÇÃO: Basta trabalhar com a segunda fórmula acima, pois a mesma ´e equivalente �a
segunda. A ideia consiste em desenvolver o primeiro membro eusar as fórmulas obtidas no
exemplo 4.3, bem como a linearidade da transformada inversa. Tem-se:

L � 1
�

As+ B
(s� k)2 + w2

�
= L � 1

�
A(s� k)+ ( Ak+ B)

(s� k)2 + w2

�

= AL � 1
�

s� k
(s� k)2 + w2

�
+ ( Ak+ B) L � 1

�
1

(s� k)2 + w2

�
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= A� L � 1
�

s� k
(s� k)2 + w2

�
+

Ak+ B
w

� L � 1
�

w
(s� k)2 + w2

�

= A�
h

ek t cos(wt)
i

+
Ak+ B

w
�
h

ek t sen(wt)
i

= ek t
�
A� cos(wt)+

Ak+ B
w

� sen(wt)
�

;

que é o resultado desejado.
Cabe notar que em um dos passos acima somou-se e subtraiu-seAk, bem como multiplicou-

se e dividiu-se porw. Neste último caso, para que as operações sejam válidas, faz-se necessário
assumir quew 6= 0.

Observaç̃ao 4.2:As fórmulas obtidas no exemplo 4.4 podem ser usadas para quaisquer valo-
res deA, B e k, mas �ca restrita para valores dew, que podem ser quaisquer, excetow = 0.

Caso o leitor se depare com um problema em quew = 0, como observado, não poderá usar
as fórmulas acima, porém poderá utilizar qualquer uma das fórmulas do exemplo 4.3, que não
têm restrição alguma para os valores dew.

Exemplo 4.5:Calcule a seguinte transformada inversa de Laplace

L � 1
�

1
s2 + 4s+ 13

�
�

SOLUÇÃO: Observe-se que o denominador não pode ser fatorado, pois as ra�́zes não são reais.
Assim, o procedimento inicial consiste em completar quadrado nessa expressão, isto é,

s2 + 4s+ 13=
�
s2 + 4s+ 4

�
+ 9 = ( s+ 2)2 + 32:

Com isto, será poss�́vel usar a fórmula (4.10) obtida no exemplo 4.4, ou seja,

L � 1
�

As+ B
(s� k)2 + w2

�
= ek t

�
A cos(wt)+

Ak+ B
w

sen(wt)
�

;

tomando os seguintes valores

A = 0; B = 1; k = � 2 e w = 3:

Note-se que esta fórmula pôde ser usada porquew = 3 6= 0.
Assim sendo, tem-se:

L � 1
�

1
s2 + 4s+ 13

�
= L � 1

�
1

(s+ 2)2 + 32

�
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= e� 2t
�
0� cos(3t)+

0� (� 2)+ 1
3

sen(3t)
�

=
1
3

e� 2t sen(3t);

que é o resultado desejado.

Proposição 4.3 (mudança de escala):Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função admiss�́vel. Então,

(4.11) L [ f (ct)] =
1
c

� F
� s

c

�
,

ondeF(s) = L [ f (t)].
Reciprocamente, tem-se que

(4.12) L � 1[F(cs)] =
1
c

� f
� t

c

�
�

DEMONSTRAÇÃO: Usando a de�nição de transformada de Laplace e a mudançade variáveis
u = ct, de modo quedu=c = dt, obtém-se

L [ f (ct)] =
Z ¥

0
e� st f (ct) dt = lim

T! ¥

Z T

0
e� st f (ct) dt

=
1
c

� lim
T! ¥

Z cT

0
e� s(u=c) f (u) du

=
1
c

� lim
T! ¥

Z cT

0
e� (s=c) u f (u) du=

1
c

Z ¥

0
e� (s=c) u f (u) du

=
1
c

� F
� s

c

�
�

Para a fórmula (4.12), basta fazerc = 1=k na fórmula (4.11). Assim,

L
h

f
� t

k

�i
= k� F (ks) ;

que tendo a inversa aplica em ambos os membros, resulta em

f
� t

k

�
= k� L � 1[ f (ks)];

isto é,

L � 1[ f (ks)] =
1
k

� f
� t

k

�
,

que é a fórmula (4.12).

Exemplo 4.6:Use a fórmula (4.11) (mudança de escala) para mostrar que
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L [sen(3t)] =
3

s2 + 9
�

SOLUÇÃO: Em exemplos anteriores viu-se que

L ( sent) =
1

s2 + 1
�

Faça

f (t) = sent; F(s) =
1

s2 + 1
e c = 3;

então
f (ct) = f (3t) = sen(3t);

1
c

� F
� s

c

�
=

1
3

� F
� s

3

�
=

1
3

�
1

(s=3)2 + 1
�

Assim, pela fórmula de mudança de escala, obtém-se

L [sen(3t)] =
1
3

�
1

(s=3)2 + 1
=

1
3

�

0

B
B
@

1
s2

9
+ 1

1

C
C
A

=
1
3

�

0

B
B
@

1
s2 + 9

9

1

C
C
A =

1
3

�
�

9
s2 + 9

�

=
3

s2 + 9
�

O leitor deve observar que este exemplo visa apenas e tão somente ilustrar o uso da pro-
priedade de mudança de escala, uma vez que transformada de sen(3t) pode ser obtida atráves
das fórmulas deduzida nesta seção e em seções anteriores.

Exemplo 4.7:Dado que

L
� sent

t

�
= arc tg

�
1
s

�
,5

encontre

L
�

sen(a t)
t

�
�

SOLUÇÃO: A proposição 4.3 mostra que

L [ f (ct)] =
1
c

� F
� s

c

�
�

Usando esta fórmula comc = a e

5 Veja exemplo 7.2 da seção 1.7 para entender a validade desta fórmula.
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f (t) =
sent

t
e F(s) = arc tg

�
1
s

�
,

de modo que

f (a t) =
sen(a t)

a t
e

1
a

� F
� s

a

�
=

1
a

� arc tg
�

1
s=a

�
=

1
a

� arc tg
� a

s

�
,

obtém-se

1
a

� L
�

sen(a t)
t

�
= L

�
sen(a t)

a t

�
= L [ f (a t)] =

1
a

� F
� s

a

�

=
1
a

� arc tg
� a

s

�
;

ou seja, mostrou-se que
1
a

� L
�

sen(a t)
t

�
=

1
a

� arc tg
� a

s

�
�

Multiplicando ambos os membros pora , obtém-se a solução do problema dado:

L
�

sen(a t)
t

�
= arc tg

� a
s

�
�

Proposição 4.4:Seja f : [0;¥ ) ! R uma função admiss�́vel e periódica de per�́odoT, isto é,
f satisfazf (t + T) = f (t). Então,

(4.13) L [ f (t)] =

Z T

0
e� st f (t) dt

1� e� sT �

DEMONSTRAÇÃO: Tem-se:

L [ f (t)] =
Z ¥

0
e� st f (t) dt

=
Z T

0
e� st f (t) dt +

Z 2T

T
e� st f (t) dt +

Z 3T

2T
e� st f (t) dt + � � �

Faça as seguintes mudanças de variáveis:t = x+ T na segunda integral,t = x+ 2T na terceira
integral e assim por diante. Observ-se que em todos estes casos tem-sedt = dt. Além disso, por
f ser periódica de per�́odoT, f (x + T) = f (x). Mas sef é periódica de per�́odoT, então f
também é periódica de per�́odokT, comk 2 N, isto é, f (x+ 2T) = f (x), f (x+ 3T) = f (x) e
assim por diante (basta usar indução para mostrar o caso geral).

Deste modo, segue-se que

L [ f (t)] =
Z T

0
e� sx f (x) dx +

Z 2T

T
e� s(x+ T) f (x+ T) dx+
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+
Z 3T

2T
e� s(x+ 2T) f (x+ 2T) dx +

Z 4T

3T
e� s(x+ 3T) f (x+ 3T) dx + � � �

=
Z T

0
e� sx f (x) dx + e� sT

Z 2T

T
e� sx f (x) dx+

+ e� 2sT
Z 3T

2T
e� sx f (x) dx + e� 3sT

Z 4T

3T
e� sx f (x) dx + � � �

=
�
1+ e� sT+ e� 2sT+ e� 3sT+ � � �

� Z T

0
e� sx f (x) dx

=

Z T

0
e� sx f (x) dx

1� e� sT
,

onde usou-se o fato de que

1+ r + r2 + r3 + � � � =
1

1� r
, j r j < 1;

tomando-ser = e� sT.

Exemplo 4.8:Seja

f (t) =

(
sent; 0 < t < p;

0; p < t < 2p:

periódica de per�́odoT = 2p.
Use a fórmula Z

ea t sen(b t) dt =
ea t [a sen(b t) � b cos(b t)]

a 2 + b2

para determinarL [ f (t)].

SOLUÇÃO: Pela proposição 4.4, tem-se que

L [ f (t)] =

Z T

0
e� st f (t) dt

1� e� sT �

Assim,

L [ f (t)] =
1

1� e� 2ps

Z 2p

0
e� st f (t) dt

=
1

1� e� 2ps

Z p

0
e� st f (t) dt +

1
1� e� 2ps

Z 2p

p
e� st f (t) dt
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=
1

1� e� 2ps

Z p

0
e� stsent dt+

1
1� e� 2ps

Z 2p

p
e� st � 0dt

=
1

1� e� 2ps

Z p

0
e� st sent dt

=
1

1� e� 2ps �
�

e� st (� ssent � cost)
s2 + 1

� �
�
�
�

p

0

=
1

1� e� 2ps �
�

e� ps(� ssenp � cosp)
s2 + 1

�
e0(� ssen0� cos0)

s2 + 1

�

=
1

1� e� 2ps �
1+ e� ps

s2 + 1
=

1

1� (e� ps)2 �
1+ e� ps

s2 + 1

=
1

(1� e� ps)(1+ e� ps)
�
1+ e� ps

s2 + 1

=
1

1� e� ps �
1

s2 + 1
=

1
(1� e� ps) (s2 + 1)

�

que é a solução do problema dado.

O próximo resultado mostra que a função transformada de Laplace tende para zero no in�nito.

Proposição 4.5:Seja f : [0;¥ ) ! R uma função seccionalmente cont�́nua e admiss�́vel. Se
F(s) = L [ f (t)], então

(4.14) lim
s! ¥

F(s) = 0:

DEMONSTRAÇÃO: Comof é seccionalmente cont�́nua e admiss�́vel, a proposição2.1 mostrou
que existe um número realk > 0 tal que

jF(s)j =

�
�
�
�

Z ¥

0
e� st f (t) dt

�
�
�
� �

M
s� k

, s> k:

Tomando limite paras ! ¥ , obtém-se o resultado desejado, isto é,

lim
s! ¥

F(s) = 0:
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1.5 Transformada de funç̃oes descont�́nuas

No exemplo 2.7 apresentou-se uma fórmula para a transformada de Laplace da função de
Heaviside e que também permite determinar a transformada inversa, isto é, da função de Heav-
iside,

uc(t) =

(
0; se 0� t < c;

1; se t � c;

obtém-se

L [uc(t)] =
e� cs

s
e L � 1

�
e� cs

s

�
= uc(t);

paras> 0.
O que se pretende fazer agora é escrever uma função degrauatravés de combinações funções

de Heaviside. Por exemplo, suponha que funçãof [0;¥ ) ! R seja dada na forma

f (t) =

8
>>>>><

>>>>>:

k1; se 0� t < a;

k2; se a � t < b;

k3; se b � t < c;

k4; se t � c:

Então, o procedimento consiste em reescreverf na seguinte forma

f (t) = k1[u0(t) � ua(t)] + k2[ua(t) � ub(t)] + k3[ub(t) � uc(t)] + k4uc(t):

O leitor poderá compreender esta ideia observando queu0(t) � ua(t) representa a função
constante e igual a 1 no intervalo 0� t < a e igual a 0 parat � a. Analogamente, a expressão
ua(t) � ub(t) é uma função igual a 1 no intervaloa � t < b e 0 caso contrário. E assim por diante.
Portanto, basta multiplicar cada um destes fatores pelo valor da constante em cada intervalo e
somar todas as partes para quef seja reescrita como combinação de funções de Heaviside. Deste
modo, a transformada de Laplace def é facilmente determinada e sem ter que usar a de�nição
de transformada. Este procedimento será melhor ilustradoatravés do próximo exemplo.

Exemplo 5.1:Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função de�nida por

f (t) =

8
>>>>><

>>>>>:

1; se 0� t < 2;

4; se 2� t < 5;

2; se 5� t < 7;

3; se t � 7:

Pode-se reescreverf em termos de funções de Heaviside da seguinte maneira:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

x

y

Figura 5.1: Grá�co def .

f (t) = 1[u0(t) � u2(t)] + 4[u2(t) � u5(t)] + 2[u5(t) � u7(t)] + 3u7(t)

= 1� u2(t)+ 4u2(t) � 4u5(t)+ 2u5(t) � 2u7(t)+ 3u7(t)

= 1+ 3u2(t) � 2u5(t)+ u7(t):

Isto permite determinar a transformada de Laplace def do seguinte modo:

F(s) = L [1+ 3u2(t) � 2u5(t)+ u7(t)]

= L (1)+ 3� L [u2(t)] � 2L � [u5(t)] + L � [u7(t)]

=
1
s

+ 3�
e� 2s

s
� 2�

e� 5s

s
+

e� 7s

s
,

onde usou-se a linearidade da transformada, a fórmula (1) da tabela comk = 1, bem como a
fórmula da transformada de Laplace para a função de Heaviside.

A próxima etapa consiste em analisar a situação de funç˜oes descont�́nuas mais gerais do
que aquelas do tipo escada. Por exemplo, uma função descont�́nua que seja obtida a partir da
translação de uma função usual. Especi�camente, sejaf : [0;¥ ) ! R uma função admiss�́vel e
considereg : [0;¥ ) ! R de�nida por

g(t) =

(
0; se 0� t < c;

f (t � c); se t � c:

Deseja-se determinar a transformada de Laplace para a função g. O procedimento consiste
em reescreverg usando a função de Heaviside. Tem-se:
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g(t) = 0� [u0(t) � uc(t)] + f (t � c) uc(t)

= uc(t) f (t � c):

O próximo resultado diz qual é a transformada e a inversa para a funçãog acima.

Proposição 5.1 (2a translação): Suponha queF(s) = L [ f (t)] existe paras > k � 0. Então,
sec é uma constante positiva, tem-se

(5.1) L [uc(t) f (t � c)] = e� csF(s); s> k:

Reciprocamente, sef (t) = L � 1[F(s)], então

(5.2) uc(t) f (t � c) = L � 1 �
e� csF(s)

�
:

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração consiste em usar a de�nição de transformada de Laplace
aplicada �a funçãouc(t) f (t � c). Assim, fazendo a mudança de variáveisu = t � c, de modo que
du= dt nos passos adiante, obtém-se

L [uc(t) f (t � c)] =
Z ¥

0
e� stuc(t) f (t � c) dt

=
Z c

0
e� st � 0� f (t � c) dt+

Z ¥

c
e� st � 1� f (t � c) dt

=
Z ¥

c
e� st f (t � c) dt = lim

T! ¥

Z T

c
e� st f (t � c) dt

= lim
T! ¥

Z T� c

0
e� s(u+ c) f (u) du

= lim
T! ¥

Z T� c

0
e� cse� su f (u) du

= e� cs� lim
T! ¥

Z T� c

0
e� su f (u) du

= e� cs
Z ¥

0
e� su f (u) du

= e� csF(s); s> k:

Isto mostra (5.1). Para estabelecer (5.2), basta aplicar a transformada inversa em (5.1)

A proposição 5.1 diz que a translação def (t) por uma distânciac no sentido dost positivos
corresponde �a multiplicação deF(s) pore� cs.

Exemplo 5.2:Seja f : [0;¥ ) ! R uma função de�nida porf (t) = 1. Como já foi visto, esta
função é admiss�́vel e sua transformada de Laplace já foi calculada no exemplo 2.5, isto é, basta
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tomark = 1 naquele exemplo para obter

L [ f (t)] =
1
s

, s> 0:

Agora considere a fórmula (5.1) da proposição 5.1, isto ´e,

L [uc(t) f (t � c)] = e� csF(s); s> k:

Como f (t) = 1, tem-se que

L [uc(t)] = L [uc(t) � 1] = e� csL (1) = e� cs�
1
s

=
e� cs

s
,

con�rmando a fórmula da transformada de Laplace para a func¸ão de Heaviside e que foi obtida
no exemplo 2.7.

Agora, considere uma função de�nida por

f (t) =

8
>><

>>:

u(t); se 0� t < a;

v(t); se a � t < b;

w(t); se t � b:

Então, seguindo as ideias anteriores, o que se busca é reescrever f , de�nida por várias
sentenças, através de somas de funções de Heavisides convenientes, isto é,

f (t) = u(t)[u0(t) � ua(t)] + v(t)[ua(t) � ub(t)] + w(t) ub(t):

Exemplo 5.3:Seja

f (t) =

(
cos(t � 2p=3) ; para t > 2p=3;

0; para 0� t < 2p=3:

EncontreL [ f (t)].

SOLUÇÃO: Observe quef pode ser reescrita através da função de Heaviside da seguinte
forma:

f (t) = 0�
�
u0(t) � u2p=3(t)

�
+ cos(t � 2p=3) � u2p=3(t) = u2p=3(t) � cos(t � 2p=3) :

Lembre-se que
L (cost) =

s
s2 + 1

�

Assim, usando a fórmula da segunda translação, obtém-se

L [ f (t)] = L
�
u2p=3(t) � cos(t � 2p=3)

�



38 1 Transformada de Laplace

= e(� 2p=3)t L [F(s)] = e� 2p t=3L (cost)

= e� 2p t=3 �
s

s2 + 1
=

s� e� 2p t=3

s2 + 1
�

O próximo exemplo ilustra o emprego da fórmula (5.1) de umamaneira menos imediata do
que aquela dos exemplos anteriores.

Exemplo 5.4:Sejaf [0;¥ ) ! R uma função de�nida por

f (t) =

(
sent; para 0� t < p=4;

sent + cos(t � p=4) ; para t � p=4:

Observe-se quef é escrita como soma de duas funçõesg : [0;¥ ) ! R eh : [0;¥ ) ! R, onde

g(t) = sent e h(t) =

(
0; para 0� t < p=4;

cos(t � p=4) ; para t � p=4:

Assim, pela linearidade da transformada de Laplace, tem-seque a transformada def será
igual a soma das transformadas deg eh. Logo, deve-se calcular estas duas transformadas. Para
g, basta usar a fórmula (4.2) obtida no exemplo 4.2, tomandok = 0 ew = 1 para encontrar

(5.3) L [g(t)] = L ( sent) =
1

s2 + 1
�

Para a transformada de Laplace deh, deve-se reescrever esta função na forma

h(t) = 0�
�
u0(t) � up=4(t)

�
+ cos(t � p=4) � up=4(t)

= up=4(t) � cos(t � p=4)

e usar a fórmula (5.1) da proposição 5.1, ou seja,

L [h(t)] = L
�
up=4(t) � cos(t � p=4)

�

= e� p t=4 � L (cost)

= e� p t=4 �
s

s2 + 1
,(5.4)

onde usou-se a fórmula (4.2) do exerc�́cio 4.2 tomandok = 0 ew = 1 para determinar a trans-
formada de Laplace da função cost.

Portanto, usando (5.3) e (5.4), tem-se a transformada de Laplace def é dada por

L [ f (t)] = L [g(t)+ h(t)] = L [g(t)] + L [h(t)]
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=
1

s2 + 1
+ e� p t=4 �

s
s2 + 1

=
1+ se� p t=4

s2 + 1
,

que é o resultado desejado.

Exemplo 5.5:Determine a transformada inversa de Laplace para a seguintefunção:

F(s) =
1� e� 2s

s2 �

SOLUÇÃO: Usa-se a linearidade da transformada inversa para obter

f (t) = L � 1[F(s)] = L � 1
�

1� e� 2s

s2

�

= L � 1
�

1
s2 � e� 2s �

1
s2

�

= L � 1
�

1
s2

�
� L � 1

�
e� 2s �

1
s2

�
�(5.5)

Agora usa-se as fórmulas da linha 3 da tabela; são elas:

L (t) =
1
s2 e L � 1

�
1
s2

�
= t:

Substituindo-as em (5.5) e usando a fórmula da segunda translação, encontra-se

f (t) = L � 1
�

1
s2

�
� L � 1

�
e� 2s �

1
s2

�

= t � L � 1 �
e� 2s � L (t)

�

= t � u2(t) � (t � 2)

= t � u0(t) � t � u2(t)+ 2� u2(t)

= t � [u0(t) � u2(t)] + 2� u2(t)

=

(
t; se 0� t < 2;

2; se t � 2;

que é a resposta desejada.
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1.6 Tranformada de Laplace da derivada e da integral

Para resolver problemas envolvendo equações diferenciais usando a transformada de Laplace
será necessário calcular transformadas de derivadas. O primeiro resultado, enunciado na forma
de lema, mostra que sef 0(t) é admiss�́vel, entãof (t) também é admiss�́vel. Em seguida
apresenta-se um teorema que permite calcular a transformada de Laplace da função derivada.

Lema 6.1:Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função seccionalmente diferenciável e admiss�́vel, isto é,
existem constantesM > 0 k > 0 tais que

j f (t)j � M ek t; para 0� x < ¥ :

Então, a integral def (t), que é dada por

g(t) =
Z t

0
f (x) dx;

também é uma função admiss�́vel com a mesma constantek.
Em particular, existe a transformada de Laplace deg paras> k.

DEMONSTRAÇÃO: Como, por hipótese,f é admiss�́vel, entãoj f (t)j � M ek t para cons-
tantesM > 0 ek > 0. Assim,

j g(t)j =

�
�
�
�

Z t

0
f (x) dx

�
�
�
� �

Z t

0
j f (x)j dx

�
Z t

0
M ek xdx= M

Z t

0
ek xdx

=
M
k

ek x
�
�
�
�

t

0
=

M
k

�
ek t � 1

�

�
M
k

ek t = M0ek t:

Observe-se que, comok > 0 e 0� x � t, entãoek t � 1 (de fato, o expoente é não negativo,
de modo que a exponencial é uma função crescente, sendo que o menor valor que o expoente
pode assumir é 0). Assim, encerra-se a demonstração do lema.

Teorema 6.1 (transformada da derivada):Seja f : (0;¥ ) ! R uma função cont�́nua com
f 0(t) seccionalmente cont�́nua em qualquer intervalo 0� t � T. Além disso, suponha quef (t)
e f 0(t) são funções admiss�́veis. Então, existe a transformada de Laplace def 0(t) e

(6.1) L
�
f 0(t)

�
= sL [ f (t)] � f (0) ; s> k:
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DEMONSTRAÇÃO: Considere a integral
Z T

0
e� st f 0(t) dt;

cujo limite paraT ! ¥ , se existir, será a transformada de Laplace def 0.
Para calcular este limite será preciso escrever a integralde maneira adequada. Sef 0 tiver

pontos de descontinuidade no intervalo 0� t � T, então eles serão denotados port1; t2; : : : ; tn.
Assim, a integral acima pode ser escrita na forma

Z T

0
e� st f 0(t) dt =

Z t1

0
e� st f 0(t) dt+

Z t2

t1
e� st f 0(t) dt + � � � +

Z T

tn
e� st f 0(t) dt:

Agora realiza-se integração por partes em cada termo do segundo membro acima, fazendo
(

u = e� st;

dv= f 0(t) dt;
)

(
du= � se� stdt;

v = f (t):

Tem-se:

Z T

0
e� st f 0(t) dt =

"

e� st f (t)

�
�
�
�
�

t1

0

+ s
Z t1

0
e� st f (t) dt

#

+

2

4e� st f (t)

�
�
�
�
�

t2

t1

+ s
Z t2

t1
e� st f (t) dt

3

5 +

+ � � � +

2

4e� st f (t)

�
�
�
�
�

T

tn

+ s
Z T

tn
e� st f (t) dt

3

5

=

2

4e� st f (t)

�
�
�
�
�

t1

0

+ e� st f (t)

�
�
�
�
�

t2

t1

+ � � � + e� st f (t)

�
�
�
�
�

T

tn

3

5

+ s
� Z t1

0
e� st f (t) dt +

Z t2

t1
e� st f (t) dt + � � � +

Z T

tn
e� st f (t) dt

�

=
h�

e� st1 f (t1) � f (0)
�

+
�
e� st2 f (t2) � e� st1 f (t1)

�
+ � � �

� � � +
�
e� sT f (T) � e� stn f (tn)

� i
+ s

Z T

0
e� st f (t) dt

= � f (0)+ e� sT f (T)+ s
Z T

0
e� st f (t) dt

= s
Z T

0
e� st f (t) dt + e� sT f (T) � f (0):

Antes de prosseguir, observa-se que os termose� sti f (t1) se cancelam para todoi = 1; : : :;n,
restando apenasf (0) e e� sT. Já a soma das integrais evidenciadas representam a integral de 0
atéT, quando se usa a propriedade de aditividade para integrais.
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O próximo passo consiste em tomar limite paraT ! ¥ na última expressão obtida. Observe
que o limite paraT ! ¥ na integral do primeiro membro converge paraL [ f 0(t)] = F0(s). Assim,

F0(s) = L [ f 0(t)] = lim
T! ¥

Z T

0
e� st f 0(t) dt

= lim
T! ¥

�
s

Z T

0
e� st f (t) dt + e� sT f (T) � f (0)

�

= s� lim
T! ¥

Z T

0
e� st f (t) dt + lim

T! ¥
e� sT f (T) � lim

T! ¥
f (0)

= sF(s) � f (0);

pois

lim
T! ¥

Z T

0
e� st f (t) dt = F(s); e lim

T! ¥
f (0) = f (0):

Além disso,
lim

T! ¥
e� sT f (T) = 0;

mas é preciso justi�car corretamente.É claro quef (T) é uma constante e que a exponencial
acima tende para zero quandoT ! ¥ . Porém o limite acima é tomado para qualquerT > 0, de
modo que, sef (T) cresce rapidamente quandoT aumenta, o limite poderia não ser igual a zero.

Por outro lado, assumiu-se como hipótese quef é uma função admiss�́vel. Isto signi�ca que
existem constantesk; M > 0 tais que

j f (t)j � M ekt; para todot > 0:

Assim, paraT � M, tem-se quej f (T)j � M ekT. Logo,
�
� e� sT f (T)

�
� =

�
� e� sT

�
� j f (T)j � M e� sTekT = M e� (s� k)T:

A última expressão tende a zero quandoT ! ¥ , sempre ques > k. Portanto, pela desigual-
dade acima,e� sT f (T) ! 0 quandoT ! ¥ .

Corolário 6.1 (transformada da integral): Sejamf (0;¥ ) ! R uma função admiss�́vel e

g(t) =
Z t

0
f (x) dx

a sua integral.
Então,

(6.2) L
� Z t

0
f (x) dx

�
=

1
s

L [ f (t)] =
F(s)

s
�
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Reciprocamente,

(6.3) L � 1
�

F(s)
s

�
=

Z t

0
f (x) dx:

DEMONSTRAÇÃO: Como f é admiss�́vel, o lema 6.1 mostrou queg também é uma função
admiss�́vel. Além disso, segue do teorema fundamental do Cálculo, aplicado �a expressão que
de�ne g, queg0= f . Assim, por serf uma função admiss�́vel e igual ag0, segue-se que esta
última também é uma função admiss�́vel. Logo faz sentido aplicar o teorema 6.1 �a funçãog0.

Deste modo, tem-se

L [ f (t)] = L
�
g0(t)

�
= sL [g(t)] � g(0) = sL [g(t)];

pois, pela de�nição deg, g(0) = 0.
Portanto,

L
� Z t

0
f (x) dx

�
=

1
s

L [ f (t)]
F(s)

s
,

isto mostra (6.2).
Para demonstrar a rec�́proca, faça

g(t) =
Z t

0
f (x) dx:

Logog é derivável eg0(t) = f (t) pelo teorema fundamental do Cálculo. Além disso, segue-se
da de�nição deg queg(0) = 0. Aplicando o teorema 6.1 �a funçãog, encontra-se

F(s) = L [ f (t)] = L [g0(t)]

= sL [g(t)] � g(0)

= sL [g(t)]:

Portanto,

F(s) = sL [g(t)] )
F(s)

s
= L [g(t)]:

Aplicando a inversa em ambos os membros na última igualdade, obtém-se

L � 1
�

F(s)
s

�
= g(t) =

Z t

0
f (x) dx;

o que demonstra (6.3).

Corolário 6.2: Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função de�nida porf (t) = tn ek t. Então,

(6.4) L
�

tnek t
�

=
n!

(s� k)n+ 1
, s> k
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e

(6.5) L � 1
�

n!
(s� k)n+ 1

�
= tn � ek t:

DEMONSTRAÇÃO: Derivandof , obtém-se

f 0(t) = ntn� 1ek t + ktnek t:

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros acima e usando a sua linea-
ridade, encontra-se

L
�
f 0(t)

�
= L

�
ntn� 1ek t + ktnek t

�

= nL
�

tn� 1ek t
�

+ kL
�

tn ek t
�

:(6.6)

Por outro lado, aplicando o teorema 6.1 �a funçãof 0, obtém-se

L
�
f 0(t)

�
= sL [ f (t)] � f

�
0+ �

= sL
�

tnek t
�

� 0n � ek�0

= sL
�

tnek t
�

:(6.7)

Os primeiros membros de (4.6) e (4.7) são iguais, logo serão iguais seus segundos membros.
Assim,

sL
�

tnek t
�

= nL
�
tn� 1ek t

�
+ kL

�
tnek t

�
;

ou ainda,
(s� k) L

�
tnek t

�
= nL

�
tn� 1ek t

�
;

que resulta em
L

�
tnek t

�
=

n
s� k

L
�

tn� 1ek t
�

:

A última expressão obtida é uma fórmula de recorrênciae que pode ser aplicada sucessiva-
mente para determinar a fórmula indicada no enunciado deste exemplo. Tem-se:

L
�

tnek t
�

=
n

s� k
L

�
tn� 1ek t

�

=
n

s� k
�
n� 1
s� k

L
�

tn� 2ek t
�

=
n

s� k
�
n� 1
s� k

�
n� 2

(s� k)3 L
�

tn� 3ek t
�

=
n

s� k
�
n� 1
s� k

�
n� 2
s� k

� � �
2

s� k
�

1
s� k

L
�

t0ek t
�
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=
n� (n� 1) � (n� 2) � � � 2� 1

(s� k)n L
�

ek t
�

=
n!

(s� k)n �
1

s� k
=

n!
(s� k)n+ 1

, s> k

onde usou-se o fato
L

�
ek t

�
=

1
s� k

, s> k;

que foi obtido no exemplo 2.6.
A fórmula (6.5) é obtida ao aplicar-se a transformada inversa �a fórmula (6.4).

Corolário 6.3 (transformada da derivada segunda):Seja f : (0;¥ ) ! R uma função duas
vezes derivável comf 00(t) admiss�́vel. Então,

(6.8) L
�
f 00(t)

�
= s2 L [ f (t)] � s f

�
0+ �

� f 0� 0+ �
; s> k:

DEMONSTRAÇÃO: Com as hipóteses dadas, basta trocarf 0por f 00no teorema 6.1 duas vezes
para obter

L
�
f 00(t)

�
= L

��
f 0(t)

�	
= sL

�
f 0(t)

�
� f

�
0+ �

= s
�
sL [ f (t)] � f

�
0+ ��

� f
�
0+ �

= s2 L [ f (t)] � s f
�
0+ �

� f 0� 0+ �
;

que é o resultado desejado.

Corolário 6.4: Sejaf : (0;¥ ) ! R uma funçãok vezes derivável comf (k) admiss�́vel. Então,

L
h

f (k)(t)
i

= sk L [ f (t)] � sk� 1 f
�
0+ �

� sk� 1 f 0� 0+ �
� � � � � s f(k� 2) �

0+ �
� f (k� 1) �

0+ �
;

paras> k.

DEMONSTRAÇÃO: Basta usar os procedimentos adotados na demonstração docorolário 6.3
e usar indução emk.

Exemplo 6.1:Mostre que

L
� Z t

0
sen(2x) dx

�
=

2
s(s2 + 4)

�
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SOLUÇÃO: Façaf (t) = sen(2t). Pela fórmula (2.7), comw = 2, do exemplo 2.8, tem-se que

L [ f (t)] = L [sen(2t)] =
2

s2 + 4
�

Assim, usando a fórmula (6.2) do corolário 6.1, comf (t) = sen(2t), obtém-se

L
� Z t

0
f (x) dx

�
=

F(s)
s

=
1
s

� L [ f (t)]

=
1
s

�
2

s2 + 4

=
2

s(s2 + 4)
,

que é o resultado desejado.

Exemplo 6.2:Determine a seguinte transformada inversa de Laplace

L � 1
�

s
(s� k)2

�
�

SOLUÇÃO: Novamente, não existe uma fórmula para uma aplicação direta. Será preciso de-
senvolver a expressão para a função que foi dada. Tem-se:

1
s� k

=
1

s� k
�
s� k
s� k

=
s� k

(s� k)2 =
s

(s� k)2 �
k

(s� k)2
,

isto é,
s

(s� k)2 =
1

s� k
+ k

1
(s� k)2 �

As duas expressões no segundo membro acima têm fórmulas uso imediato: a inversa da
fórmula (2.5) do exemplo 2.6 e a fórmula (6.5) do corolário 6.2, respectivamente, sendo que
nesta última deve-se tomarn = 1. São elas:

L � 1
�

1
s� k

�
= ek t e L � 1

�
n!

(s� k)n+ 1

�
= tn � ek t:

Deste modo, usando os procedimentos anteriores e a linearidade da inversa, encontra-se

L � 1
�

s
(s� k)2

�
= L � 1

�
1

s� k
+ k

1
(s� k)2

�

= L � 1
�

1
s� k

�
+ kL � 1

�
1

(s� k)2

�

= ek t + k� t � ek t

= ek t ( kt + 1) ;
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que é o resultado desejado.

Proposição 6.1 (valor inicial): Seja f : [0;¥ ) ! R uma função diferenciável comf 0(t) ad-
miss�́vel. Se existirem os limites

lim
t! 0+

f (t) e lim
s! ¥

[ sF(s)];

então

(6.9) lim
t! 0+

f (t) = lim
s! ¥

[ sF(s)]:

DEMONSTRAÇÃO: Pelo teorema 6.1, tem-se

(6.10) L
�

f 0(t)
�

= sL [ f (t)] � f
�
0+ �

= sF(s) � f
�
0+ �

:

Como f 0(t) é diferenciável e admiss�́vel, então

lim
s! ¥

Z ¥

0
e� st f 0(t) dt = 0:(6.11)

Tomando-se limite paras! ¥ em (6.10), supondo quef (t) é cont�́nua emt = 0, encontra-se

0 = lim
s! ¥

�
sF(s) � f

�
0+ ��

) lim
s! ¥

[ sF(s)] = f
�
0+ �

= lim
t! 0+

f (t):

Proposição 6.2 (valor �nal): Seja f : [0;¥ ) ! R uma função diferenciável comf 0(t) ad-
miss�́vel. Se existirem os limites

lim
t! ¥

f (t) e lim
s! 0

[ sF(s)] ;

então

(6.12) lim
t! ¥

f (t) = lim
s! 0

[ sF(s)] :

DEMONSTRAÇÃO: Pelo teorema 6.1, tem-se que

(6.13) L
�

f 0(t)
�

=
Z ¥

0
e� st f 0(t) dt = sF(s) � f

�
0+ �

:

O limite no membro esquerdo de (6.13), quandos! 0, é

lim
s! 0

Z ¥

0
e� st f 0(t) dt =

Z ¥

0
f 0(t) dt = lim

T! ¥

Z T

0
f 0(t) dt
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= lim
T! ¥

[ f (T) � f (0)]

= lim
t! ¥

[ f (t) � f (0)] :

O limite do lado direito de (6.13), quandos! 0, é

lim
s! 0

[sF(s)] � f (0):

Assim,
lim
t! ¥

f (t) � f (0) = lim
s! ¥

[sF(s)] � f (0);

ou, como requerido,
lim
t! ¥

f (t) = lim
s! 0

[ sF(s)] :

1.7 Derivada e integral da transformada de Laplace

Uma integral de�nida
Z b

a
f (t; s) dt

de uma função cont�́nuaf (t; s) tem um valor que depende da escolha des. Portanto, pode-se
escrever

j (s) =
Z b

a
f (t; s) dt:

A expressão acima é chamada defunção de�nida por integral. Quando uma função de�nida
por integral puder ser representada em termos de funções elementares, ela se transforma em
uma simples função dada explicitamente em termos de uma variável. Por outro lado, em geral,
não é poss�́vel representar uma função de�nida por integral através de funções elementares. Em
tais casos, a função não deixa de ser bem de�nida. Logo, faz sentido perguntar sobre a derivada
de funções de�nidas desta maneira.

Lema 7.1 (regra de Leibniz):SejamR= [ a;b] � [c;d] � R2 um retângulo fechado eW uma
região aberta contendoR. Consideref : W ! R uma função cont�́nua e que possui uma derivada
¶ f=¶s cont�́nua emW. Então, para todot 2 (c;d) vale a igualdade

d
ds

Z b

a
f (t; s) dt =

Z b

a

¶ f
¶s

(t; s) dt:

DEMONSTRAÇÃO: De�na g : [c;d] ! R por
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g(s) =
Z b

a

¶ f
¶s

(t; s) dt:

Usar-se-á o seguinte teorema (de Fubini):6 SejaR= [ x1; x2] � [y1; y2] eu : R! R uma função
cont�́nua. Então,

v(s) =
Z y2

y1

u(x;y) dy; a � x � b ;

será uma função cont�́nua na variávelx. Além disso, a integral def sobreRpode ser determinada
através de integrais iteradas, ou seja,

ZZ

R
f (x;y) dxdy=

Z x2

x1

� Z y2

y1

f (x;y) dy
�

dx=
Z y2

y1

� Z x2

x1

f (x;y) dx
�

dy:

Assim, como¶ f=¶s é cont�́nua por hipótese, segue do teorema de Fubini queg(s) é uma
função cont�́nua parac � s � d. E comog é cont�́nua em[c;d], então ela é integrável neste
intervalo. Logo,

Z d

c
g(s) ds=

Z d

c

� Z b

a

¶ f
¶s

(t; s) dt
�

ds:

Assim, usando novamente o teorema de Fubini, tem-se que é poss�́vel inverter a ordem dos
limites de integração. Portanto,

Z d

c
g(s) ds=

Z d

c

� Z b

a

¶ f
¶s

(t; s) dt
�

ds= ( Fubini)

=
Z b

a

� Z d

c

¶ f
¶s

(t; s) ds
�

dt =
Z b

a
[ f (t; s)]

�
�
�
d

c
dt

=
Z b

a
[ f (t;d) � f (t; c)] dt

=
Z b

a
f (t;d) dt �

Z b

a
f (t; c) dt

= j (d) � j (c);

ondej é de�nida por

j (s) =
Z b

a
f (t; s) dt:

Trocandod pors, de modo quec < s< d, pode-se escrever

j (t) � j (c) =
Z s

c
g(x) dx:

Agora é poss�́vel derivar ambos os membros em relação as. Assim, pelo teorema fundamental
do Cálculo, tem-se que

j 0(t) = g(s) =
Z b

a

¶ f
¶s

(t; s) dt;

6 Veja a referência [1] ou [27] para uma demonstração.
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demonstrando, portanto, a regra de Leibniz.

Proposição 7.1 (multiplicaç̃ao por tn): Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função admiss�́vel. Então,

(7.1) L [t n f (t)] = ( � 1)n dn

dsnF(s) = ( � 1)n F (n)(s):

Reciprocamente,

(7.2) L � 1
h

F (n)(s)
i

= L � 1
�

dn

dsn F(s)
�

= ( � 1)n t n f (t):

DEMONSTRAÇÃO: Como f é admiss�́vel, sua transformada de Laplace está bem de�nida e é
dada por

F(s) =
Z ¥

0
e� st f (t) dt:

Usando a regra de Leibniz para diferenciação sob o sinal deintegração, obtém-se

F0(s) =
d
ds

F(s) =
d
ds

Z ¥

0
e� st f (t) dt

=
Z ¥

0

¶
¶s

�
e� st f (t)

�
dt

=
Z ¥

0
� t e� st f (t) dt

= �
Z ¥

0
e� st [t f (t)] dt

= � L [t f (t)] :

Mostrou-se que

(7.3) L [t f (t)] = �
d
ds

F(s) = � F0(s);

isto é, que o resultado é válido paran = 1.
Para o caso geral aplica-se indução matemática. Suponhaque a fórmula (7.1) seja verdadeira

paran = k, isto é, assuma que

(7.4)
Z ¥

0
e� st

h
t k f (t)

i
dt = ( � 1)k F (k)(s):

Então,
d
ds

Z ¥

0
e� st

h
t k f (t)

i
dt = ( � 1)k F(k+ 1)(s);

ou pela regra de Leibniz,
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�
Z ¥

0
e� st

h
t k+ 1 f (t)

i
dt = ( � 1)k F (k+ 1)(s);

isto é,

(7.5)
Z ¥

0
e� st

h
t k+ 1 f (t)

i
dt = ( � 1)k+ 1F (k+ 1)(s):

Segue-se que, se (7.4) é verdadeiro, isto é, se a fórmula (7.1) se veri�ca paran = k, então
(7.5) é verdadeiro, ou seja, o resultado se veri�ca paran = k+ 1. Mas por (7.3) a fórmula (7.1)
é verdadeira paran = 1. Logo ela é verdadeira paran = 1+ 1 = 2, paran = 2+ 1 = 3, etc. E,
assim, ela é verdadeira para todos os valores den natural.

A fórmula (7.3) é obtida ao aplicar-se a transformada inversa na fórmula (7.2).

Corolário 7.1 (divisão por ttt): Seja f : [0;¥ ) ! R uma função admiss�́vel. DenoteF(s) =
L [F(s)]. Então,

(7.6) L
�

f (t)
t

�
=

Z ¥

s
F(u) du;

desde que exista o limite

lim
t! 0

f (t)
t

�

Reciprocamente,

(7.7) L � 1
� Z ¥

s
F(u) du

�
=

f (t)
t

�

DEMONSTRAÇÃO: Seja g(t) = f (t)=t. Assim, f (t) = t g(t). Tomando a transformada de
Laplace em ambos os membros da última igualdade e usando a f´ormula (7.2) da proposição
7.1, tomandon = 1, obtém-se

F(s) = L [ f (t)] = L [t g(t)] = �
d
ds

L [g(t)] = � G0(s);

ou seja,
F(s) = � G0(s) ) G0(s) = � F(s):

Assim, integrando ambos os membros na última igualdade, encontra-se

(7.8) G(s) = �
Z s

¥
F(u) du=

Z ¥

s
F(u) du;

isto é,

L [G(s)] =
Z ¥

s
F(u) du ) L

�
f (t)
t

�
=

Z ¥

s
F(u) du:

Observe-se que em (7.8) escolheu-se a “constante de integração” de tal modo que
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lim
s! ¥

G(s) = 0:

Exemplo 7.1:Determine

L
�
t e2t� e L

�
t2e2t�

SOLUÇÃO: Recorde, primeiro, que

L
�

ekt
�

=
1

s� k
, s> k:

Assim, parak = 2, tem-se que

L
�
e2t� =

1
s� 2

�

Usando a fórmula da proposição 7.1 (multiplicação portn), obtém-se

L
�
t e2t � = �

d
ds

�
1

s� 2

�
=

1
(s� 2)2 ;

L
�
t2e2t� =

d2

ds2

�
1

s� 2

�
=

2
(s� 2)3 �

Exemplo 7.2:Mostre que

L
�
t2cos(wt)

�
=

2s3 � 6w2s

(s2 + w2)3 �

SOLUÇÃO: Pela fórmula (2.10) do exemplo 2.9, tem-se que

L [cos(wt)] =
s

s2 + w2
, s> 0:

Pela fórmula (7.2) da proposição 7.1, tomandon = 2, segue-se que

L
�
t2 f (t)

�
= F00(s);

que ao fazerf (t) = cos(wt), resulta em

L
�
t2 cos(wt)

�
=

d2

ds2
F(s) =

d2

ds2

�
s

s2 + w2

�
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=
d
ds

"
1�

�
s2 + w2

�
� s(2s)

(s2 + w2)2

#

=
d
ds

"
� s2 + w2

(s2 + w2)2

#

=
� 2s

�
s2 + w2

� 2
�

�
� s2 + w2

� �
4s

�
s2 + w2

��

(s2 + w2)4

=

�
s2 + w2

� �
� 2s

�
s2 + w2

�
� 4s

�
� s2 + w2

��

(s2 + w2)4

=
� 2s3 � 2w2s+ 4s3 � 4w2s

(s2 + w2)3

=
2s3 � 6w2s

(s2 + w2)3
,

que é o resultado desejado.

Exemplo 7.3:Determine a seguinte transformada inversa de Laplace

L � 1

 
3s+ 6

(s2 + 4s+ 13)2

!

�

SOLUÇÃO: O leitor atento notará que não existe uma fórmula para aplicação imediata �a
função dada. Neste caso, será necessário usar a fórmula (7.3), comn = 1, da proposição 7.1,
para a derivada deF(s). Observe, primeiro, que

d
ds

�
1

s2 + 4s+ 13

�
=

0�
�
s2 + 4s+ 13

�
� 1� (2s+ 4)

(s2 + 4s+ 13)2

= �
2(s+ 2)

(s2 + 4s+ 13)2 �

A expressão obtida ainda não é igual �a funçãoF(s) dada, porém ela difere por uma con-
stante. O próximo passo consiste em multiplicar ambos os membros acima por uma constante
conveniente, no caso, multiplicar por� 3=2. Tem-se:

�
3
2

�
d
ds

�
1

s2 + 4s+ 13

�
= �

�
�

3
2

�
�

2(s+ 2)

(s2 + 4s+ 13)2

=
3s+ 6

(s2 + 4s+ 13)2 = F(s):
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A próxima etapa consiste em aplicar a fórmula (7.1) (que éa fórmula 25 da tabela) comn= 1,
isto é,

L � 1
h
(� 1)nF (n)(s)

i
= tn � f (t) ) � F0(s) = t � f (t);

ondef (t) = L � 1[F(s)].
Antes, observe-se quef (t) já foi obtida no exemplo 4.4. Assim,

L � 1

 
3s+ 6

(s2 + 4s+ 13)2

!

=
3
2

�
�
�

d
ds

�
1

s2 + 4s+ 13

��

= [fórmula (7.3) da proposição 7.1]

=
3
2

� t � f (t)

= (resultado do exemplo 4.4)

=
3t
2

�
�

1
3

e2t sen(3t)
�

;

=
t
2

� e2t � sen(3t);

que é o resultado desejado.

Exemplo 7.4:Mostre que

L
� sent

t

�
= arc tg

�
1
s

�
�

SOLUÇÃO: Recorde que

L ( sent) =
1

s2 + 1
e lim

t! 0

sent
t

= 1:

Logo é poss�́vel aplicar o corolário 7.1 (divisão port). Assim,

L
� sent

t

�
=

Z ¥

s
L

� sent
t

�
du=

Z ¥

s

du
u2 + 1

= arc tg
�

1
s

�
�

Exemplo 7.5:Encontre

L
� Z t

0

senu
u

du
�

:

SOLUÇÃO: Faça

f (t) =
sent

t
e F(s) = L [ f (t)]:
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Pelo exemplo 7.4, tem-se que

F(s) = L
� sent

t

�
= arc tg

�
1
s

�
�

Além disso, pelo corolário 6.1 da seção anterior, tem-se que

L
� Z t

0
f (x) dx

�
=

F(s)
s

,

ondeF(s) = L [ f (t)].
Assim, usando a fórmula acima do citado corolário, obtém-se

L
� Z t

0

senx
x

dx
�

=
F(s)

s
=

1
s

� arc tg
�

1
s

�
�

Exemplo 7.6:Mostre que Z ¥

0

f (t)
t

dt =
Z ¥

0
F(u) du;

que que as duas integrais acima sejam convergentes. Em seguida, mostre que
Z ¥

0

sent
t

dt =
p
2

�

SOLUÇÃO: Pelo corolário 7.1 (divisão port), tem-se

L
�

f (t)
t

�
=

Z ¥

s
F(u) du:

desde que exista o limite

lim
t! 0

f (t)
t

�

Então tomando limite paras! 0+ , onde assume-se a hipótese de convergências das integrais,
segue-se imediatamente que Z ¥

0

f (t)
t

dt =
Z ¥

0
F(u) du;

Agora façaf (t) = sent. Pela fórmula 6 da tabela, segue-se que

F(s) = L ( sent) =
1

s2 + 1
�

Portanto, pela fórmula que se demonstrou acima e pelo exemplo 7.4, obtém-se

Z ¥

0

sent
t

dt =
Z ¥

0
F(u) du=

Z ¥

0

du
u2 + 1
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= lim
T! ¥

Z T

0

du
u2 + 1

= lim
T! ¥

�
arc tgu

�
�
�
T

0

�

= lim
T! ¥

( arc tgT � arc tg0) = lim
T! ¥

arc tgT

=
p
2

�

1.8 Problemas de valores iniciais

No �nal deste texto foi inserida uma tabela contendo os principais resultados obtidos e que
poderá ser utilizada pelo leitor para resolver problemas práticos. Assim, nesta seção serão apre-
sentados vários exemplos que mostram como resolver P.V.I.(problemas de valores iniciais)
usando a transformada de Laplace.

Exemplo 8.1:Resolva o seguinte P.V.I.
8
>><

>>:

y00+ y = t;

y(0) = 1;

y0(0) = � 2:

SOLUÇÃO: Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da equação diferen-
cial dada, obtém-se uma equação algébrica emY(s) = L [y(t)]. Tem-se:

L
�
y00+ y

�
= L (t):

Usando a fórmula (2) da tabela comn = 1 no segundo membro e a linearidade da trasnfor-
mada, obtém-se

L
�
y00� + L (y) =

1
s2 �

Agora aplica-se fórmula (24) para a transformada de Laplace da derivada segunda para obter

s2Y(s) � sy(0) � y0(0)+ Y(s) =
1
s2 �

Com o uso das condições iniciais fornecidas no problema, encontra-se

s2Y(s) � s:1� (� 2)+ Y(s) =
1
s2

,

ou seja,
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�
s2 + 1

�
Y(s) = s� 2+

1
s2

,

que resolvida implica na seguinte solução

(8.1) Y(s) =
s� 2
s2 + 1

+
1

s2 (s2 + 1)
�

A próxima etapa consiste em inverter a transformada para encontrar a soluçãoy(t). O
primeiro quociente no segundo membro acima pode ser trabalhado diretamente com o uso da
fórmula (8) da tabela, mas o segundo quociente precisa ser desenvolvido antes para que se possa
aplicar fórmulas da tabela (não existe uma de aplicaçãodireta).

Como o segundo quociente em um produto no denominador, então o desenvolvimento usará
o método de decomposição em frações parciais. Tem-se:

(8.2)
1

s2 (s2 + 1)
=

As+ B
s2 +

Cs+ D
s2 + 1

�

Assim,

1
s2 (s2 + 1)

=
(As+ B)

�
s2 + 1

�
+ s2 (Cs+ D)

s2 (s2 + 1)

=
(A+ C) s3 + ( B+ D) s2 + As+ B

s2 (s2 + 1)
,

ou ainda,
0:s3 + 0:s2 + 0:s+ 1 = ( A+ C) s3 + ( B+ D) s2 + As+ B:

Pela igualdade entre dois polinômios, segue-se que
8
>>>>><

>>>>>:

A+ C = 0

B+ D = 0

A = 0

B = 1

A solução deste sistema linear é simples, obtendo diretamenteA= 0 eB= 1, que substitu�́dos
nas duas primeiras equações resultam emC = 0 eD = � 1. Agora substitui-se estes valores em
(8.2) para obter

(8.3)
1

s2 (s2 + 1)
=

1
s2 �

1
s2 + 1

�

Com a substituição de (8.3) em (8.1), obtém-se

Y(s) =
s� 2
s2 + 1

+
1

s2 (s2 + 1)

=
s� 2
s2 + 1

+
1
s2 �

1
s2 + 1
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=
1
s2 +

s� 3
s2 + 12 �

ComY(s) escrito na forma acima, basta aplicar a fórmula 2 da tabela com n = 1 e a fórmula
8 comA = 1, B = � 3, k = 0 ew = 1, bem como a linearidade da transformada inversa, para
encontrar

y(t) = L � 1[Y(s)] = L � 1
�

1
s2 +

s� 3
s2 + 12

�

= L � 1
�

1
s2

�
+ L � 1

�
s� 3

s2 + 12

�

= t + e0:t
�
1� cos(1:t)+

1:0� 3
1

sen(1:t)
�

= t + cost � 3sent;

que é a solução do problema proposto.

Exemplo 8.2:Resolva o seguinte problema de valores iniciais:
8
>><

>>:

y00+ 4y0+ 5y = e� 3t cost;

y(0) = 2;

y0(0) = 1:

SOLUÇÃO: O método é o mesmo que foi usado no exemplo anterior: aplicar a transformada
de Laplace em ambos os membros, sua linearidade, as condiç˜oes de contorno e desenvolver o
problema até obter uma solução para a equação algébrica. Tem-se:

L
�
y00+ 4y0+ 5y

�
= L

�
e� 3t cost

�
;

isto é,
L

�
y00� + 4L

�
y0� + 5L (y) = L

�
e� 3t cost

�
:

Em seguida, aplica-se as fórmulas 23 e 24 da tabela no primeiro membro acima, bem como
a fórmula 7 no segundo membro, comk = � 3 ew = 1, para escrever

�
s2Y(s) � sy(0) � y0(0)

�
+ 4[sY(s) � y(0)] + 5Y(s) =

s+ 3
(s+ 3)2 + 1

�

Usando as condições iniciais informadas, obtém-se

�
s2Y(s) � 2s� 1

�
+ 4[sY(s) � 2] + 5Y(s) =

s+ 3
(s+ 3)2 + 1

,

ou ainda,
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�
s2 + 4s+ 5

�
Y(s) = 2s+ 9+

s+ 3
(s+ 3)2 + 1

,

que resolvida implica em

Y(s) =
2s+ 9

s2 + 4s+ 5
+

s+ 3
(s2 + 4s+ 5)[(s+ 3)2 + 1]

�

A expressãos2 + 4s+ 5, por não possuir ra�́zes reais, deve ser reescrita completando-se o
quadrado. Assim,

(8.4) s2 + 4s+ 5 =
�
s2 + 4s+ 4

�
+ 1 = ( s+ 2)2 + 12:

Deste modo,

(8.5) Y(s) =
2s+ 9

(s+ 2)2 + 12 +
s+ 3

[(s+ 2)2 + 12] [(s+ 3)2 + 12]
�

Já o segundo termo no segundo membro de (8.5) deve ser desenvolvido através do método de
decomposição em frações parciais. Portanto,

s+ 3
[(s+ 2)2 + 12] [(s+ 3)2 + 12]

=
s+ 3

(s2 + 4s+ 5)(s2 + 6s+ 10)

de modo que

s+ 3
(s2 + 4s+ 5)(s2 + 6s+ 10)

=
As+ B

s2 + 4s+ 5
+

Cs+ D
s2 + 6s+ 10

=
(As+ B)

�
s2 + 6s+ 10

�
+ ( Cs+ D)

�
s2 + 4s+ 5

�

(s2 + 4s+ 5)(s2 + 6s+ 10)
,

donde segue que

s+ 3 = ( A+ C) s3 + ( 6A+ B+ 4C+ D) s2 + ( 10A+ 6B+ 5C+ 4D) s+ ( 10B+ 5D) :

Assim, pela igualdade entre polinômios,
8
>>>>><

>>>>>:

A+ C = 0

6A+ B+ 4C+ D = 0

10A+ 6B+ 5C+ 4D = 1

10B+ 5D = 3

é um sistema que deve ser resolvido.
Segue-se da primeira e quarta equações que

(8.6) C = � A e D =
3� 10B

5
,

que substitu�́das nas segunda e terceira equações, resulta em
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8
><

>:

6A+ B� 4A+
3� 10B

5
= 0

10A+ 6B� 5A+
12� 40B

5
= 1;

ou ainda, 8
><

>:

2A� B+
3
5

= 0

5A� 2B+
12
5

= 1;
)

8
<

:

10A� 5B+ 3 = 0

25A� 10B+ 12= 5;

Multiplicando a primeira equação do último sistema por� 2 e somando com a segunda,
encontra-se

5A+ 6 = 5 ) A = �
1
5

�

Substituindo o valor deA que foi encontrado na primeira equação do último sistema, obtém-
se

10�
�

�
1
5

�
� 5B+ 3 = 0 ) B =

1
5

�

Agora substitui-se os valores deA e B em (8.6) para encontrar

C =
1
5

e D =
1
5

�

Em seguida, aplica-se os valores paraA, B, C e D nas frações parciais para escrever

s+ 3
[(s+ 2)2 + 12] [(s+ 3)2 + 12]

=
� 1

5 s+ 1
5

s2 + 4s+ 5
+

1
5 s+ 1

5

s2 + 6s+ 10

=
� 1

5 s+ 1
5

(s+ 2)2 + 12 +
1
5 s+ 1

5

(s+ 3)2 + 12

= �
1
5

�
s� 1

(s+ 2)2 + 12 +
1
5

�
s+ 1

(s+ 3)2 + 12 �(8.7)

O próximo passo consiste em substituir (8.7) em (8.5) para escrever

Y(s) =
2s+ 9

(s+ 2)2 + 12 +
s+ 3

[(s+ 2)2 + 12] [(s+ 3)2 + 12]

=
2s+ 9

(s+ 2)2 + 12 �
1
5

�
s� 1

(s+ 2)2 + 12 +
1
5

�
s+ 1

(s+ 3)2 + 12

=
1
5

�
10s+ 45

(s+ 2)2 + 12 �
1
5

�
s� 1

(s+ 2)2 + 12 +
1
5

�
s+ 1

(s+ 3)2 + 12

=
1
5

�
9s+ 46

(s+ 2)2 + 12 +
1
5

�
s+ 1

(s+ 3)2 + 12 �(8.8)

Para �nalizar, deve-se aplicar a linearidade da transformada inversa, bem como a fórmula 8
da tabela nos dois quocientes em (8.8), primeiro tomando naquela fórmula
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A = 9; B = 46; k = � 2 e w = 1;

depois tomando
A = 1; B = 1; k = � 3 e w = 1;

ou seja, na ordem em que aparecem os dois quocientes no segundo membro em (8.8).
Portanto,

y(t) = L � 1[Y(s)] = L � 1
�

1
5

�
9s+ 46

(s+ 2)2 + 12 +
1
5

�
s+ 1

(s+ 3)2 + 12

�

=
1
5

� L � 1
�

9s+ 46
(s+ 2)2 + 12

�
+

1
5

� L � 1
�

s+ 1
(s+ 3)2 + 12

�

=
1
5

� e� 2t
�
9:cos(1:t)+

9:(� 2)+ 46
1

sen(1:t)
�

+

+
1
5

� e� 3t
�
1:cos(1:t)+

1:(� 3)+ 1
1

sen(1:t)
�

=
1
5

� e� 2t (9cost + 28sent)+
1
5

e� 3t (cost � 2sent) ;

que é a solução do problema dado.

Exemplo 8.3:Resolva o seguinte P.V.I.
8
>>>>><

>>>>>:

2y00+ y0+ 2y =

(
1; se 5� t < 20;

0; se 0� t < 5 e t � 20;

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

SOLUÇÃO: Será necessário aplicar a transformada de Laplace em ambos os membros para
determinar a solução do problema proposto. Antes, é conveniente calcular a transformada da
função que aparece no segundo membro da equação, isto é,

f (t) =

(
1; se 5� t < 20;

0; se 0� t < 5 e t � 20:

Para isso, escreve-sef através de combinações de funções de Heaviside do seguinte modo:

f (t) = 0� [u0(t) � u5(t)] + 1� [u5(t) � u20(t)] + 0� u20(t)

= u5(t) � u20(t):

Portanto, a transformada paraf é dada por
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L [ f (t)] = L [u5(t) � u20(t)] = L [u5(t)] � L [u20(t)]

=
e� 5s

s
�

e� 20s

s
�

Observe-se que a equação pode ser escrita na forma

2y00+ y0+ 2y = f (t):

Agora aplica-se a transformada de Laplace em ambos os membros, bem como todas as suas
propriedades associadas, para obter

L
�
2y00+ y0+ 2y

�
= L [ f (t)];

que pela linearidade da transformada implica em

2� L
�
y00� + L

�
y0� + 2� L (y) = L [ f (t)];

ou ainda,

2
�
s2Y(s) � sy(0) � y0(0)

�
+ [ sY(s) � y(0)] + 2Y(s) =

e� 5s

s
�

e� 20s

s
�

Em seguida, usa-se as condições iniciais fornecidas no enunciado do problema para obter

2
�
s2Y(s) � s� 0� 0

�
+ [ sY(s) � 0] + 2Y(s) =

e� 5s

s
�

e� 20s

s
,

que resulta em

2s2Y(s)+ sY(s)+ 2Y(s) =
e� 5s

s
�

e� 20s

s
,

ou seja
�
2s2 + s+ 2

�
Y(s) =

e� 5s

s
�

e� 20s

s
�

Resolvendo a equação algébrica acima, encontra-se

(8.9) Y(s) = e� 5s �
1

s(2s2 + s+ 2)
� e� 20s �

1
s(2s2 + s+ 2)

�

A próxima etapa é determinar a transformada inversa, mas antes será necessário usar decom-
posição em frações parciais no quociente que aparece em(8.9). Tem-se:

1
s(2s2 + s+ 2)

=
A
s

+
Bs+ C

2s2 + s+ 2

=
A

�
2s2 + s+ 2

�
+ ( Bs+ C) s

s(2s2 + s+ 2)

=
(2A+ B)s2 + ( A+ C)s+ 2A

s(2s2 + s+ 2)
,

donde segue que
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0� s2 + 0� s+ 1 = ( 2A+ B)s2 + ( A+ C)s+ 2A;

que pela igualdade entre polinômios se obtém o seguinte sistema
8
>><

>>:

2A+ B = 0;

A+ C = 0;

2A = 1:

O sistema acima é simples de resolver e implica na seguinte solução:

A =
1
2

; B = � 1 e C = �
1
2

�

Portanto, tem-se que

1
s(2s2 + s+ 2)

=
A
s

+
Bs+ C

2s2 + s+ 2

=
1=2

s
+

� s� 1=2

2s2 + s+ 2

=
1
2

�
1
s

�
s+ 1=2

2s2 + s+ 2

=
1
2

�
1
s

�
s+ 1=2

2
h
(s+ 1=4)2 +

� p
15=4

� 2
i

=
1
2

�

"
1
s

�
s+ 1=2

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2

#

,(8.10)

onde completou-se o quadrado da seguinte maneira

2s2 + s+ 2 = 2
�

s2 +
s
2

+ 1
�

= 2
��

s2 +
s
2

+
1
16

�
+

15
16

�

= 2

2

4
�

s+
1
4

� 2

+

 p
15
4

! 2
3

5 �

Substituindo (8.10) em (8.9), obtém-se

Y(s) = e� 5s �
1

s(2s2 + s+ 2)
� e� 20s �

1
s(2s2 + s+ 2)

= e� 5s �
1
2

�

"
1
s

�
s+ 1=2

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2

#

� e� 20s �
1
2

�

"
1
s

�
s+ 1=2

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2

#
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=
1
2

� e� 5s �
1
s

�
1
2

� e� 5s �
s+ 1=2

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2 �

�
1
2

� e� 20s�
1
s

+
1
2

� e� 20s�
s+ 1=2

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2

=
1
2

� e� 5s � L (1) �
1
2

� e� 5s � L

(

e� t=4

"

cos

 p
15
4

t

!

+
1

p
15

sen

 p
15
4

t

!#)

�

�
1
2

� e� 20s� L (1) +
1
2

� e� 20s� L

(

e� t=4

"

cos

 p
15
4

t

!

+
1

p
15

sen

 p
15
4

t

!#)

�

onde usou-se a fórmula 8 da tabela em um dos passos acima, tomandoA = 1, B = 1=2, k = � 1=4

e w =
p

15=4.
Agora deve-se usar a seguinte fórmula para transformada deLaplace para funções des-

cont�́nuas:
L � 1 �

e� csF(s)
�

= uc(t) � f (t � c):

Assim, tomando a inversa em ambos os membros acima e usando a sua propriedade de lin-
earidade, obtém-se

y(t) =
1
2

� u5(t) � 1 �

�
1
2

� u5(t) � e� (t� 5)=4

"

cos

 p
15
4

(t � 5)

!

+
1

p
15

sen

 p
15
4

(t � 5)

!#

�

�
1
2

� u20(t) � 1 +

+
1
2

� u20(t) � e� (t� 20)=4

"

cos

 p
15
4

(t � 20)

!

+
1

p
15

sen

 p
15
4

(t � 20)

!#

�

Fazendo

g(t) =
1
2

�
1
2

� et=4

"

cos

 p
15
4

t

!

+

p
15

15
sen

 p
15
4

t

!#

a expressão paray(t) pode ser simpli�cada na seguinte forma

y(t) = u5(t) � g(t � 5) + u20(t) � g(t � 20);

que é o resultado desejado.

Exemplo 8.4:Resolva o seguinte PVI:
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8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

y00+ 4y =

8
>>><

>>>:

0; 0 � t < 5;
t � 5

5
, 5 � t < 10;

1; t � 10;

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

SOLUÇÃO: A função f dada por

f (t) =

8
>>><

>>>:

0; 0 � t < 5;
t � 5

5
, 5 � t < 10;

1; t � 10;

pode ser reescrita da seguinte forma:

f (t) = 0� [u0(t) � u5(t)] +
t � 5

5
� [u5(t) � u10(t)] + 1� u10(t)

=
t � 5

5
� u5(t) �

t � 5
5

� u10(t)+ u10(t):(8.11)

O objetivo é usar a fórmula (5.1) da proposição 5.1, que ´e

L [uc(t) f (t � c)] = e� csF(s); s> k;

ondeuc(t) é a função de Heaviside eF(s) = L [ f (t)]. Mas observe que o terceiro termo no
último membro de (8.11) não se encontra em conformidade para o uso da fórmula citada; é
preciso manipular para que a mesma seja usado. Assim,

f (t) =
t � 5

5
� u5(t) �

t � 5
5

� u10(t)+ u10(t)

=
1
5

� (t � 5) � u5(t) �
1
5

� (t � 5) � u10(t)+ u10(t)

=
1
5

� (t � 5) � u5(t) �
1
5

� [(t � 5� 5)+ 5] � u10(t)+ u10(t)

=
1
5

� (t � 5) � u5(t) �
1
5

� [(t � 10)+ 5] � u10(t)+ u10(t)

=
1
5

� (t � 5) � u5(t) �
1
5

� (t � 10) � u10(t) � u10(t)+ u10(t)

=
1
5

� (t � 5) � u5(t) �
1
5

� (t � 10) � u10(t);

onde usou-se a técnica de somar e subtrair o mesmo número (� 5) em um dos passos acima,
bem como a operação distributiva para a funçãou10(t).
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Agora aplica-se a transformada de Laplace em ambos os membros da última expressão
obtida, bem como a fórmula já indicada. Tem-se:

L [ f (t)] = L
�

1
5

� (t � 5) � u5(t) �
1
5

� (t � 10) � u10(t)
�

=
1
5

� L [u5(t) � (t � 5)] �
1
5

� L [u10(t) � (t � 10)]

=
1
5

�
h
e� 5s � L (t)

i
�

1
5

�
�
e� 10s � L (t)

�

=
1
5

�
e� 5s

s2 �
1
5

�
e� 10s

s2 =
e� 5s � e� 10s

5s2
,(8.12)

uma vez queL (t) = 1=s2 pela tabela.
Assim, a equação que deve ser resolvida pode ser reescritana forma

y00+ 4y = f (t); y(0) = 0 e y0(0);

que tendo a transformada aplicada em ambos os membros, resulta em

L
�
y00+ 4y

�
= L [ f (t)]

s2Y(s) � sy(0) � y0(0)+ 4Y(s) =
e� 5s � e� 10s

5s2
,

de modo que

(8.13)
�
s2 + 4

�
Y(s) =

e� 5s � e� 10s

5s2 ) Y(s) =
e� 5s � e� 10s

5
�

1
s2 (s2 + 4)

�

O passo seguinte consiste em expandir o termo1
s2(s2+ 4) em frações parciais. Tem-se:

1
s2 (s2 + 4)

=
As+ B

s2 +
Cs+ D
s2 + 4

=
(As+ B)

�
s2 + 4

�
+ ( Cs+ D) s2

s2 (s2 + 4)

=
(A+ C) s3 + ( B+ D) s2 + 4As+ 4B

s2 (s2 + 4)
,

donde segue que

(A+ C) s3 + ( B+ D) s2 + 4As+ 4B = 1 = 0� s3 + 0� s2 + 0� s+ 1:

Assim, deve-se resolver o seguinte sistema
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8
>>>>><

>>>>>:

A+ C = 0;

B+ D = 0;

4A = 0;

4B = 1;

que facilmente resulta emA = 0, B = 1=4, C = 0 eD = � 1=4. Portanto,

1
s2 (s2 + 4)

=
1
4

�
�

1
s2 �

1
s2 + 4

�
�

Substituindo esta última expressão na última etapa de (8.13), obtém-se

Y(s) =
e� 5s � e� 10s

5
�

1
s2 (s2 + 4)

=
e� 5s � e� 10s

5
�
1
4

�
�

1
s2 �

1
s2 + 4

�

=
1
20

�
�
e� 5s �

�
1
s2 �

1
s2 + 4

�
� e� 10s �

�
1
s2 �

1
s2 + 4

��
�

Antes de aplicar a transformada inversa na última express˜ao obtida deve-se usar a tabela para
concluir que

L � 1
�

1
s2 �

1
s2 + 4

�
= L � 1

�
1
s2

�
�

1
2

� L � 1
�

2
s2 + 4

�
= t �

1
2

� sen(2t):

Portanto, pode-se reescrever a última expressão paraY(s) do seguinte modo:

(8.14) Y(s) =
1
20

� e� 5s � L
�
t �

1
2

� sen(2t)
�

�
1
20

� e� 10sL
�
t �

1
2

� sen(2t)
�

Para �nalizar, usa-se a fórmula (5.2) da proposição 5.1,que é

L � 1 �
e� csF(s)

�
= uc(t) f (t � c):

Aplicando a transformada inversa em (8.14) e usando a fórmula acima, encontra-se

y(t) =
1
20

� u5(t) �
�

(t � 5) �
1
2

� sen[2(t � 5)]
�

�

�
1
20

� u10(t) �
�

(t � 10) �
1
2

� sen[2(t � 10)]
�

=
1
20

� u5(t) �
�

(t � 5) �
1
2

� sen(2t � 10)
�

�

�
1
20

� u10(t) �
�
(t � 10) �

1
2

� sen(2t � 20)
�
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=
1
40

� u5(t) � [2(t � 5) � sen(2t � 10)] �
1
40

[2(t � 10) � sen(2t � 20)] ;

sendo a última expressão acima a solução do PVI dado.

Exemplo 8.5:Resolva o sistema de EDO
(

x0= 2x� 3y;

y0= y� 2x:

com as condições iniciaisx(0) = 8 ey(0) = 3.

SOLUÇÃO: Aplica-se a transformada de Laplace em ambos os membros e emambas as
equações, bem como as condições iniciais, para obter

(
L (x0) = L (2x� 3y)

L (y0) = L (y� 2x)
)

(
sX(s) � x(0) = 2X(s) � 3Y(s)

sY(s) � y(0) = Y(s) � 2X(s)

(
sX(s) � 8 = 2X(s) � 3Y(s)

sY(s) � 3 = Y(s) � 2X(s)
)

(
(s� 2)X(s)+ 3Y(s) = 8

2X(s)+ ( s� 1)Y(s) = 3

O último sistema acima deve ser resolvido paraX(s) e Y(s). Para isto, multiplicar-se-á a
primeira equação por(s� 1) e a segunda por� 3. Tem-se:

(
(s� 1)(s� 2)X(s)+ 3(s� 1)Y(s) = 8(s� 1)

� 6X(s) � 3(s� 1)Y(s) = � 9

Somando-se as duas equações acima resulta em

[(s� 1)(s� 2) � 6]X(s) = 8(s� 1) � 9

�
s2 � 3s� 4

�
X(s) = 8s� 17 ) X(s) =

8s� 17
s2 � 3s� 4

�

O termos2 � 3s� 4 temb2 � 4ac= 9+ 16> 0, logo deve-se determinar as ra�́zes. Facilmente
veri�ca-se que as ra�́zes são� 1 e 4, de modo ques2 � 3s� 4 = ( s+ 1)(s� 4). Portanto,

X(s) =
8s� 17

(s+ 1)(s� 4)
�

Antes de aplicar a transformada inversa emX(s), determinar-se-á a expressão paraY(s). Isto
pode ser feito com qualquer uma das equações dos sistemas acima. Aqui escolhe-se a equação
2X(s)+ ( s� 1)Y(s) = 3. Agora substitui-se a expressão encontrada paraX(s). Tem-se:

2�
8s� 17

(s+ 1)(s� 4)
+ ( s� 1)Y(s) = 3
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(8.15) (s� 1)Y(s) = 3�
16s� 34

(s+ 1)(s� 4)
) Y(s) =

3
s� 1

�
16s� 34

(s+ 1)(s� 1)(s� 4)
�

O próximo passo consiste em determinarx(t) a partir da expressão encontrada paraX(s).
Antes, deve-se usar o método das frações parciais. Tem-se:

8s� 17
(s+ 1)(s� 4)

=
A

s+ 1
+

B
s� 4

=
A(s� 4)+ B(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 4)
,

ou seja,
(A+ B)s+ ( � 4A+ B) = 8s� 17;

ou ainda, (
A+ B = 8;

� 4A+ B = � 17;

Multiplicando a segunda equação acima por� 1 e somando o resultado obtido com a primeira
equação, obtém-se queA = 5. Substituindo o valor deA em qualquer uma das equações,
encontra-seB = 3. Assim,

X(s) =
5

s+ 1
+

3
s� 4

:

Agora aplica-se a transformada inversa em ambos os membros eusa-se a fórmula 2 da tabela
para concluir que

x(t) = 5e� t + 3e4t:

A etapa seguinte consiste em determinary(t) a partir da expressão já obtida paraY(s). Antes
deve-se aplicar a decomposição em frações parciais em um de seus termos. Tem-se:

16s� 34
(s+ 1)(s� 1)(s� 4)

=
A

s+ 1
+

B
s� 1

+
C

s� 4

=
A(s� 1)(s� 4)+ B(s+ 1)(s� 4)+ C(s+ 1)(s� 1)

(s+ 1)(s� 1)(s� 4)

=
A(s2 � 5s+ 4)+ B(s2 � 3s� 4)+ C(s2 � 1)

(s+ 1)(s� 1)(s� 4)

=
(A+ B+ C)s2 + ( � 5A� 3B)s+ ( 4A� 4B� C)

(s+ 1)(s� 1)(s� 4)
;

donde segue-se que

(A+ B+ C)s2 + ( � 5A� 3B)s+ ( 4A� 4B� C) = 0s2 + 16s� 34:

Portanto, deve-se resolver o seguinte sistema linear:
8
>><

>>:

A+ B+ C = 0

� 5A� 3B = 16

4A� 4B� C = � 34
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Este sistema será escalonado. Primeiro multiplica a primeira equação por 5 e que será somada
com a segunda, depois a primeira equação será multiplicada por� 4 e o resultado somado com a
última equação. A etapa seguinte consiste em multiplicar a nova segunda equação, obtida após
o passo anterior, por 4 e somar com a nova terceira equação.Deste modo,

8
>><

>>:

A+ B+ C = 0

0+ 2B+ 5C = 16

0� 8B� 5C = � 34

)

8
>><

>>:

A+ B+ C = 0

0+ 2B+ 5C = 16

0+ 0+ 15C = 30

O último passo mostra queC = 2, que substitu�́do na segunda equação implica emB = 3,
resultando emA= � 5 quando estes dois valores são substitu�́dos na primeira equação do último
sistema. Portanto,

16s� 34
(s+ 1)(s� 1)(s� 4)

= �
5

s+ 1
+

3
s� 1

+
2

s� 4
�

Substituindo este último resultado em (8.15), obtém-se

Y(s) =
3

s� 1
�

�
�

5
s+ 1

+
3

s� 1
+

2
s� 4

�

=
3

s� 1
+

5
s+ 1

�
3

s� 1
�

2
s� 4

=
5

s+ 1
�

2
s� 4

�

Agora aplica-se a transformada inversa em ambos os membros eusa-se a fórmula 2 da tabela
para concluir que

y(t) = L � 1[Y(s)] = 5e� t � 2e4t:

Portanto, a solução do sistema de EDO dado é
(

x(t) = 5e� t + 3e4t;

y(t) = 5e� t � 2e4t:

1.9 Produto de transformadas e convoluç̃ao

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas funç˜oes é diferente do produto das
transformadas destas funções. O mesmo vale em relação atransformada inversa. O exemplo a
seguir ilustra esta situação.
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Exemplo 9.1:O objetivo deste exemplo é mostrar que, em geral, é falso que a transformada
do produto seja igual ao produto das transformadas. Em outras palavras, sef (t) e g(t) são duas
funções admiss�́veis, então

L [ f (t) � g(t)] 6= L [ f (t)] � L [g(t)]:

Façaf (t) = 1 eg(t) = et . Pelos exemplos 2.5 e 2.6 tem-se que

L (1) =
1
s

(s> 0) e L
�
et � =

1
s� 1

, (s> 1):

Note, agora, que

(9.1) L [ f (t) � g(t)] = L
�
1� et� = L

�
et � =

1
s� 1

, (s> 1):

Por outro lado, tem-se que

(9.2) L [ f (t)] � L [g(t)] = L (1) � L
�
et � =

1
s

�
1

s� 1
=

1
s(s� 1)

�

Portanto, segue-se de (9.1) e (9.2) que

L [ f (t) � g(t)) =
1

s� 1
6=

1
s(s� 1)

= L [ f (t)] � L [g(t)]:

Sejamf ;g : [0;¥ ) ! R duas funções para as quais existem as respectivas transformadas de
Laplace,L [ f (t)] eL [g(t)].

Deseja-se determinar uma funçãoh tal que

(9.3) L [h(t)] = L [ f (t)] � L [g(t)]:

Formalmente, aplicando a transformada de Laplace nas funçõesf e g, tem-se o seguinte

L [h(t)] = L [ f (t)] � L [g(t)]

=
� Z ¥

0
e� sx f (x) dx

� � Z ¥

0
e� syg(y) dy

�

=
ZZ

R 2
+

e� s(x+ y) f (x) g(y) dxdy;(9.4)

onde
R 2

+ =
�

(x;y) 2 R2 j x > 0 e y > 0
	

geometricamenteR 2
+ representa todo o primeiro quadrante do plano cartesiano.

Em seguida, realiza-se uma mudança de variáveis na última integral obtida do seguinte modo:

t = x+ y e u = x:
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A região de integraçãoR 2
+ é transformada em uma nova região e que será denotada porW.

Agora busca-se descrever esta regiãoW. A partir da de�nição deR 2
+ , tem-se quex > 0 e que

y > 0. Logo,u = x > 0. Além disso,

t = x+ y > x = u > 0 ) t > u > 0:

Portanto, a nova região de integração é dada por

W =
�

(t;u) 2 R2 j t > u > 0
	

;

que pode ser vista na �gura a seguir.

Figura 9.1: Grá�co da nova região de integraçãoW.

Observe que a desigualdadet > u signi�ca, geometricamente, que a região deve estar abaixo
da retau = t. A desigualdadeu > 0 sign�ca, geometricamente, queu não pode ser negativo na
nova regiãoW (isto é, descarta-se os quadrantes segundo e terceiro). A desigualdade completa,
t > u > 0, signi�ca, geometricamente, que a nova região tem que estar abaixo da retau = t, que
nemu e nemt podem ser negativos (ou seja, o quarto quadrante também é descartado). Assim,
W é a região ilimitada no primeiro quadrante e abaixo da semi-retau = t.

Antes de retornar a (9.2), é necessário determinar o jacobiano da mudança de variáveis. Das
equações usadas para as novas variáveis é poss�́vel escreverx e y em função det e deu, isto é,

(
t = x+ y;

u = x;
)

(
x = u;

y = t � u:

Assim, o jacobiano da transformação,J, é dado por

J =

�
�
�
�
�
�
�

xt xu

yt yu

�
�
�
�
�
�
�
=

�
�
�
�
�
�
�

0 1

1 � 1

�
�
�
�
�
�
�
= � 1:
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Observa-se que, ao usar a fórmula de mudanças de variáveis na integral dupla, deve-se usar
o valor absoluto do jacobiano, que aqui será denotado porjJj.

Retornando a expressão (9.4) e dando continuidade ao desenvolvimento, obtém-se

L [h(t)] =
ZZ

R 2
+

e� s(x+ y) f (x) g(y) dxdy;

=
ZZ

W
e� st f (u) g(t � u)j Jj dtdu

=
ZZ

W
e� st f (u) g(t � u) dudt

=
Z ¥

0

Z t

0
e� st f (u) g(t � u) dudt

=
Z ¥

0
e� st

� Z t

0
f (u) g(t � u) du

�
dt:(9.5)

Comparando (9.3) com (9.5), conclui-se que

(9.6) h(t) =
Z t

0
f (u) g(t � u) du:

No caso da transformada de Laplace, as funções estão de�nidas apenas para valores positivos
de t, de modo que é poss�́vel estendê-las iguais a zero para valores negativos det. Especi�-
camente, sef : [0;¥ ) ! R, então estenda esta função para todoR da seguinte maneira: seja
f : R ! R de�nida por

f (t) =

(
0; � ¥ < t < 0;

f (t); 0 � t < ¥ :

Sem perda de generalidade, mantendo-se a mesma notação para f e g (isto é, o s�́mbolo de
“barra”) para as funções estendidas, pode-se escrever a funçãoh dada em (9.3) da seguinte
maneira

h(t) =
Z ¥

� ¥
f (x) g(t � u) du:

A integral acima é conhecida como oproduto de convoluçãoentre as funçõesf e g; ele é
denotado da seguinte forma

(9.7) ( f � g)(t) =
Z ¥

� ¥
f (u) g(t � u) du:

Portanto, o que mostrou-se, formalmente, nos procedimentos acima que vale a seguinte
fórmula:

(9.8) L [( f � g)(t)] = L [ f (t)] � L [g(t)] = F(s) � G(s);

que pode ser lido como “a transformada do produto de convoluc¸ão entre duas funções é igual
ao produto das transformadas de cada uma delas”.

Naturalmente, vale a fórmula equivalente para a transformada inversa:
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L � 1 [F(s) � G(s)] = ( f � g)(t):

Observaç̃ao 9.1:Chama-se atenção que, na obtenção da fórmula (9.8), o ponto mais delicado
é passar da integral dupla para integrais iteradas, isto é, o uso do teorema de Fubini. Essa
passagem é garantida pela convergência absoluta da transformada de Laplace.

Proposição 9.1:Sejam f ;g;h : R ! R funções integráveis, sendo pelo menos uma delas
limitada. Então, o produto de convolução satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutatividade:( f � g)(t) = ( g� f )(t);

(b) Associatividade:[ f � (g� h)](t) = [( f � g) � h](t);

(c) Distributividade:[ f � (g+ h)](t) = ( f � g)(t)+ ( f � h)(t).

DEMONSTRAÇÃO:
Sem perda de generalidade, assume-se o produto de convolução entref eg do seguinte modo:

( f � g)(t) =
Z ¥

� ¥
f (t � u) g(u) du:

Para mostrar (a), faça a mudança de variáveisv = t � u (de modo quedu= � dv) na integral
que de�ne o produto de convolução. Assim,

( f � g)(t) =
Z ¥

� ¥
f (t � u) g(u) du

= �
Z � ¥

¥
f (v) g(t � v) dv

=
Z ¥

� ¥
f (v) g(t � v) dv

=
Z ¥

� ¥
g(t � v) f (v) dv

= ( g� f )(t):

O último termo na primeira linha acima deve ser olhado com atenção: na primeira integral,
quem varia de� ¥ a + ¥ é a variávelu. Ao aplicar a mudança de variáveis, a nova variávelv
passa variar de+ ¥ até� ¥ . Assim, o sinal de menos na segunda integral da primeira linha acima
deve-se ao sinal de “menos” da diferencialdu= � dv. A passagem para a primeira integral da
segunda linha se deve a seguinte propriedade das integrais:ao trocar a ordem dos limites de
integração, a integral muda de sinal (de “mais” para “menos” e vice-versa). Já a última integral
acima foi obtida apenas mudando a ordem do produto entre as funçõesf e g.

Para (b), utilizar-se-á a de�nição do produto de convolução, uma mudança na ordem de
integração (Fubini), a mudança de variáveisw = u � v (dondedw = du), bem como a parte
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(a) já demonstrada. Tem-se:

�
( f � g) � h

�
(t)def.=

Z ¥

� ¥
[( f � g)(t � u)] h(u) du

(a)
=

Z ¥

� ¥
h(t � u) [( f � g)(u)] du

def.=
Z ¥

� ¥
h(t � u)

� Z ¥

� ¥
f (u� v) g(v) dv

�
du

(a)
=

Z ¥

� ¥
h(t � u)

� Z ¥

� ¥
g(u� v) f (v) dv

�
du

=
Z ¥

� ¥

Z ¥

� ¥
g(u� v) f (v) h(t � u) dvdu

Fub.
=

Z ¥

� ¥

Z ¥

� ¥
g(u� v) f (v) h(t � u) dudv

=
Z ¥

� ¥
f (v)

� Z ¥

� ¥
h(t � u) g(u� v) du

�
dv

=
Z ¥

� ¥
f (v)

� Z ¥

� ¥
h[t � (w+ v)] g(w) dw

�
dv

=
Z ¥

� ¥
f (v)

� Z ¥

� ¥
h[(t � v) � w]g(w) dw

�
dv

(a)
=

Z ¥

� ¥
f (v)

� Z ¥

� ¥
g[(t � v) � w]h(w) dw

�
dv

def.=
Z ¥

� ¥
f (v)

�
(g� h)(t � v)

�
dv

(a)
=

Z ¥

� ¥
f (t � v)

�
(g� h)(v)

�
dv

def.=
�

f � (g� h)
�
(t):

Observa-se que, com as hipóteses fornecidas, o teorema de Fubini pôde ser usado correta-
mente.

A parte (c) decorre da propriedade de linearidade da integral. De fato, tem-se

�
( f + g) � h

�
(t)def.=

Z ¥

� ¥
[( f + g)(t � u)] � h(u) du

=
Z ¥

� ¥

�
f (t � u)+ g(t � u)

�
� h(u) du

=
Z ¥

� ¥

�
f (t � u) � h(u) + g(t � u) � h(u)

�
du
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=
Z ¥

� ¥
f (t � u) � h(u) du +

Z ¥

� ¥
g(t � u) � h(u) du

def.= ( f � h)(t) + ( g� h)(t);

que demonstra a parte (c).

Observaç̃ao 9.2:Observa-se que a multiplicação usual tem propriedades que o produto
de convolução não tem. Em geral, tem-se que( f � 1)(t) 6= f (t). De fato, por de�nição de
convolução, tem-se

( f � 1)(t) =
Z t

0
f (t � u) � 1du=

Z t

0
f (t � u) du:

Agora façaf (t) = cost. Então,

( f � 1)(t) =
Z t

0
cos(t � u) du= � sen(t � u)

�
�
�
t

0

= � sen(t � t) � [� sen(t � 0] = � sen0+ sent

= sent:

Segue-se da�́ que
( f � 1)(t) = sent 6= cost = f (t);

mostrando que( f � 1)(t) 6= f (t).

Observaç̃ao 9.3:A observação anterior mostrou que, em geral,( f � 1)(t) 6= f (t). Agora será
mostrado que o produto de convoluçãof � f nem sempre resulta em uma função não negativa.
Para ver isto, tomar-se-á a funçãof (t) = sent como exemplo. Usando a de�nição de convolução
e a fórmula

sen(a� b) = sena� cosb� senb� cosa;

obtém-se

( f � f )(t) =
Z t

0
f (t � u) � f (u) du=

Z t

0
sen(t � u) � senudu

=
Z t

0
[sent � cosu� senu� cost] � senudu

=
Z t

0
sent � senu� cosudu�

Z t

0
cost � sen2udu
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= sent
Z t

0
senu� cosudu� cost

Z t

0
sen2udu

= sent
Z t

0
senucosudu� cost

Z t

0

1� cos(2u)
2

du

= sent
Z t

0
senucosudu�

1
2

� cost
Z t

0
du+

1
2

� cost
Z t

0
cos(2u) du

= sent
Z cost

cos0= 1
xdx�

cost
2

� u

�
�
�
�

t

0
+

cost
4

sen(2u)

�
�
�
�

t

0

= sent �
x2

2

�
�
�
�

cost

1
�

cost
2

(t � 0)+
cost

4
[sen(2t) � sen0]

= sent �
cos2 t � 1

2
�

t
2

� cost +
cost � sen(2t)

4

=
sent � cos2 t � sent � t � cost

2
+

cost � sen(2t)
4

�

onde se fez a mudança de variáveisx = cosu em um dos passos acima.
Agora façat = p=2. Tem-se:

( f � f ) (p=2) = ( sen� sen)(p=2)

=
sen(p=2) � cos2 (p=2) � sen(p=2) � (p=2) � cos(p=2)

2
+

+
cos(p=2) � sen[2(p=2)]

4

=
1� 02 � 1� (p=2) � 0

2
+

0� 1
4

= �
1
2

,

mostrando que a função pode assumir valores negativos.

Exemplo 9.2:Use o método da convolução para determinar a transformada inversa de
Laplace para a seguinte função:

F(s) =
a

s2 (s2 + a2)
�

SOLUÇÃO: A função dada pode ser reescrita na seguinte forma:

(9.9) F(s) =
1
s2 �

a
s2 + a2 �

Usando as fórmulas 3 e 6 da tabela, tem-se

1
s2 = L (t) e

a
t2 + a2 = L [sen(at)]:
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Substituindo estas fórmulas em (9.9) e usando a fórmula (9.8) do teorema de convolução,
obtém-se

L [ f (t)] = F(s) =
1
s2 �

a
s2 + a2

= L (t) � L [sen(at)]

= L [t � sen(at)] :

Por �m, aplica-se a transformada inversa em ambos os membros, ou seja,

L � 1L [ f (t)] = L � 1L [t � sen(at)] ) f (t) = t � sen(at);

que é a solução para o problema proposto. Caso seja de interesse obter uma expressão expl�́cita
para a funçãof (t), então basta usar a de�nição de convolução e calcular aintegral.

Exemplo 9.3:Resolva o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 4y = f (t);

y(0) = 3;

y0(0) = � 1:

SOLUÇÃO: A maneira inicial para resolver este P.V.I. é análoga ao que já foi visto, apenas em
etapa posterior aplica-se o método da convolução. Ou seja, inicia-se aplicando a transformada
direta em ambos os membros da equação, usando depois as condições iniciais. Tem-se:

L
�
y00+ 4y

�
= L [ f (t)]

s2Y(s) � sy(0) � y0(0)+ 4Y(s) = F(s)

s2Y(s) � 3s+ 1+ 4Y(s) = F(s) )
�
s2 + 4

�
Y(s) = 3s� 1+ F(s);

ou ainda,

(9.10) Y(s) =
3s� 1
s2 + 4

+
F(s)
s2 + 4

=
3s� 1
s2 + 4

+ F(s) �
1

s2 + 4
�

Agora será usada a fórmula 10 da tabela, que é

As+ B
(s� k)2 + w2 = L

�
ekt

�
A cos(wt)+

Ak+ B
w

sen(wt)
��

, w 6= 0 e s> k:

com os valoresA = 3, B = � 1, k = 0 ew = 2.
A mesma fórmula pode ser usada para obter a inversa de1=(s2+ 4), bastando tomarA = 0,

B = 1, k = 0 ew = 2.
Segue-se da�́ que
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3s� 1
s2 + 4

= L
�
3cos(2t) �

1
2

� sen(2t)
�

e
1

s2 + 4
= L

�
1
2

� sen(2t)
�

:

Substituindo as duas últimas expressões em (9.10), bem como o teorema de produto de
convolução, obtém-se

Y(s) =
3s� 1
s2 + 4

+ F(s) �
1

s2 + 4

= L
�
3cos(2t) �

1
2

� sen(2t)
�

+ L [ f (t)] � L
�

1
2

� sen(2t)
�

= L
�
3cos(2t) �

1
2

� sen(2t)
�

+ L
�

f (t) �
�

1
2

� sen(2t)
��

= L
�

3cos(2t) �
1
2

� sen(2t)+ f (t) �
�

1
2

� sen(2t)
��

�

Por �m, aplica-se a transformada inversa em ambos os membrospara concluir que

y(t) = 3cos(2t) �
1
2

� sen(2t)+ f (t) �
�

1
2

� sen(2t)
�

é a solução para o P.V.I. dado.

A seguir, resolve-se o mesmo problema apresentado no exemplo 8.2, porém usando o método
do produto de convolução.

Exemplo 9.4:Resolva o seguinte problema de valores iniciais usando o método do produto
de convolução: 8

>><

>>:

y00+ 4y0+ 5y = e� 3t cost;

y(0) = 2;

y0(0) = 1:

SOLUÇÃO: Este método inicia-se da mesma maneira que o procedimentoanterior: aplicar
a transformada de Laplace em ambos os membros, sua linearidade, as condições de contorno
e desenvolver o problema até obter uma solução para a equação algébrica. Mas a partir desse
ponto, há uma mudança nos procedimentos seguintes.

Assim sendo, tem-se:
L

�
y00+ 4y0+ 5y

�
= L

�
e� 3t cost

�
;

isto é,
L

�
y00� + 4L

�
y0� + 5L (y) = L

�
e� 3t cost

�
:

Em seguida, aplica-se as fórmulas 23 e 24 da tabela no primeiro membro acima, bem como
a fórmula (7) no segundo membro, comk = � 3 ew = 1, para escrever
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�
s2Y(s) � sy(0) � y0(0)

�
+ 4[sY(s) � y(0)] + 5Y(s) =

s+ 3
(s+ 3)2 + 1

�

Usando as condições iniciais informadas, obtém-se

�
s2Y(s) � 2s� 1

�
+ 4[sY(s) � 2] + 5Y(s) =

s+ 3
(s+ 3)2 + 1

,

ou ainda, �
s2 + 4s+ 5

�
Y(s) = 2s+ 9+

s+ 3
(s+ 3)2 + 1

,

que resolvida implica em

Y(s) =
2s+ 9

s2 + 4s+ 5
+

s+ 3
(s2 + 4s+ 5)[(s+ 3)2 + 1]

�

A expressãos2 + 4s+ 5, por não possuir ra�́zes reais, deve ser reescrita completando-se o
quadrado. Assim,

s2 + 4s+ 5 =
�
s2 + 4s+ 4

�
+ 1 = ( s+ 2)2 + 12:

Deste modo,

Y(s) =
2s+ 9

(s+ 2)2 + 12 +
s+ 3

[(s+ 2)2 + 12] [(s+ 3)2 + 12]
�

A partir desse ponto o procedimento para resolver o problemapelo método do produto de
convolução �ca diferente. A ideia consiste em modi�car sutilmente a expressão paraY(s) obtida
e escrever cada termo como a transformada de Laplace de funções presentes na tabela. Assim,

Y(s) =
2s+ 9

(s+ 2)2 + 12 +
1

[(s+ 2)2 + 12]
�

s+ 3
[(s+ 3)2 + 12]

�

Usando a fórmula (8) da tabela, com valores convenientes paraA, B, k ew de acordo com os
termos do segundo membro acima, pode-se escrever:

L [y(t)] = L
�
e� 2t (2cost + 5sent)

�
+ L

�
e� 2t sent

�
� L

�
e� 3t cost

�
:

Em seguida, aplica-se a fórmula do produto das transformadas, escrevendo este como a trans-
formada do produto de convolução parar obter

L [y(t)] = L
�
e� 2t (2cost + 5sent)

�
+ L

��
e� 2t sent

�
�

�
e� 3t cost

��
:

Agora usa-se a linearidade da transformada para �nalizar a solução do exemplo. Tem-se:

L [y(t)] = L
�
e� 2t (2cost + 5sent) +

�
e� 2t sent

�
�

�
e� 3t cost

��
;

que tendo a inversa aplicada em ambos os membros resulta em

y(t) = e� 2t (2cost + 5sent) +
�
e� 2t sent

�
�

�
e� 3t cost

�
;

que é a solução do problema dado.
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Observaç̃ao 9.4:No exemplo 9.4, a soluçãoy(t) contém um termo em sua expressão que
está escrito na forma do produto de convolução entre duasfunções. Como o leitor já deve ter
notado, o produto de convolução entre duas funções descreve uma nova função, isto é, o produto
de convolução é uma maneira de representar funções. Assim, do ponto de vista da matemática,
a soluçãoy(t) obtida no exemplo 9.4 faz sentido e está bem de�nida enquanto função.

Por outro lado, usando a de�nição de produto de convoluç˜ao, pode-se escrever

�
e� 2t sent

�
�

�
e� 3t cost

�
=

Z t

0
e� 2u � senu� e� 3(t� u) � cos(t � u) du:

Assim, o leitor poderá desenvolver a integral no segundo membro acima com a intenção de
expressary(t) em termos de funções elementares. Para efeitos deste texto, a soluçãoy(t) obtida
no exemplo 9.2 é considerada satisfatória.

Encerra-se esta seção com um breve comentário sobre o método da convolução para resolver
problemas de valores iniciais. Este método é muito mais simples, principalmente na parte �-
nal da solução do problema. Porém a resposta sempre serádada através de uma ou mais in-
tegrais. Mas isto não signi�ca problema, ao contrário, tais integrais podem ser facilmente re-
solvidas através de calculadora cient�́�ca ou através dealgum software que calcule integrais.
Mais: mesmo que a função no segundo membro da EDO seja arbitrária (sem ser representada
por funções elementares), ainda assim é poss�́vel dar a solução geral do P.V.I. em termos desta
função, o que não é poss�́vel quando se usa outros métodos com a transformada de Laplace.

1.10 Funç̃oes impulso

Em artigo de 1927, Dirac [28] introduziu um novo objeto matemático da seguinte maneira:
d(x) é de�nida por

d(t) =

(
+ ¥ ; se t = 0;

0; se t 6= 0:

e Z ¥

� ¥
xd(x) dx= 1:

Note que nenhuma função pode assumir o valor in�nito, poisin�nito não é número. Por
outro lado, é poss�́vel estender o dom�́nio ded e olhar para ele como uma função de fato:
d : R [ f + ¥ g ! R. Porém a exigência de que sua integral seja igual a 1 não faz sentido algum
em qualquer teoria de integração conhecida atualmente.

Em seu artigo, Dirac escreve: “sef (x) é qualquer função regular dex ea é qualquer número,
então Z ¥

� ¥
f (x) d(a� x) dx= f (a);
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de modo que a operação de multiplicar pord(a � x) e integrar em relação ax é equivalente a
operação de substituira porx”. Observa-se que a expressão no primeiro membro acima parece
com a fórmula do produto de convolução, mas o valorf (a) no segundo membro é no m�́nimo
curioso.

Matematicamente falando, odelta de Diracnão é tão simples como ele apresentou. Demorou
vários anos para dar um sentido rigoroso ao delta de Dirac, que foi apresentado pelo matemático
francês L. Schwartz, recebendo o nome deteoria das distribuições.. Esta é uma teoria que
generaliza o conceito de função. Grosso modo, pode-se falar que toda função é uma distribuição,
mas a rec�́proca não é verdadeira, sendo o delta de Dirac umexemplo, pois não é função.

Não é objetivo deste texto entrar na teoria das distribuic¸ões, que é um assunto muito denso
e so�sticado, mas sim em usar o delta de Dirac em problemas pr´aticos, de modo que será
necessário saber qual é a sua transformada de Laplace. Masantes disso, comentar-se-á sobre a
expressão usada por Dirac em seu artigo:

(10.1)
Z ¥

� ¥
f (x) d(t � x) dx= f (t):

A condição Z ¥

� ¥
d(t) dt = 1

pode ser “justi�cada” olhando-se para a propriedade

(d � f )(t) = ( f � d)(t) = f (t);

ou ainda, Z ¥

� ¥
d(t � x) f (x) dx=

Z ¥

� ¥
f (t � x) d(x) dx= f (t);

donde seria “natural” fazerf (t) = 1, de modo que a expressão acima implicaria em
Z ¥

� ¥
d(t � x) dx=

Z ¥

� ¥
d(x) dx= 1:

Não tem rigor algum no que foi escrito acima, mas possivelmente a conclusão que a integral
emR do delta de Dirac tem valor 1 teve como motivação o produto de convolução entre duas
funções.

Não se pretende, aqui, introduzir o delta de Dirac, mas apenas dar uma ideia sobre com ele
pode ser pensado. Começa-se com uma sequência de funções, em particular, que “tende” para
d(t). Considere a sequência de funções de�nidas por

un(x) =

8
><

>:

n
2

; se �
1
n

� x �
1
n

;

0; caso contrário.

O leitor é convidado a esboçar o grá�co das primeiras func¸ões da sequênciaun(x); por exem-
plo, atribuindo valores paran = 1;2;3;4. Sen = 1, então a funçãou1(x) assume o valor cons-
tante e igual a1=2 no intervalo fechado[� 1;1], �cando igual a zero fora deste intervalo. Para
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n = 2 a funçãou2(x) assume o valor constante e igual a 2 no intervalo fechado[� 1=2; 1=2] e
restando igual a zero fora dele. E assim por diante.

Na medida em que o valor den vai aumentando, os grá�cos das funções assumem valores
contantes cada vez maiores, enquanto os comprimentos dos intervalos em que as funções não
se anulam vai �cando cada vez menor. Fazendon ! ¥ , tem-se que a sequênciaun(x) “tende”
para+ ¥ e o comprimentos dos intervalos[� 1=n; 1=n] “tende” para zero, ou seja, para a origem.
Além disso, também se tem

Z ¥

� ¥
un(x) dx=

Z � 1=n

� ¥
un(x) dx+

Z 1=n

� 1=n
un(x) dx+

Z ¥

1=n
un(x) dx

=
Z � 1=n

� ¥
0dx+

Z 1=n

� 1=n

n
2

dx+
Z ¥

1=n
0dx

=
n
2

Z 1=n

� 1=n
dx=

n
2

� x

�
�
�
�

1=n

� 1=2

=
n
2

�
�

1
n

�
�

�
1
n

��

=
n
2

�
2
n

= 1;

o valor da integral de cada função da sequênciaun(x) é sempre igual a 1.
Observe também queun(x) são funções pares, isto é,un(� x) = un(x), de modo que

un(t � x) = u[� (t � x)] = un(x� t):

Além disso, observe que a sequência de funçõesun(x� t), obtida pela translação das funções
un(x), são dadas por

un(x� t) =

8
><

>:

n
2

; se t �
1
n

� x � t +
1
n

;

0; caso contrário,

pois segue-se de� 1=n � x� t � 1=n que t � 1=n � x � t + 1=n.
Agora avança-se um pouco mais, deseja-se investigar o que ocorre com a expressão dada em

(10.1). Sejaf : [0;¥ ) ! R uma função seccionalmente cont�́nua. Assim,
Z ¥

� ¥
f (x) un(x� t) dx=

Z t� 1=n

� ¥
f (x) un(x� t) dx+

Z t+ 1=n

t� 1=n
f (x) un(x� t) dx+

+
Z ¥

t+ 1=n
f (x) un(x� t) dx

=
Z t� 1=n

� ¥
f (x) � 0dx+

Z t+ 1=n

t� 1=n
f (x) �

n
2

dx+
Z ¥

t+ 1=n
f (x) � 0dx

=
n
2

Z t+ 1=n

t� 1=n
f (x) dx:(10.2)
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Agora aplica-se o teorema do valor médio para integrais, que diz o seguinte: com as hipóteses
já dadas, existetn 2 (t � 1=n; t + 1=n) tal que

Z t+ 1=n

t� 1=n
f (x) dx= f (tn) �

�
1
n

�
�

1
n

��
= f (tn) �

2
n

�

Aplicando este último resultado no último membro de (10.2), obtém-se
Z ¥

� ¥
f (x) un(x� t) dx=

n
2

� f (tn) �
2
n

= f (tn):

Agora observe quetn converge parat quandon ! ¥ . Isto segue de

t �
1
n

� tn � t +
1
n

) lim
n! ¥

�
t �

1
n

�
� lim

n! ¥
tn � lim

n! ¥

�
t +

1
n

�
,

agora usa-se o teorema do sandu�́che.
Portanto,

lim
n! ¥

Z ¥

� ¥
f (x) un(x� t) dx= lim

n! ¥
f (tn) = f (t):

O que se fez aqui, através de um exemplo, é exibir uma sequênciaun(t) satisfazendo

lim
n! ¥

un(x) =

(
¥ ; se x = 0;

0; caso contrário.

e que é tal que

lim
n! ¥

Z ¥

� ¥
f (x) un(x� t) dx= f (t):

Observaç̃ao 10.1:Como foi dito, o que se fez anteriormente não tem rigor. Mas cabe obser-
var que a sequência tomada como exemplo depende apenas den (e não den e t). Assim, para
uma sequência arbitrária e dependendon e t, a ideia de usar o teorema do valor médio também
deve ser ampliada, é necessário usar o segundo teorema do valor médio para integrais, que diz:
Sejamf ;g : [a;b] ! R, com f cont�́nua,g integrável,g � 0 e satisfazendo

Z b

a
g(x) dx> 0:

Então, existec 2 (a;b) tal que
Z b

a
f (x) g(x) dx= f (c)

Z b

a
g(x) dx:

Uma adaptação para o caso geral �caria assim: Sejaf seccionalmente cont�́nua. Sejaj :
R ! R uma função com suporte compacto (j é nula fora de um intervalo fechado e limitado)
satisfazendo:

a) j (x) � 0 para todox 2 R;

b) j é uma função par, isto é,j (� x) = j (x) para todox 2 R.
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c)
Z ¥

� ¥
j (x) dx= 1.

Agora de�na uma sequênciaf j n(x)g a partir dej , fazendoj n(x) = n� j (nx). A sequência
f j n(x)g tem as seguintes propriedades

lim
n! ¥

j n(x) = 0; para x 6= 0;

lim
n! ¥

j n(x) = + ¥ ; para x = 0:

Sejaan > 0, coman � an+ 1 e tais que lim
n! ¥

an = 0. Suponha que(� an; an) sejam os intervalos

ondej n(x) não se anula. Então,(t � an; t + an) serão os intervalos ondej n(x� t) não se anulará.
Além disso, tem-se que Z t+ an

t� an

j n(x� t) dx= 1:

Deste modo, seguindo os passos do exemplo inicial, obtém-se
Z ¥

� ¥
f (x) j n(x� t) dx=

Z t� an

� ¥
f (x) j n(x� t) dx+

Z t+ an

t� an

f (x) j n(x� t) dx+

+
Z ¥

t+ an

f (x) j n(x� t) dx

=
Z t� an

� ¥
f (x) � 0dx+

Z t+ an

t� an

f (x) j n(x� t) dx+
Z ¥

t+ an

f (x) � 0dx

=
Z t+ an

t� an

f (x) j n(x� t) dx:

É neste ponto que se usa o segundo teorema do valor médio paraintegrais, que deixa a última
expressão do seguinte jeito: para cadan 2 N, existemtn 2 (t � an; t + an) tais que

Z ¥

� ¥
f (x) j n(x� t) dx=

Z t+ an

t� an

f (x) j n(x� t) dx

= f (tn)
Z t+ an

t� an

j n(x� t) dx

= f (tn);

pois o valor da integral de cadaj n(x� t), no intervalo(t � an; t + an), é igual a 1.
Agora toma-se limite paran ! ¥ . Tem-se

lim
n! ¥

Z ¥

� ¥
f (x) j n(x� t) dx= lim

n! ¥
f (tn) = f (t):

Mais uma vez justi�ca-se que lim
n! ¥

f (tn) = f (t) usando o teorema do sandu�́che e observando
que

t � an � tn � t + an ) lim
n! ¥

(t � an) � lim
n! ¥

tn � lim
n! ¥

(t + an) ,
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uma vez que lim
n! ¥

an = 0.

Mesmo sem rigor, o que se viu foi que

lim
n! ¥

Z ¥

� ¥
f (x) j n(x� t) dx= f (t):

Porém é preciso compreender que o limite no primeiro membro acima não pode ser pas-
sado para dentro da integral. Se o limite for passado para dentro da integral, então acontece o
seguinte: Z ¥

� ¥
f (x)

h
lim
n! ¥

vn(x� t)
i

dx=
Z ¥

� ¥
f (x) � 0dx= 0;

pois aj n(x) satisfaz lim
n! ¥

j n(x) = 0 parax 6= 0, de modo que lim
n! ¥

j n(x� t) = 0 parax 6= t.

Por �m, é importante compreender que não se mostrou que o delta de Dirac é o limite da
sequênciaj n(t), o que se fez foi dar uma ideia de como é poss�́vel aproximar odelta de Dirac
por sequências de funções.

Agora retorna-se a fórmula (10.1), que será usada para deduzir outras fórmulas para a trans-
formada de Laplace. Tem-se que

Z ¥

� ¥
f (t) d(t � c) dt = f (c):

Como a transformada de Laplace está de�nida no intervalo(0;¥ ), pode-se pensar, sem perda
de generalidade, que a funçãof da fórmula acima está de�nida da seguinte forma: vale 0 para
t 2 (� ¥ ;0] e valef (t) parat 2 (0;¥ ). Dessa forma, a integral acima �ca assim:

Z ¥

0
f (t) d(t � c) dt = f (c):

Por outro lado, aplicando a de�nição de transformada de Laplace no delta de Dirac, tem-se

L [d(t � c)] =
Z ¥

0
e� std(t � c) dt:

Comparando as duas últimas fórmulas, conclui-se que a função exponencial corresponde a
funçãof , ou seja, quef (t) = e� st. Segue-se da�́ que

L [d(t � c)] =
Z ¥

0
e� std(t � c) dt = e� cs

ou seja,

(10.3) L [d(t � c)] = e� cs:

Outra fórmula útil ocorre quando o delta de Dirac atua sobre outra função, ou seja, quando o
delta de Dirac aparece multiplicando uma função:f (t) d(t � c). Fazendog(t) = f (t) d(t � c) e
usando a de�nição de transformada de Laplace, obtém-se
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L [ f (t) d(t � c)] =
Z ¥

0
e� st f (t) d(t � c) dt

=
Z ¥

0
g(t) d(t � c) dt = g(c)

= e� st f (t)
�
�
�
t= c

= e� sc f (c);

ou seja,

(10.4) L [ f (t) d(t � c)] = f (c) � e� cs:

Exemplo 10.1:Resolva o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 2y0+ 2y = 2d(t � p);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

SOLUÇÃO: Pode-se interpretar este problema assim: ele representa um sistema sem excitação
até o instantet = p, neste instante o sistema recebe um impulso de intensidade 2. Agora deseja-
se analisar a in�uência deste impulso na solução do problema. Para ajudar mais um pouco:
pode-se pensar no problema acima como um sistema massa-molaque no instantet = p recebeu
uma carga externa muito forte, ou em um circuito LRC onde uma tensão inesperada (“pico de
energia”) surge quandot = p.

Como se sabe, a ordem de uma EDO é igual a ordem da derivada de maior ordem presente
na equação. No caso do problema dado, a EDO é de segunda ordem. Sabe-se também que
solução clássicáe aquela que tem regularidade igual a ordem da equação. Assim, poder-se-ia
esperar que a solução do problema dado seja de classe C2, isto é, duas vezes continuamente
diferenciável. Mas aqui não é o caso. Isto não pode ser esperado, uma vez que no segundo
membro aparece o delta de Dirac, que não é função.

Aliás, chama-se atenção do leitor para a natureza das derivadas no primeiro membro: se no
segundo membro aparece uma distribuição e que não é func¸ão, então as derivadas e funções que
aparececem no primeiro membro não podem ser entendidas no sentido clássico, não são como
as derivadas que aparecem em Cálculo. Elas precisam ser compreendidas também no sentido
das distribuições; grosso modo, estas derivadas “são diferentes e especiais”. Assim, até soluções
descont�́nuas podem aparecer.

Agora passa-se a resolução do problema pelo método de Laplace. Aplica-se a transformada
em ambos os membros, usa-se a fórmula (10.3) e outras fórmulas da tabela, bem como as
condições iniciais. Tem-se:
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L
�
y00+ 2y0+ 2y

�
= L [2d(t � p)]

�
s2Y(s) � sy(0) � y0(0)

�
+ 2[sY(s) � y(0)] + 2Y(s) = 2e� pt

�
s2 + 2s+ 2

�
Y(s) = 2e� pt ) Y(s) = 2e� pt �

1
s2 + 2s+ 2

�

Comos2 + 2s+ 2 temb2 � 4ac< 0, então deve-se completar o quadrado. Tem-se:

s2 + 2s+ 2 = ( s2 + 2s+ 1)+ 1 = ( s+ 1)2 + 1:

Portanto a expressão paraY(s) �ca assim

Y(s) = 2e� pt �
1

(s+ 1)2 + 1
�

A etapa seguinte consiste em aplicar a transformada inversa. Mas antes, observe-se que será
necessário usar a fórmula da segunda translação; a saber

L � 1 �
e� csF(s)

�
= uc(t) f (t � x);

ondeF(s) = L [ f (t)].
Fazendo

F(s) =
1

(s+ 1)2 + 1
,

segue-se da fórmula 10 da tabela, comA = 0, B = 1, k = � 1 ew = 1, que

f (t) = e� t sent;

onde esta função terá que ser transladada porc = p.
Assim,

y(t) = L � 1[Y(s)] = 2L � 1
�

e� pt �
1

(s+ 1)2 + 1

�

= 2up(t) f (t � p)

= 2up(t)
h

e� (t� p) sen(t � p)
i

;

ou ainda,

y(t) =

8
><

>:

0; se t < p;

2up(t)
h

e� (t� p) sen(t � p)
i

; se t � p:

A solução acima pode ser assim interpretada: o sistema está em repouso atét = p, neste
instante o sistema recebeu um impulso de intensidade 2. A in�uência desse impulso faz com que
y(t) oscile fortemente (veja o papel da função seno na solução), mas fazendo com que instantes
depoisy(t) volte a se estabilizar. Isto pode ser visto a partir da exponencial que aparece na
solução e que tem potência negativa, logo com decaimentoao longo do tempo.
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Exemplo 10.2:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

2y00+ y0+ 2y = d(t � 5);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

SOLUÇÃO: Para resolver o problema, aplica-se a transformada em ambos os membros e, depois,

as condições iniciais. Tem-se:

L
�
2y00+ y0+ 2y

�
= L [d(t � 5)]

2
�
2s2Y(s) � sy(0) � y(0)

�
+ [ sY(s) � y(0)] + 2Y(s) = e� 5s

�
2s2 + s+ 2

�
Y(s) = e� 5s;

ou ainda,

(10.5) Y(s) = e� 5s �
1

2s2 + s+ 2
�

Como 2s2 + s+ 2 temb2 � 4ac< 0, então completa-se o quadrado. Assim,

2s2 + s+ 2 = 2
�

s2 +
s
2

+ 1
�

) 2
��

s2 +
s
2

+
1
16

�
�

1
16

+ 1
�

2

" �
s+

1
4

� 2

+
15
16

#

) 2
h
(s+ 1=4)2 +

� p
15=4

� 2
i

,

de modo que
1

2s2 + s+ 2
=

1

2
h
(s+ 1=4)2 +

� p
15=4

� 2
i �

Substituindo esta última expressão em (10.5), obtém-se

Y(s) = e� 5s �
1

2
h
(s+ 1=4)2 +

� p
15=4

� 2
i =

1
2

� e� 5s �
1

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2 �

Observe-se que a última expressão tem a forma do resultadoda proposição 5.1 (2a translação),
que diz

L [uc(t) f (t � c)] = e� csF(s) e L � 1 �
e� csF(s)

�
= uc(t) f (t � c);

paras> k e ondeF(s) = L [ f (t)].
Para continuar, é necessário determinar a funçãof (t). Para isto, usa-se a fórmula 10 da tabela,

fazendoA = 0, B = 1, k = 1=4 e w =
p

15=4. Tem-se:

L � 1

"
1

(s+ 1=4)2 +
� p

15=4
� 2

#

= et=4 �
1

p
15=4

� sen

 p
15
4

t

!

=
4

p
15

� et=4 � sen

 p
15
4

t

!
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Aplicando a transformada inversa em ambos os membros, bem como a segunda fórmula da
2a translação, comc = 5, obtém-se

y(t) =
1
2

u5(t) f (t � 5) =
1
2

� u5(t) �
4

p
15

� et=4 � sen

 p
15
4

t

!

=
2

p
15

� u5(t) � e(t� 5)=4 � sen

" p
15
4

(t � 5)

#

,

que é a solução desejada.

Exemplo 10.3:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 2y0+ 3y = sent + d(t � 3p);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

SOLUÇÃO: Aplica-se a transformada em ambos os membros, usando a sua linearidade, fórmulas

da tabela. bem como as condições iniciais. Tem-se:

L
�
y00+ 2y0+ 3y

�
= L ( sent)+ L [d(t � 3p);

s2Y(s) � sy(0) � y0(0)+ 2[sY(s) � y(0)] + 3Y(s) =
1

s2 + 1
+ e� 3ps;

(s2 + 2s+ 3)Y(s) =
1

s2 + 1
+ e� 3ps;

ou seja,

Y(s) =
1

(s2 + 2s+ 3)(s2 + 1)
+ e� 3ps�

1
s2 + 2s+ 3

�

O próximo passo consiste em decompor o primeiro termo do segundo membro acima em
frações parciais. Tem-se:

1
(s2 + 2s+ 3)(s2 + 1)

=
As+ B

s2 + 2s+ 3
+

Cs+ D
s2 + 1

=
(As+ B)(s2 + 1)+ ( Cs+ D)(s2 + 2s+ 3)

(s2 + 2s+ 3)(s2 + 1)

=
(A+ C)s3 + ( B+ 2C+ D)s2 + ( A+ 3C+ 2D)s+ ( B+ 3D)

(s2 + 2s+ 3)(s2 + 1)
,

de modo que

(A+ C)s3 + ( B+ 2C+ D)s2 + ( A+ 3C+ 2D)s+ ( B+ 3D) = 0s3 + 0s2 + 0s+ 1:
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Portanto, em virtude da igualdade acima, deve-se resolver oseguinte sistema:
8
>>>>><

>>>>>:

A+ C = 0;

B+ 2C+ D = 0;

A+ 3C+ 2D = 0;

B+ 3D = 1:

Da primeira equação, segue-se queC = � A e da quarta equação, segue-se queB = 1� 3D.
SubstituindoC eB na segunda e na terceira equações, obtém-se

(
1� 3D � 2A+ D = 0;

A� 3A+ 2D = 0:
)

(
2A+ 2D = 1;

2A� 2D = 0:

A soma das duas últimas equações implica emA = 1=4, que substitu�́do em uma das equações
acima resulta emD = 1=4. ComoC = � A e B = 1� 3D, segue-se da�́ queC = � 1=4 e B = 1=4.

Portanto,
1

(s2 + 2s+ 3)(s2 + 1)
=

1
4

�
s+ 1

s2 + 2s+ 3
�

1
4

�
s� 1
s2 + 1

�

Além disso,
s2 + 2s+ 3 = ( s2 + 2s+ 1)+ 2 = ( s+ 1)2 + 2:

Deste modo,

1
(s2 + 2s+ 3)(s2 + 1)

=
1
4

�
s+ 1

(s+ 1)2 + 2
�

1
4

�
s� 1

(s+ 0)2 + 1
�

Portanto,

Y(s) =
1
4

�
s+ 1

(s+ 1)2 + 2
�

1
4

�
s� 1

(s+ 0)2 + 1
+ e� 3ps�

1
(s+ 1)2 + 2

�

Para a determinação dey(t) deve-se aplicar a transformada inversa de Laplace em ambos os
membros acima e usar as fórmulas 10 e 18 da tabela. Para o primeiro, toma-seA = 1, B = 1,
k = � 1 ew =

p
2. Para o segundo termo acima, toma-seA = 1, B = � 1, k = 0 ew = 1. Para o

terceiro termo, toma-seA = 0, B = 1, k = � 1 ew =
p

2.
Observe também que

e� 3ps �
1

(s+ 1)2 + 2
= e� 3ps� L

�
1

p
2

e� t sen(
p

2t)
�

sendof (t) = ( 1=
p

2) e� t sen(
p

2t) a função que se usa na fórmula 18 da tabela e que deve ser
transladada comc = 3p.

Assim,

y(t) = L � 1[Y(s)] =
1
4

� e� t cos(
p

2t) �
1
4

� (cost � sent)+ u3p(t) f (t � 3p)
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=
1
4

� e� t cos(
p

2t) �
1
4

� (cost � sent) + u3p(t) f (t � p)

=
1
4

� e� t cos(
p

2t) �
1
4

� (cost + � sent)+ u3p(t) �
�

1
p

2
� e� (t� 3p) sen[

p
2(t � 3p)]

�

=
1
4

� sent �
1
4

� cost +
1
4

� e� t cos(
p

2t)+
1

p
2

� u3p(t)
h
e� (t� 3p) sen[

p
2(t � 3p)]

i
,

que é a solução do problema dado.

Exemplo 10.4:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ y = d(t � 2p) cost;

y(0) = 0;

y0(0) = 1:

SOLUÇÃO: Aplica-se a transformada de Laplace em ambos os membros, bem como as condições

iniciais e usa-se a fórmula (10.4), comc = 2p, para obter

L
�
y00+ y

�
= L [d(t � 2p) cost]

s2Y(s) � sy(0) � y0(0)+ Y(s) = cos(2p) e� 2ps

(10.6) (s2 + 1)Y(s) = 1+ e� 2ps ) Y(s) =
1

s2 + 1
+ e� 2ps�

1
s2 + 1

�

Pela fórmula 6 da tabela, tem-se que

f (t) = L � 1
�

1
s2 + 1

�
= sent:

Assim, aplicando a transformada inversa em ambos os membrosde (10.6), bem como a já
citada fórmula de inversa da 2a translação, obtém-se

y(t) = L � 1[Y(s)] = L � 1
�

1
s2 + 1

�
+ u2p(t) f (t � 2p)

= sent + u2p(t) sen(t � 2p);

que é a solução do P.V.I. dado.



1.11 Apêndice 1: funções gama e beta 93

1.11 Apêndice 1: funç̃oes gama e beta

Este apêndice aborda algumas funções especiais.
O exemplo 4.3 mostrou que a transformada de Laplace para a função f : [0;¥ ) ! R de�nida

por f (t) = tnek t é dada por

L
�
tn ek t

�
=

n!
(s� k)n+ 1 ; s> k:

Em particular, parak = 0, obtém-se a transformada paraf (t) = tn, a qual é dada por

L (tn) =
n!

sn+ 1 ; s> 0:

Particularizando mais uma vez, tomandos = 1 e usando a de�nição de transformada de
Laplace, decorre da expressão acima que

n! =
Z ¥

0
e� t tndt; n > 0:

A fórmula acima sugere uma maneira de generalizar o fatorial de um número real arbitrário.
Em geral, denota-se este fatorial generalizado porG(n+ 1).

DEFINIÇÃO: A função gamaG : [0;¥ ) ! R é de�nida por

G(x) =
Z ¥

0
e� t t x� 1dt:

Note-se que a função gama é uma função de�nida por uma integral e que, no caso, é
imprópria. Não adentrar-se-á, neste texto, no mérito da boa de�nição deG e nem sobre os
critérios de convergência de integrais impróprias.

O primeiro resultado dá uma importante propriedade satisfeita pela função gama.

Proposição 11.1:A função gama satisfaz

G(x+ 1) = x� G(x):

DEMONSTRAÇÃO: Tem-se, por integranção por partes, que

G(x+ 1) =
Z ¥

0
e� t t [(x+ 1)� 1] dt =

Z ¥

0
e� t txdt = lim

a! ¥

Z a

0
e� t tx dt

= lim
a! ¥

�
� txe� t �

�
�
�
a

0
� lim

a! ¥

Z a

0
xex� 1(� 1)e� t dt

= lim
a! ¥

�
0xe0 � axe� a�

+ x lim
a! ¥

Z a

0
e� t tx� 1dt

= x
Z ¥

0
e� t tx� 1dt = x� G(x);
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como desejado.

Observaç̃ao 11.1:Note-se que

G(1) =
Z ¥

0
e� t t0dt = lim

a! ¥

Z a

0
e� t dt = lim

a! ¥

�
� e� t �

�
�
�
a

0
= lim

a! ¥

�
1� e� a�

= 1:

Façax = n, paran 2 N, na fórmulaG(x+ 1) = xG(x). Então,

G(n+ 1) = n� G(n):

Por recorrência, aplique-se novamente a mesma fórmula �aG(n). Obtém-se

G(n+ 1) = n� G(n) = n� G [(n� 1)+ 1] = n:(n� 1) � G(n� 1):

Novamente recorrendo �a fórmula e assim sucessivamente, obtém-se

G(n+ 1) = n� (n� 1) � (n� 2) � � � [n� (n� 1)]G(1) = n!;

isto é, a função gama é uma generalização natural do fatorial de um inteiro não negativo.

Para exibir outros valores importantes da função gama será necessário calcular o valor de
determinada integral que surgirá nos cálculos feitos a seguir. Isto será feito no próximo exemplo.

Lema 11.1:Sejaf (� ¥ ;¥ ) ! R uma função de�nida porf (x) = e� x2
. Então

Z ¥

� ¥
e� x2

dx=
p

p :

DEMONSTRAÇÃO: De fato, escrevendo

I =
Z ¥

� ¥
e� x2

dx;

então

I 2 =
� Z ¥

� ¥
e� x2

dx
� � Z ¥

� ¥
e� y2

dy
�

=
Z � ¥

� ¥

Z � ¥

� ¥
e� (x2+ y2) dxdy

= lim
a! ¥

Z a

� a

Z a

� a
e� (x2+ y2) dxdy

= lim
a! ¥

I 2(a);(11.1)

onde
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I 2(a) =
Z a

� a

Z a

� a
e� (x2+ y2) dxdy:

SejamR= [ � a;a] � [� a;a],

D1 =
�

(x;y) 2 R2 j x2 + y2 � a2	
e D2 =

�
(x;y) 2 R2 j x2 + y2 �

� p
2a

� 2
�

;

isto é,D1 e D2 são os discos fechados de centro na origem que estão inscritos e circunscritos,
respectivamente, no retânguloR.

Note-se que a área deD1, A(D1) = pa2, é menor do que a área deR, A(R) = 4a2. Tem-se
também queR tem área menor a área deD2, A(D2) = 2pa2. Isto é,

(11.2) A(D1) < A(R) < A(D2):

Figura 11.1: Grá�co da nova região de integração.

Serão usadas as coordenadas polares, dadas por
(

x = r cosq ;

y = r senq ;

cujo jacobiano dessa transformação éJ = r, para calcular algumas integrais.
Faça

I1 =
ZZ

D1

e� (x2+ y2) dxdy e I2 =
ZZ

D2

e� (x2+ y2) dxdy:

Calculando estas integrais, obtém-se

I1 =
ZZ

D1

e� (x2+ y2) dxdy

=
Z a

0

Z 2p

0
e� r2

rdq dr
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= 2p
�

�
1
2

�
e� r2

�
�
�
�

a

0

= p
�

1� e� a2
�

(11.3)

e

I2 =
ZZ

D2

e� (x2+ y2) dxdy

=
Z p

2a

0

Z 2p

0
e� r2

rdq dr

= 2p
�

�
1
2

�
e� r2

�
�
�
�

p
2a

0

= p
�

1� e� 2a2
�

:(11.4)

Como o integrandoe� (x2+ y2) é sempre positivo e as áreas deR, D1 e D2 obedecem a de-
sigualdade (11.2), segue-se que

I1 �
Z a

� a

Z a

� a
e� (x2+ y2) dxdy� I2;

isto é, usando-se os valores obtidos em (11.3) e (11.4), segue-se que

p
�

1� e� a2
�

�
Z a

� a

Z a

� a
e� (x2+ y2) dudv� p

�
1� e� 2a2

�
;

ou ainda,
p

�
1� e� a2

�
� I 2(a) � p

�
1� e� 2a2

�
:

Observe-se que existe limite paraa ! ¥ no primeiro e último membros na desigualdade
acima, de modo que existe limite paraa ! ¥ no membro do central. Assim,

lim
a! ¥

h
p

�
1� e� a2

�i
� lim

a! ¥
I 2(a) � lim

a! ¥

h
p

�
1� e� 2a2

�i
:

Mas, por (11.1), tem-se queI 2 = lim
a! ¥

I 2(a). Portanto

p � I 2 � p ) I 2 = p ) I =
p

p;

como se queria mostrar.

Exemplo 11.1:Um valor importante da função gama éG (1=2). Fazendo a mudança de
variáveist = u2, de modo quedt = 2udu, obtém-se
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G (1=2) =
Z ¥

0
t 1=2� 1 e� t =

Z ¥

0
e� t t � 1=2dt

= 2
Z ¥

0

�
u2� � 1=2

u e� u2
du= 2

Z ¥

0
u� 1ue� u2

du

= 2
Z ¥

0
e� u2

du:

Agora usa-se o valor obtido para a integral dada no lema (11.1). Assim,

G(1=2) = 2
Z ¥

0
e� u2

dx= 2
1
2

Z ¥

� ¥
e� u2

du=
Z ¥

� ¥
e� u2

du=
p

p:

Outros valores da função gama podem ser obtidos a partir dovalor G(1=2) =
p

p. De fato,
segue-se da fórmulaG(x+ 1) = xG(x), dada pela proposição 11.1, que

G(3=2) = G
�

1
2

+ 1
�

=
1
2

G(1=2) =
p

p
2

e G(5=2) = G
�

3
2

+ 1
�

=
3
2

G(3=2) =
3
p

p
4

e assim por diante.

Exemplo 11.2:CalculeG( � 1=2) eG( � 5=2).

SOLUÇÃO: Pela proposição 11.1, a função gama satisfaz

G(x+ 1) = x� G(x) ) G(x) =
G(x+ 1)

x
�

A última expressão acima é usada para generalizar os valores negativos. Assim, fazendo
x = � 1=2, obtém-se

G (� 1=2) =
G (� 1=2+ 1)

� 1=2
= � 2G(1=2) = � 2

p
p ;

onde usou-se o resultadoG(1=2) = � 2
p

p que foi obtido no exemplo 11.1.
Para calcularG (� 5=2), toma-sex = � 3=2 e aplica a fórmula anterior. Assim,

G (� 5=2) =
G (� 3=2+ 1)

� 3=2
= �

2
3

� G(� 1=2) = �
2
3

�
�
� 2

p
p

�
=

4
p

p
3

,

onde usou-se o valor deG (� 1=2) que foi obtido no passo anterior.

Exemplo 11.3:Uma part�́cula com massam é atra�́da para um ponto �xoO com uma força
inversamente proporcional �a sua distância instantâneade O. Se a part�́cula for liberada do re-
pouso, encontre o tempo para que ela alcanceO.
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SOLUÇÃO: No instante de tempot = 0 a part�́cula é colocada sobre o eixox emx = L, onde
L > 0. SejaO a origem. Pela lei de Newton, segue-se que

(11.5) m�
d2x
dt2

= �
k
x

,

ondem é a massa da part�́cula ek > 0 é uma constante de proporcionalidade.
Seja

v =
dx
dt

a velocidade da part�́cula. Então,

d2x
dt2

=
dv
dt

=
dv
dx

�
dx
dt

= v�
dv
dx

�

Assim, (11.5) pode ser escrito na forma

m� v�
dv
dx

= �
k
x

) m
Z

v�
dv
dx

dx= � k
Z dx

x
) m

Z
v dv= � k

Z dx
x

,

ou seja,

(11.6)
m� v2

2
= � k� lnx+ c:

Comov = 0 emx = L, segue-se que

m� 02

2
= � k� ln(L)+ c ) c = k� ln(L):

Assim,
m� v2

2
= � k� lnx+ k� ln(L) )

m� v2

2
= k� ln

�
L
x

�
,

ou ainda,

v2 =
2k
m

� ln
�

L
x

�
) v = �

r
2k
m

�

s

ln
�

L
x

�
�

Escolhe-se o sinal negativo na expressão acima, pois isto signi�ca que x decrescente quando
t cresce, isto é,

(11.7) v = �

r
2k
m

�

s

ln
�

L
x

�
�

Agora determina-se o tempoT tomado pela part�́cula para ir dex = L atéx = 0. Da relação
v(x) = dx=dt, segue-se quedt = dx=v(x). Assim,

T =
Z 0

L

dx
v(x)

= �
Z 0

L

dx
p

2k=m�
p

ln(L=x)
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= �
Z 0

L

dx
p

2k=m�
p

ln(L=x)

= �
Z 0

L

1
p

2k=m
�

dx
p

ln(L=x)

=

r
m
2k

Z L

0

dx
p

ln(L=x)
�(11.8)

Faça a seguinte mudança de variáveis:

ln
�

L
x

�
= u ) x = L � e� u;

donde segue que
dx= � L � e� udu;

de modo que os novos limites de integração são dados por

x = 0 ) u = ln
�

L
0

�
= + ¥ e x = L ) u = ln

�
L
L

�
= ln1 = 0:

Substituindo-se em (11.8), resulta em

T =

r
m
2k

Z L

0

dx
p

ln(L=x)

= �

r
m
2k

Z 0

¥

L � e� u
p

u
du

=

r
m
2k

Z ¥

0

L � e� u

u1=2
du

= L �

r
m
2k

Z ¥

0
e� u � u � 1=2 du

= L �

r
m
2k

Z ¥

0
e� u � u(1=2 � 1) du

= L �

r
m
2k

� G(1=2)

= (pelo resultado do exemplo 11.1)

= L �

r
m
2k

�
� p

p
�

= L �

r
mp
2k

�
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DEFINIÇÃO: De�ne-se afunção betapor

B(x;y) =
Z 1

0
t x� 1 � (1� t) y� 1dt; (x;y > 0):

Proposição 11.2:A função beta satisfaz as seguintes propriedades:

(a)B(x;y) = B(y;x);

(b) B(x;y) = 2
Z p=2

0
( senq)2x� 1 � (cosq)2y� 1 dq .

DEMONSTRAÇÃO: Para a parte (a), faça a mudança de variáveisu = 1� t, de modo que os
novos limites de integração são dados por

t = 0 ) u = 1� 0 = 1 e t = 1 ) u = 1� 1 = 0:

Assim,

B(x;y) =
Z 1

0
t x� 1 � (1� t) y� 1dt

= �
Z 0

1
(1� u) x� 1 � uy� 1du

=
Z 1

0
(1� u) x� 1 � uy� 1du

=
Z 1

0
uy� 1 � (1� u) x� 1du

= B(y;x):

Para a parte (b), faz-se a mudança de variáveist = sen2q , donde segue quedt = 2senq �
cosq dq . Segue-se da�́ que

senq =
p

t ) q = arcsen
� p

t
�

:

de modo que os novos limites de integração são dados por

t = 0 ) q = arcsen0= 0 e t = 1 ) q = arcsen1=
p
2

�

Portanto,

B(x;y) =
Z 1

0
t x� 1 � (1� t) y� 1dt

=
Z p=2

0

�
sen2q

� x� 1
�
�
1� sen2q

� y� 1
� (2senq � cosq) dq
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= 2
Z p=2

0

h
( senq)2

i x� 1
�
h
(cosq)2

i y� 1
� ( senq � cosq) dq

= 2
Z p=2

0

h
( senq)2x� 2 � senq

i
�
h
(cosq)2y� 2 � cosq

i
dq

= 2
Z p=2

0
( senq)2x� 1 � (cosq)2y� 1 dq ;

como desejado.

Proposição 11.3:A função beta pode ser representada em termos da função gama da seguinte
maneira:

B(x;y) =
G(x) � G(y)
G(x+ y)

, (x;y > 0):

DEMONSTRAÇÃO: Por de�nição, a função gama é dada por

G(x) =
Z ¥

0
t x� 1e� t dt:

Introduzindo a mudança de variáveist = u2, de modo quedt = 2udu, obtém-se

G(x) =
Z ¥

0
t x� 1 � e� t dt =

Z ¥

0
2u�

�
u2� x� 1

� e� u2
du

= 2
Z ¥

0
u� u2x� 2 � e� u2

du

= 2
Z ¥

0
u2x� 1 � e� u2

du:(11.9)

Analogamente, fazendot = v2, de modo quedt = 2vdv, obtém-se

G(y) =
Z ¥

0
t y� 1 � e� t dt =

Z ¥

0
2v

�
v2� y� 1

� e� v2
dv

= 2
Z ¥

0
v� v2y� 2 � e� v2

dv

= 2
Z ¥

0
v2y� 1e� v2

dv:(11.10)

O próximo passo consiste em realizar o produto entreG(x) eG(y) obtidos, respectivamente,
em (11.9) e (11.10). Assim,

G(x) � G(y) =
�

2
Z ¥

0
u2x� 1 � e� u2

du
� �

2
Z ¥

0
v2y� 1 � e� v2

dv
�
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= 4
Z ¥

0

Z ¥

0

�
u2x� 1 � e� u2

� �
v2y� 1 � e� v2

�
dudv

= 4
Z ¥

0

Z ¥

0
u2x� 1v2y� 1e� (u2+ v2)dudv:

Usar-se-á coordenadas polares, cujas equações são dadas por
(

u = r cosq ;

v = r senq :

onde 0< r < + ¥ e 0< q < p=2. O jacobiano dessa transformação, em valor absoluto, é dado
por j Jj = r.

Assim,

G(x) � G(y) = 4
Z ¥

0

Z p=2

0
u2x� 1 � v2y� 1 � e� (u2+ v2)dudv

= 4
Z ¥

0

Z p=2

0
(r � cosq) 2x� 1 � (r � senq) 2y� 1 � r � e� r2

dq dr

= 4
Z ¥

0

Z p=2

0
r 2x� 1 � (cosq) 2x� 1 � r 2y� 1 � ( senq) 2y� 1 � r � e� r2

dq dr

= 4
Z ¥

0

Z p=2

0
(cosq) 2x� 1 � ( senq) 2y� 1 � r 2x+ 2y� 1e� r2

dq dr

=
�
2

Z ¥

0
e� r2

� r 2x+ 2y� 1dr
� �

2
Z p=2

0
( senq) 2y� 1 � (cosq) 2x� 1dq

�

=
�
2

Z ¥

0
e� r2

� r 2x+ 2y� 2 � r dr
� �

2
Z p=2

0
( senq) 2y� 2 � senq � (cosq) 2x� 2 � cosq dq

�
(11.11)

Observe agora que a primeira integral no último membro de (11.11) pode ser escrita na forma

2
Z ¥

0
e� r2

� r 2x+ 2y� 2 � r dr =
Z ¥

0
e� r2

� r 2[(x+ y)� 1] � (2r) dr

=
Z ¥

0
e� r2

�
�
r2� (x+ y)� 1

� (2r) dr:

Fazendot = r2, de modo quedt = 2rdr, então os novos limites de integração são dados por

r = 0 ) t = 02 = 0 e r = ¥ ) t = ¥ 2 = ¥ :

Portanto,

2
Z ¥

0
e� r2

� r 2x+ 2y� 2 � r dr =
Z ¥

0
e� r2

�
�
r2� (x+ y)� 1

� (2r) dr

=
Z ¥

0
e� t � t (x+ y)� 1dt = G(x+ y):(11.12)

Além disso, a segunda integral no último membro de (11.11)pode ser escrita como
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2
Z p=2

0
( senq) 2y� 2 � senq � (cosq) 2x� 2 � cosq dq =

=
Z p=2

0
( senq) 2(y� 1) � (cosq) 2(x� 1) � (2� senq cosq) dq

=
Z p=2

0

�
sen2q

� y� 1 �
�
cos2q

� x� 1 � (2� senq cosq) dq

=
Z p=2

0

�
sen2q

� y� 1 �
�
1� sen2q

� x� 1 � (2� senq cosq) dq :

Na última integral acima, fazendot = sen2q , segue-se quedt = 2senq � cosq dq . E os novos
limites de integração são dados por

q = 0 ) t = 0 e q =
p
2

) t = 1:

Portanto,

2
Z p=2

0
( senq) 2y� 2 � senq � (cosq) 2x� 2 � cosq dq =

=
Z p=2

0

�
sen2q

� y� 1 �
�
1� sen2q

� x� 1 � (2� senq cosq) dq

=
Z 1

0
t y� 1 � (1� t) x� 1dt

= B(y;x)

= (proposição 11.2, item (a))

= B(x;y):(11.13)

Substituindo (11.12) e (11.13) em (11.11), conclui-se que

G(x) � G(y) = G(x+ y) � B(x;y);

ou seja, que

B(x;y) =
G(x) � G(y)
G(x+ y)

,

que é o resultado desejado.

Corolário 11.1: Tem-se que
Z p=2

0
( senq)2x� 1 � (cosq)2y� 1 dq =

1
2

�
G(x) � G(y)
G(x+ y)

, (x;y > 0):

DEMONSTRAÇÃO: Pelo item (b) da proposição 11.2, tem-se que
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Z p=2

0
( senq)2x� 1 � (cosq)2y� 1 dq =

1
2

� B(x;y):

Pela proposição 11.3, tem-se que

B(x;y) =
G(x) � G(y)
G(x+ y)

�

Portanto, Z p=2

0
( senq)2x� 1 � (cosq)2y� 1 dq =

1
2

�
G(x) � G(y)
G(x+ y)

�

Exemplo 11.4:Mostre que:

(a)G
�

k+
1
2

�
=

�
k�

1
2

� �
k �

3
2

�
� � �

1
2

�
p

p;

(b) G
�

k+
3
2

�
=

�
k+

1
2

�
�
�

k �
1
2

�
� � �

1
2

�
p

p.

SOLUÇÃO: Pela proposição 11.1, a função gama satisfaz a seguinte fórmula:

G(x+ 1) = x� G(x):

A fórmula acima será usada em recorrência, isto é, seráaplicada seguidas vezes. Assim,
parte-se do valork até quek se torne nulo, �cando-se apenas comG (1=2).

Para a parte (a), tem-se

G
�

k+
1
2

�
= G

��
k �

1
2

�
+ 1

�

fórm.
=

�
k�

1
2

�
� G

�
k �

1
2

�

=
�

k�
1
2

�
� G

��
k �

3
2

�
+ 1

�

fórm.=
�

k�
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� G

�
k �

3
2

�

=
�

k�
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� G

��
k �

5
2

�
+ 1

�

= � � � (continuando o processo, chega-se a:)
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=
�

k�
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� � �

1
2

� G
�

1
2

�

=
�

k �
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� � �

1
2

�
p

p;

onde usou-se o resultado obtido no exemplo 11.1,G(1=2) =
p

p.
Para a parte (b), tem-se

G
�

k+
3
2

�
= G

��
k+

1
2

�
+ 1

�

fórm.=
�

k+
1
2

�
� G

�
k+

1
2

�

=
�

k+
1
2

�
� G

��
k �

1
2

�
+ 1

�

fórm.=
�

k+
1
2

�
�
�

k �
1
2

�
� G

�
k �

1
2

�

=
�

k+
1
2

�
�
�

k �
1
2

�
� G

��
k �

3
2

�
+ 1

�

fórm.=
�

k+
1
2

�
�
�

k �
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� G

�
k �

3
2

�

=
�

k+
1
2

�
�
�

k �
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� G

��
k �

5
2

�
+ 1

�

= � � � (continuando o processo, chega-se a:)

=
�

k+
1
2

�
�
�

k �
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� � �

1
2

� G
�

1
2

�

=
�

k+
1
2

�
�
�

k �
1
2

�
�
�

k �
3
2

�
� � �

1
2

�
p

p ;

onde usou-se o resultado obtido no exemplo 11.1,G(1=2) =
p

p.

Exemplo 11.5:Mostre que

Z p=2

0
sennq dq =

Z p=2

0
cosnq dq =

8
>>><

>>>:

1� 3� 5� � � (n� 1)
2� 4� 6� � � n

�
p
2

, sen 2 N é par;

2� 4� 6� � � (n� 1)
1� 3� 5� � � n

, sen 2 N é �́mpar:

SOLUÇÃO: Pelo corolário 11.1, tem-se que
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Z p=2

0
( senq)2x� 1 � (cosq)2y� 1 dq =

1
2

�
G(x) � G(y)
G(x+ y)

�

Faça 2x� 1 = n e 2y� 1 = 0. Assim,x = (n+ 1)=2 ey = 1=2. Tem-se:
Z p=2

0
sennq dq =

Z p=2

0
( senq)n � (cosq)0 dq

=
1
2

�
G

h
(n+ 1)

2

i
� G

� 1
2

�

G [(n+ 1)=2 + 1=2]

=
1
2

�
G

h
(n+ 1)

2

i
� G

� 1
2

�

G
h

(n+ 2)
2

i �(11.14)

Agora consideren 2 N par, isto é, um número da forman = 2k. Substituindo em (11.14),
obtém-se

Z p=2

0
sennq dq =

1
2

�
G

h
(n+ 1)

2

i
� G

� 1
2

�

G
h

(n+ 2)
2

i �

=
1
2

�
G

h
(2k+ 1)

2

i
� G

� 1
2

�

G
h

(2k+ 2)
2

i �

=
1
2

�
G

�
k+ 1

2

�
� G

� 1
2

�

G(k+ 1)
�

= (pela observação 11.1) e parte (a) do exemplo 11.4

=
1
2

�

��
k � 1

2

� �
k � 3

2

�
� � � 1

2 � G
� 1

2

��
� G

� 1
2

�

k!

=

��
k � 1

2

� �
k � 3

2

�
� � � 1

�
�
� 1

2 � G
� 1

2

�
� G

� 1
2

��

2k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1

= (pelo exemplo 11.1)

=

��
k � 1

2

� �
k � 3

2

�
� � � 1

2

�
�
� p

p �
p

p
�

2[k � (k � 1) � (k � 2) � � � 1]

=

� 1
2 � (2k� 1)

� � 1
2 � (2k� 3)

�
� � � 1

2

k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1
�
p
2

=

� 1
2 � (2k� 1)

� � 1
2 � (2k� 3)

�
� � � 1

2 � (1)
� 1

2 � (2k)
�

�
� 1

2 � (2k� 2)
� � 1

2 � (2k� 4)
�
� � � 1

2 � (2)
�
p
2
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=
(2k� 1)(2k� 3) � � � 1

2k� (2k� 2) � (4k� 4) � � � 2
�
p
2

=
1� 3� 5� � � (2k� 1)

2� 4� 6� � � 2k
�
p
2

,

que mostra a primeira parte.
Para a segunda parte, façan = 2k + 1, isto é, um número �́mpar. Substituindo em (11.14),

encontra-se

Z p=2

0
sennq dq =

1
2

�
G

h
(n+ 1)

2

i
� G

� 1
2

�

G
h

(n+ 2)
2

i �

=
1
2

�
G

h
(2k+ 1)+ 1

2

i
� G

� 1
2

�

G
h

(2k+ 1)+ 2
2

i

=
1
2

�
G(k+ 1) � G

� 1
2

�

G
�
k+ 3

2

�

= (pela observação 11.1)

=
1
2

�
k! � G

� 1
2

�

G
�
k+ 3

2

�

=
1
2

�
k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1

G
�
k+ 3

2

� � G
�

1
2

�

= (pelo exemplo 11.1)

=
1
2

�
k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1

G
�
k+ 3

2

� �
p

p

= (pela parte (b) do exemplo 11.4)

=
1
2

�
k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1

�
k+ 1

2

�
�
�
k � 1

2

�
� � � 1

2 �
p

p
�
p

p

=
1
2

�
k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1
�
k+ 1

2

�
�
�
k � 1

2

�
� � � 1

2

�
p

p
p

p

=
1
2

�
k� (k � 1) � (k � 2) � � � 1
�
k+ 1

2

�
�
�
k � 1

2

�
� � � 1

2

=
k� (k� 1) � (k � 2) � � � 1
�
k+ 1

2

�
�
�
k � 1

2

�
� � � 1
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=

� 1
2 � (2k)

� � 1
2 � (2k� 2)

� � 1
2 � (k � 2)

�
� � � 1

2 � (2)
� 1

2 � (2k+ 1)
� � 1

2 � �(2k� 1)
�
� � �

� 1
2 � (1)

�

=
2k� (2k� 2) � (2k� 4) � � � 2

(2k+ 1) � (2k� 1) � � � 1

=
2� 4� 6� � � 2k

1� 3� 5� � � (2k+ 1)
,

que mostra a segunda parte.
Resta mostrar que os resultados acima valem para a integral de cosn q . Fazendo a mudança

de variáveisq = p=2 � a , segue-se quedq = � da , de modo que os novos limites de integração
são dados por

q = 0 ) a =
p
2

e q =
p
2

) a = 0:

Portanto,
Z p=2

0
sennq dq = �

Z 0

p=2
[sen(p=2 � a )]nda

= �
Z 0

p=2
[sen(p=2) � cosa + ( sena ) � cos(p=2)]nda

= �
Z 0

p=2
[1� cosa + ( sena ) � 0]n da

= �
Z 0

p=2
(cosa )n da

= �
Z 0

p=2
cosna da ;

=
Z p=2

0
cosna da :

Como a variável de integração é “muda”, isto é, não importa a letra usada que o valor da
integral não muda, segue-se que o valor da integral de cosn q é igual ao valor da integral de
sennq . Portanto, mostrou-se que

Z p=2

0
sennq dq =

Z p=2

0
cosnq dq =

8
>>><

>>>:

1� 3� 5� � � (n� 1)
2� 4� 6� � � n

�
p
2

, sen 2 N é par;

2� 4� 6� � � (n� 1)
1� 3� 5� � � n

, sen 2 N é �́mpar:
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1.12 Apêndice 2: interpretaç̃oes f�́sicas

Considere uma mola elástica, �xa por um dos extremos e que passa a oscilar na direção
vertical, como está indicado na �gura 12.0.

Figura 12.0

Suponha que um peso de massam esteja amarrado �a mola e que todo o sistema �que em
equil�́brio com o peso no pontoy = 0 localizado ay0 unidades abaixo do comprimento natural
da mola. Então, segundo a lei de Hooke, o peso experimenta uma força para cima, de módulo
ky0, ondek > 0 é a constante elástica da mola.

Como o sistema está em equil�́brio, esta força acha-se neutralizada precisamente pela força
da gravidade que age sobre o peso. Assim, tem-se

(12.9) ky0 = mg:

Suponha que o sistema massa-mola esteja em equil�́brio e queo peso esteja agora submetido
a uma força vertical adicionalf (t) que pode variar com o tempo. Então, no tempot, com o
peso a uma distânciay(t) da posição de equil�́brio e com a direção positiva orientada para
baixo, as forças que atuam sobre o peso sãomg, devida �a gravidade,� k(y� y0), devida �a força
restauradora da mola ef (t). Assim, pela segunda lei de Newton, tem-se

my00(t) = mg� k(y� y0)+ f (t);

de modo que ao aplicar (12.9), resulta em

my00+ ky= f (t):

Além disso, como o sistema estava inicialmente em repouso,y(t) deve satisfazer as seguintes
condições iniciais:



110 1 Transformada de Laplace

y(0) = 0 e y0(0) = 0:

Assim, obtém-se o movimento do peso (sistema massa-mola) como solução do seguinte
P.V.I.: 8

>><

>>:

my00+ ky= f (t);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

Usando o método da transformada de Laplace, obtém-se

mL (y00)+ kL (y) = L [ f (t)];

m
�
s2Y(s) � sy(0) � y0(0)

�
+ kY(s) = F(s);

ou ainda,
(ms2 + k)Y(s) = F(s);

donde segue-se que

(12.10) Y(s) =
1

ms2 + k
� F(s):

Assim,

Y(s) =
1

m(s2 + k=m)
� F(s) ) Y(s) =

1

m�
p

k=m
�

p
k=m

s2 +
� p

k=m

� 2 � F(s)

Y(s) =
1

p
(m2 � k=m)

�

p
k=m

s2 +
� p

k=m

� 2 � F(s) ) Y(s) =
1

p
km

�

p
k=m

s2 +
� p

k=m

� 2 � F(s):

Usando a tabela vê-se que

L
�

sen
�

kt
m

��
=

p
k=m

s2 +
� p

k=m

� 2 �

Portanto,

L [y(t)] = Y(s) = L
�

1
p

km
� sen

�
kt
m

��
� L [ f (t)]

= L
�

1
p

km
� sen

�
kt
m

�
� f (t)

�
,

que ao aplicar a transformada inversa resulta em

y(t) =
1

p
km

� sen
�

kt
m

�
� f (t):
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Deste modo, a equação do movimento para este sistema que seache sob a ação de uma força
arbitráriaf pode ser externa sob a forma integral, assim,

(12.11) y(t) =
1

p
km

Z t

0
sen

hp
k=m(t � x)

i
f (x) dx:

Nas aplicações, a forçaf (t) comunicada é, em geral, da forma

(12.12) f (t) = A sen(wt);

ondeA e w são constantes positivas, caso em que a equação do movimento se torna

y(t) =
A

p
km

Z t

0
sen

hp
km(t � x)

i
sen(wx) dx:

Embora esta integral possa ser calculada por meio de técnicas elementares, é instrutivo
recomeçar em (12.10) e resolver o problema diretamente. Assim,

Y(s) =
1

ms2 + k
� L [sen(wt)]

=
1

ms2 + k
�

Aw
s2 + w2

=
Aw

(ms2 + k)(s2 + w2)
�(12.13)

Considera-se agora dois casos, ondew seja ou não igual a
p

k=m.

CASO 1: suponha quew 6=
p

k=m. Então,

Aw
(ms2 + k)(s2 + w2)

pode ser desenvolvida em frações parciais. Tem-se:

Aw
(ms2 + k)(s2 + w2)

=
Bs+ C
ms2 + k

+
Ds+ E
s2 + w2

=
(Bs+ C)(s2 + w2)+ ( Ds+ E)(ms2 + k)

(ms2 + k)(s2 + w2)

=
(B+ D)s3 + ( C+ mE)s2 + ( w2B+ kD)s+ ( w2C+ kE)

(ms2 + k)(s2 + w2)
�

Portanto,

(B+ D)s3 + ( C+ mE)s2 + ( w2B+ kD)s+ ( w2C+ kE) = Aw:

Deve-se resolver o sistema abaixo:
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8
>>>>><

>>>>>:

B+ D = 0

C+ mE= 0

w2B+ kD = 0

w2C+ kE = Aw

EscrevendoD = � B eC = � mE e substituindo nas duas equações restantes, obtém-se
(

w2B� kB= 0

� mw2E + kE = Aw
)

( �
w2 � k

�
B = 0;

�
k � mw2

�
E = Aw

Portanto,B = 0, que implica emD = 0. Além disso, segue-se que

E =
Aw

k� mw2 ) C = �
Amw

k� mw2 �

Assim,

Y(s) =
Aw

(ms2 + k)(s2 + w2)

= �
Amw

k� mw2 �
1

ms2 + k
+

Aw
k� mw2 �

1
s2 + w2

=
Aw

k� mw2

�
1

s2 + w2 �
m

ms2 + k

�
�

Usando a tabela e tomando as transformadas inversas, encontra-se

(12.14) y(t) =
Aw

k� mw2

"
1
w

� sen(wt) �

r
m
k

� sen

 r
k
m

!

t

#

:

Esta função pode ser interpretada como a superposição de oscilações de duas frequências
diferentes:

2p

r
k
m

e 2pw:

A primeira delas é denominadafrequência naturaldo sistema, enquanto que a segunda é a
frequência da força aplicadaf (t) = Asen(wt). Na �gura 12.1 está esboçado o grá�co dey(t)
quandom= k = 1, A = 3 ew = 2.

CASO 2: paraw =
p

k=m. Assim, de (12.13), vem que

Y(s) =
Aw

(ms2 + k)(s2 + w2)
=

A
p

k=m

(ms2 + k)
�
s2 +

� p
k=m

� 2
�

=
A

p
k=m

(ms2 + k) [s2 + ( k=m)]
=

A
p

k=m

(ms2 + k)
�

ms2 + k
m

�
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Figura 12.1

=
Am

p
k=m

(ms2 + k)2 =
A

r

m2 �
k
m

ms2 + k)2 =
A

p
km

(ms2 + k)2

=
A

p
km

s
�

s
(ms2 + k)2 �

Mas, como

L � 1
�

s
(ms2 + k)2

�
= L � 1

�
�

1
2m

�
d
ds

�
1

ms2 + k

��

=
1

2m
� t � L � 1

�
1

ms2 + k

�

=
t

2m
p

km
� sen

 r
k
m

� t

!

;

pode-se usar a fórmula da convolução para se obter
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y(t) =
A

2m

Z t

0
x� sen

 r
k
m

� x

!

dx

=
A

2m

"

�
x

p
k=m

� cos

 r
k
m

� x

! �
�
�
�
�

t

0

+
1

p
k=m

Z t

0
cos

 r
k
m

� x

!#

=
A

2m

"

�
t

p
k=m

� cos

 r
k
m

� t

!

+
0

p
k=m

� cos0+

+
1

p
k=m

�
1

p
k=m

� sen

 r
k
m

� x

! �
�
�
�
�

t

0

#

=
A

2m
�

1
k=m

�

"

sen

 r
k
m

� t

!

� sen0

#

�
A

2m

"
t

p
k=m

� cos

 r
k
m

� t

!#

=
A

2m

"
m
k

sen

 r
k
m

� t

!

�

r
m
k

� t � cos

 r
k
m

� t

!#

,

onde se fez uma integração por partes com
8
<

:

u = x;

dv= sen
� p

k=m� x
�

dx;
)

8
<

:

du= dx;

v = � 1p
k=m

� cos
� p

k=m� x
�

:

Logo,

(12.15) y(t) =
A
2k

sen

 r
k
m

� x

!

�
A

2
p

km
� t � cos

 r
k
m

� x

!

:

Portanto, quando a frequência aplicada é igual �a frequência natural, a amplitude das oscilações
cresce com o tempo e a mola se estende, en�m, além do seu limite elástico (veja a �gura 12.2,
esboçada paraA = k = m = 1). Este fenômeno é conhecido comoressonânciae é importante
em vários problemas de F�́sica.

Situação bastante diferente surge se tentar achar a resposta deste sistema quando o peso
recebe um golpe brusco, na direção vertical, no tempot = a, coma � 0. Para obter a equação
do movimento, neste caso, introduz-se a funçãof de�nida por

(12.16) f (t) =

8
>><

>>:

0; 0 � t � a;

1=c; a < t < a+ c;

0; a+ c � t;

ondec é uma constante positiva arbitrária.
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Figura 12.2

Fisicamente,f representa uma força de módulo1=c que age sobre o sistema durante um tempo
e, assim,f comunica ao sistema umimpulsototal de 1.7

Concorda-se agora que a descrição matemática da situação f�́sica descrita pelas palavras
“golpe brusco” se obtém aplicando-se uma força que age porintervalo de tempo arbitraria-
mente pequeno, mas comunica um impulso predeterminado, ou uma variação do momento, ao
sistema. Este problema vem a ser, então, o de determinar o comportamento da soluçãoy(t) de
(12.11) quandof é como acima ec ! 0.

A substituição de (12.16) em (12.11) resulta em

(12.17) f (t) =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

0; 0 � t � a;

1
c

Z a+ c

a

"
1

p
km

sen

 r
k
m

(t � x)

!#

dx; a < t < a+ c;

1
c

Z t

a

"
1

p
km

sen

 r
k
m

(t � x)

!#

dx; a+ c � t:

7 Diz-se que uma força constante de móduloF a agir sobre um objeto de massamport segundos comunica umimpulso
I = F � t ao objeto. ComoF = ( d=dt)(mv), ondev é o módulo da velocidade do objeto (segunda lei de Newton),segue-se
que, quandoF é constante, a variaçãototal do momentomvdo objeto é igual ao impulso. Neste estudo, admite-se, por
questão de comodidade, queI = 1.
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Passando o limite parac ! 0, obtém-se a solução

(12.18) y0(t) =

8
>><

>>:

0; 0 � t � a;

1
p

km
� sen

" r
k
m

(t � a)

#

; t > a:

Masy0(t) também é solução do P.V.I.
8
>><

>>:

my00+ ky= 0;

y(a) = 0;

y0(a) = 1=m;

e, como tal, pode ser interpretada como a resposta de uma molapesada �a qual se aplica um
momento unitário emt = a (isto é,my0(a) = 1) e se larga em seguida. Segue-se que, nesta
situação,y0(t) pode ser interpretada como que surgindo de um impulso unitário instantâneo,
comunicado ao sistema emt = a e o problema �ca resolvido.

Para melhor compreensão sobre o que foi dito aqui, recomenda-se estudar as seções sobre a
transformada de Laplace do produto de convolução, bem como a seção sobre o delta de Dirac.

Sistema meĉanico

Considere uma massam suspensa por uma mola que está rigidamente presa em uma de suas
extremidades. A posição de equil�́brio é denotada pory = 0, o deslocamento para baixo é rep-
resentado pory > 0, enquanto o deslocamento para cima é representado pory < 0. Além disso,
sejam:

(i) k > 0 a constante elásticca da mola segundo a lei de Hooke;

(ii ) ay0(t) a força de amortecimento devido ao meio (por exemplo, o ar),ondea > 0, isto é, a
força de amortecimento é proporcional �a velocidadey0(t);

(iii ) f (t) representa todas as forças externas atuando sobrem.

A segunda lei de Newton a�rma que a soma das forças atuando sobrem é igual amy00(t), ou
seja, que

my00(t) = � ky(t) � ay0(t)+ f (t);

ou ainda, de forma mais simples,

(12.19) my00+ ay0+ ky= f (t):

A equação acima é chamada deequação do movimento.Sea = 0, o movimento é chamado
não amortecido. Se f (t) � 0 (isto é, sem forças externas), o movimento é chamado delivre;
caso contrário é chamado deforçado.
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OSCILADOR COM AMORTECIMENTO: Suponha que a massam parta do repouso na posição
y0. Entãoy(0) = y0 e y0(0) = 0. Assim, o modelo matemático para o oscilador com amorteci-
mento partindo do repouso é dado pelo P.V.I. a seguir:

8
>><

>>:

my00+ ay0+ ky= 0;

y(0) = y0;

y0(0) = 0:

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros, obtém-se

mL (y00)+ aL (y0)+ kL (y) = 0

m
�
s2Y(s) � sy(0) � y0(0)

�
+ a[sY(s) � y(0)] + kY(s) = 0

�
ms2 + as+ k

�
Y(s) � y0ms� ay0 = 0

�
ms2 + as+ k

�
Y(s) = y0(ms+ a);

ou seja,

Y(s) =
y0(ms+ a)

ms2 + as+ k
=

y0(ms+ a)

m
�

s2 +
a
m

� s+
k
m

� �

A última expressão pode ser manipulada, completando-se oquadrado do denominador. As-
sim,

s2 +
a
m

� s+
k
m

=
�

s2 +
a
m

� s+
a2

4m2

�
+

�
k
m

�
a2

4m2

�

=
�

s2 +
a

2m

� 2
+

�
k
m

�
a2

4m2

�
�

Deste modo,

Y(s) =
y0

m
�

2

6
6
6
4

ms+ a
�

s2 +
a

2m

� 2
+

�
k
m

�
a2

4m2

�

3

7
7
7
5

�

Agora usa-se a fórmula 8 da tabela,

L � 1
�

As+ B
(s� k)2 + w2

�
= ekt

�
A� cos(wt)+

Ak+ B
w

� sen(wt)
�

; (w 6= 0);

com

A = m; B = a; k = �
a

2m
e w =

r
k
m

�
a2

4m2 �

Aqui é preciso ter um cuidado especial: com as hipóteses dadas, não é poss�́vel a�rmar que
w 6= 0 e, assim, também não se sabe que o radicando que de�new é positivo (caso contrário,
não existe a raiz quadrada). Mas observe que, se
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a2

4m2 <
k
m

,

então o radicando é positivo, e assimw está bem de�nido e que seráw 6= 0. Assim,

a2

4m2 <
k
m

)
a2

4m
< k ) a2 < 4km:

Assim, se o amortecimento for pequeno, entãob2 < 4km. Além disso, fazendo

w2 =
k
m

�
a2

4m2 ) w = w 6= 0;

a expressão paraY(s) �ca reescrita com

Y(s) =
y0

m
�

2

6
4

ms+ a
�

s2 +
a

2m

� 2
+ w2

3

7
5 ;

e agora a fórmula 8 pode ser usada para concluir que

y(t) =
y0

m
� e� (a=2m)�t

�
mcos(wt)+

m� (� a=2m)+ a
w

� sen(wt)
�

=
y0

m
� e� (a=2m)�t

�
mcos(wt)+

a=2

w
� sen(wt)

�

= y0 � e� (a=2m)�t
h
cos(wt)+

a
2mw

� sen(wt)
i

�

1.13 Exerc�́cios propostos

Exerc�́cio 1: Encontre a transformada de Laplace para

f (t) =

(
1; se 0� t < p;

0; se p � t < ¥ :

Exerc�́cio 2: Encontre a transformada de Laplace para a função
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f (t) =

8
>><

>>:

t; se 0� t < 1;

2� t; se 1� t < 2;

0; se 2� t < ¥ :

Exerc�́cio 3: Encontre a transformada inversa de Laplace para a função

F(s) =
3s

s2 � s� 6
�

Exerc�́cio 4: Use a transformada de Laplace para resolver o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 3y0+ 2y = 0;

y(0) = 1;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 5: Use a transformada de Laplace para resolver o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00� 2y0+ 2y = cost;

y(0) = 1;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 6: Encontre a transformada de LaplaceY(s) = L [y(t)] do P.V.I. abaixo. Não é
preciso encontrar a transformada inversa.

8
>>>>><

>>>>>:

y00+ 4y =

(
1; se 0� t < p;

0; se p � t < ¥ ;

y(0) = 1;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 7: Encontre a transformada de LaplaceY(s) = L [y(t)] do P.V.I. abaixo. Não é
preciso encontrar a transformada inversa.

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

y00+ y =

8
>><

>>:

t; se 0� t < 1;

2� t; se 1� t < 2;

0; se 2� t < ¥ ;

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 8: Expressef (t) em termos da função de Heavisideuc(t), onde
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f (t) =

8
>>>>><

>>>>>:

0; se 0� t < 3;

� 2; se 3� t < 5;

2; se 5� t < 7;

1; se t � 7:

Exerc�́cio 9: Expressef (t) em termos da função de Heavisideuc(t), onde

f (t) =

(
t2; se 0� t < 2;

1; se t � 2:

Exerc�́cio 10:Expressef (t) em termos da função de Heavisideuc(t), onde

f (t) =

8
>>>>><

>>>>>:

t; se 0� t < 2;

2; se 2� t < 5;

7� t; se 5� t < 7;

0; se t � 7:

Exerc�́cio 11:Encontre a transformada de Laplace para a função

f (t) =

(
0; se t < 2;

(t � 2)2; se t � 2:

Exerc�́cio 12:Encontre a transformada de Laplace para a função

f (t) =

(
0; se t < 1;

t2 � 2t + 2; se t � 1:

Exerc�́cio 13:Encontre a transformada de Laplace para a função

f (t) =

8
>><

>>:

0; se t < p;

t � p; se p � t < 2p;

0; se t � 2p:

Exerc�́cio 14:Encontre a transformada inversa de Laplace para a seguinte função:

F(s) =
2e� 2s

s2 � 4
�

Exerc�́cio 15:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
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8
>>>>><

>>>>>:

y00+ y =

(
1; se 0� t < 3p;

0; se 3p � t < ¥ :

y(0) = 0;

y0(0) = 1:

Exerc�́cio 16:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>>>>><

>>>>>:

y00+ 2y0+ 2y =

(
1; se p � t < 2p;

0; se 0� t < p e t � 2p:

y(0) = 0;

y0(0) = 1:

Exerc�́cio 17:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 4y = sent + up(t) sen(t � p);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 18:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ y = u3p(t);

y(0) = 1;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 19:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>>>>><

>>>>>:

y00+ y =

(
t=2; se 0� t < 6;

3; se t � 6:

y(0) = 0;

y0(0) = 1:

Exerc�́cio 20:Encontre a solução do seguinte P.V.I.:
8
>>>>><

>>>>>:

y00+ y0+
5
4

y =

(
sent; se 0� t < p;

0; se t � p:

y(0) = 0;

y0(0) = 0:
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Exerc�́cio 21:Encontre a solução do P.V.I. abaixo:
8
>><

>>:

y00+ 4y = d(t � p) � d(t � 2p);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 22:Encontre a solução do P.V.I. abaixo:
8
>><

>>:

y00� y = � 20d(t � 3);

y(0) = 1;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 23:Encontre a solução do P.V.I. abaixo:
8
>><

>>:

y00+ 4y = d(t � 4p);

y(0) = 1=2;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 24:Encontre a solução do P.V.I. abaixo:
8
>><

>>:

y00+ y = d(t � 2p) � cost;

y(0) = 0;

y0(0) = 1:

Exerc�́cio 25:Encontre a solução do P.V.I. abaixo:
8
>><

>>:

y00+ y = up=2(t)+ 3d (t � 3p=2) � u2p(t);

y(0) = 0;

y0(0) = 0:

Exerc�́cio 26:Encontre a transformada inversa de Laplace para a seguinte função:

F(s) =
1

s4 (s2 + 1)
�

Exerc�́cio 27:Encontre a transformada inversa de Laplace para a seguinte função:

F(s) =
1

(s+ 1)2 (s2 + 4)
�
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Exerc�́cio 28:Use o método da convolução para resolver o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ w2y = g(t);

y(0) = 0;

y0(0) = 1:

Exerc�́cio 29:Use o método da convolução para resolver o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 4y0+ 4y = g(t);

y(0) = 2;

y0(0) = � 3:

Exerc�́cio 30:Use o método da convolução para resolver o seguinte P.V.I.:
8
>><

>>:

y00+ 3y0+ 2y = cos(a t);

y(0) = 1;

y0(0) = 0:

Respostas

Exerc�́cio 1: F(s) =
1� e� ps

s
�

Exerc�́cio 2: F(s) =
1� 2e� s+ e� 2s

s2 �

Exerc�́cio 3: f (t) =
9
5

e3t +
6
5

e� 2t :

Exerc�́cio 4: y(t) = 2e� t � e� 2t:

Exerc�́cio 5: y(t) =
1
5

�
cost � 2sent + 4et cost � 2et sent

�
:

Exerc�́cio 6:Y(s) =
s

s2 + 4
+

1� e� ps

s(s2 + 4)
�

Exerc�́cio 7:Y(s) =
1� 2e� s+ e� 2s

s2(s2 + 1)
�
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Exerc�́cio 8: f (t) = � 2u3(t)+ 4u5(t) � u7(t):

Exerc�́cio 9: f (t) = t2 + u2(t)
�
1� t2�

:

Exerc�́cio 10: f (t) = t + u2(t)(2� t)+ u5(t)(5� t) � u7(t)(7� t):

Exerc�́cio 11:F(s) =
2e� s

s3 �

Exerc�́cio 12:F(s) =
e� s

�
s2 + 2

�

s3 �

Exerc�́cio 13:F(s) =
e� ps

s2 �
e� 2ps

s2 (1+ ps):

Exerc�́cio 14: f (t) = u2(t) � senh[2(t � 2)]:

Observe que:

senhx =
ex � e� x

2
=

e2x � 1
2ex =

1� e� 2x

2e� x �

Exerc�́cio 15:y(t) = 1� cost + sent � u3p(t) � (1+ cost):

Exerc�́cio 16:y(t) = e� t � sent +
1
2

� up(t) �
h
1+ e� (t� p) � cost + e� (t� p) � sent

i
�

�
1
2

� u2p(t)
h
1� e� (t� 2p) � cost � e� (t� 2p) � sent

i
:

Exerc�́cio 17:y(t) =
1
6

� [2sent � sen(2t)] �
1
6

� up (t) � [2sent + sen(2t)] :

Exerc�́cio 18:y(t) = cost + u3p(t) � [1� cos(t � 3p)] :

Exerc�́cio 19:
1
2

� sent +
1
2

� t �
1
2

� u6(t) � [t � 6� sen(t � 6)] :

Exerc�́cio 20:y(t) = h(t)+ up (t) � h(t � p), onde

h(t) =
4
17

h
� 4cost + sent + 4� te� t=2 � cost + e� t=2 � sent

i
:

Exerc�́cio 21:y(t) =
1
2

� up(t) � sen[2(t � p)] �
1
2

� u2p(t) � sen[2(t � 2p)]:

Exerc�́cio 22:y(t) = cosht � 20� u3(t) � senh(t � 3):

Observe que:

senhx =
ex � e� x

2
=

e2x � 1
2ex =

1� e� 2x

2e� x
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e

coshx =
ex + e� x

2
=

e2x + 1
2ex =

1+ e� 2x

2e� x �

Exerc�́cio 23:y(t) =
1
2

� cos(2t)+
1
2

� u4p(t) � sen[2(t � 4p)]:

Exerc�́cio 24:y(t) = sent + u2p(t) � sen(t � 2p):

Exerc�́cio 25:y(t) = up=2(t) [1� cos(t � p=2)] + 3� u3p=2(t) � sen(t � 3p=2) �
� u2p(t) [1� cos(t � 2p)] :

Exerc�́cio 26: f (t) =
1
6

�
(t3) � ( sent)

�
=

1
6

Z t

0
(t � x)3senxdx:

Exerc�́cio 27: f (t) =
1
2

��
t e� t � � ( sen(2t))

�
=

1
2

Z t

0
(t � x) e� (t� x) sen(2x) dx:

Exerc�́cio 28:y(t) =
1
w

sen(wt)+
1
w

f [ sen(wt)] � g(t)g =

=
1
w

sen(wt)+
1
w

Z t

0
sen[w(t � x)] g(x) dx:

Exerc�́cio 29:y(t) = 2e� 2t + t e� 2t +
��

t e� 2t� � g(t)
�

=

= 2e� 2t + t e� 2t +
Z t

0
(t � x) e2(t� x) g(x) dx:

Exerc�́cio 30:y(t) = 2e� t � e� 2t +
��

e� t � e� 2t� � cos(a t)
�

=

= 2e� t � e� 2t +
Z t

0

h
e� (t� x) � e� 2(t� x)

i
cos(a x) dx:
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N.o f (x) = L � 1[F(s)] F(s) = L [ f (x)]

1. k k=s; s> 0; k = const.

2. t n; n 2 N n!
sn+ 1; s> 0

3. ek t 1
s� k; s> k

4. sen(wt) w
s2 + w2 ; s> 0

5. cos(wt) s
s2 + w2 ; s> 0

6. ek t � sen(wt) w
(s� k)2 + w2 ; s> k

7. ek t � cos(wt) s � k
(s� k)2 + w2 ; s> k

8. ek t
�
A cos(wt) + Ak+ B

w sen(wt)
� As+ B

(s� k)2 + w2 ; s> k e w 6= 0

9. senh(wt) w
s2 � w2 ; s> jwj

10. cosh(wt) s
s2 � w2 ; s> jwj

11. ek t � senh(wt) w
(s� k)2� w2 ; s> k

12. ek t � cosh(wt) s � k
(s� k)2 � w2 ; s> k

13. ek t
�
A cosh(wt) + Ak+ B

w senh(wt)
� As+ B

(s� k)2 � w2 ; s> k e w 6= 0

14. t n � ek t; n 2 N n!
(s� k) n+ 1; s> k

15. ek t � f (t) F(s� k)

16. f (kt) 1
c F (s=k) ; k > 0

17. uc(t) e� cs

s ; s> 0

18. uc(t) � f (t � c) e� csF(s)

19. d c(t) = d(t � c) e� cs

20. d(t � c) � f (t) e� cs� f (c)

21. f (t) � g(t) =
Rt

0 f (t � x) g(x) dx F(s) � G(s)

22.
Rt

a f (x) dx 1
sF(s) � 1

s

Ra
0 f (t) dt

23. f 0(t) sF(s) � f (0+ )

24. f 00(t) s2F(s) � s f (0+ ) � f 0(0+ )

25. tn � f (t) (� 1)nF (n)(s)

26. (� t)n � f (t) F(n)(s)

27. f (t)=t
R¥

s F(x) dx; se existe lim
t! 0+

[ f (t)=t]



Cap�́tulo 2

Séries de Fourier

2.1 Introdução

Estas séries surgiram quando J. Fourier usou o método de separação de variáveis para resolver
a equação do calor. Neste cap�́tulo estuda-se as séries de Fourier por si só. A questão central na
teoria das séries de Fourier é saber quando é poss�́vel representar uma dada função por meio de
uma série in�nita envolvendo um conjunto prescrito de func¸ões.

Quando se estuda certos problemas de valores de contorno é comum surgir a necessidade de
representar funções por séries. Por exemplo, alguns problemas da da f�́sica-matemática indicam
a necessidade de saber se uma função realf : [0;L] ! R pode ser representada na forma abaixo:

(1.1) f (x) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
�

A expressão
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i

é ditasérie trigonométrica.
A série de Fourier,objeto de estudo deste cap�́tulo, é uma série trigonométrica, onde os coe-

�cientes guardam estreita relação com a funçãof dadaa priori. Por outro lado, existem séries
trigonométricas que não são séries de Fourier. Isto será visto na seção 2.11, onde será apresen-
tada e estudada aidentidade de Parsevale que demonstra, como aplicação de tal identidade, o
que foi a�rmado.

2.2 Funç̃oes períodicas

DEFINIÇÃO: Uma funçãof : R ! R diz-seperiódicadeper�́odo Tse f (x+ T) = f (x) para
todox 2 R.

127
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Exemplo 2.1:As funçõesf ;g : R ! R, de�nidas por f (x) = senx e g(x) = cosx, são
periódicas de per�́odoT = 2p.

De fato, tem-se que

f (x+ 2p) = sen(x+ 2p) = senx� cos2p + sen2p � cosx

= senx� 1+ 0� cosx = senx = f (x);

para todox 2 R.
Da mesma forma,

g(x+ 2p) = cos(x+ 2p) = cosx� cos2p � senx� sen2p

= cosx� 1+ senx� 0 = cosx = g(x);

para todox 2 R.

O leitor poderá veri�car que o valor 4p também representa um per�́odo para as funções seno
e cosseno. De fato, se uma função é periódica, então elapossui vários per�́odos. Na verdade, não
há problema algum em funções periódicas possu�́rem vários per�́odos. Aliás, esta propriedade
das funções periódicas, além de útil, desempenha importante papel, em particular no estudo das
séries de Fourier.

Neste ponto será introduzido o conceito deper�́odo fundamental.Inicialmente, observa-se
que, seT é um per�́odo para a funçãof , então 2T também é um per�́odo para a mesmaf . De
fato,

f (x+ 2T) = f [(x+ T)+ T] = f (x+ T) = f (x):

Outro caso também merece atenção: sef é periódica de per�́odoT, então� T também é
per�́odo paraf . Com efeito,

f (x) = f [(x� T)+ T] = f (x� T) ) f [ x+ ( � T)] = f (x);

mostrando quef também é periódica de per�́odo� T.
Estas duas situações mostram que uma mesma função pode ter vários per�́odos, positivos e

negativos. Mais ainda: de maneira mais geral tem-se que, seT é um per�́odo para a funçãof ,
entãokT também é um per�́odo paraf , ondek é um inteiro positivo, negativo ou nulo. Para ver
isso, basta usar indução emk. De fato, suponha quef é periódica de per�́odoT e que a mesma
seja periódica de per�́odokT, isto é, quef (x+ kT) = f (x). Assim,

f [x+ ( k+ 1)T] = f [x+ ( kT + T)] = f [(x+ T)+ kT]

= f (x+ T) = f (x);
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onde usou-se a hipótese de indução no penúltimo passo acima e a peridiocidade def no último.
Isto demonstra o que foi a�rmado.

No caso acima, qualquer múltiplo inteiro do per�́odoT é também um per�́odo. O casok = 0
equivale a�rmar que 0 é um per�́odo def . Mas, a rigor, o número 0 é um per�́odo para qualquer
função, pois é sempre verdade quef (x + 0) = f (x) qualquer que sejax e qualquer que seja
a funçãof . Deste modo não é interessante ter o valor 0 como per�́odo,devendo o mesmo ser
descartado. Portanto, ao falar sobre per�́odo de função deve-se levar em conta queT 6= 0.

Além disso, também é interessante não considerar per�́odos negativos, visto que seus simétricos
serão também per�́odos, bastando estes para trabalhar. Sendo conveniente considerar apenas
per�́odos positivos, deve-se, agora encontrar uma maneirade �xar apenas um entre eles de modo
que termine a aparente ambiguidade na de�nição de função periódica. Assim sendo, tem-se:

O menor per�́odo positivo é chamado deper�́odo fundamental,ou simplesmenteper�́odo
quando não houver dúvida de que se trata do per�́odo fundamental.

Exemplo 2.2:Seja f : (0;2) ! R uma função de�nida porf (x) = x2. Fazer umaextensão
periódicade f e de per�́odoT = 2.

SOLUÇÃO: O grá�co da funçãof encontra-se abaixo:

2 4

4

x

y

Figura 2.1: Grá�co da funçãof .

Inicialmente deve-se observar que uma extensão periódica implica dizer que a nova função
f esteja de�nida para todox 2 R. Tais valores dex devem ser divididos em dois grupos: (a)
x = 2k, comk 2 Z e (b) os demais valores dex, ou seja,x 2 (2k� 2;2k), k 2 Z .
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Para os valoresx 2 (2k � 2;2k) a função deve ser um “espelho” do grá�co dex2, ou seja,
deve ser a translação desta função, para a esquerda e direita. Melhor dizendo, a função deve ser
(x� 2k)2 parax 2 (2k� 2;2k).

Para os valores def nos pontosx= 2k, comk 2 Z , deve-se ter um cuidado adicional: a função
f dada não está de�nida emx = 0 ex = 2. Assim, antes de se fazer uma extensão direta para a
função f , deve-se fazer uma extensão def , ainda não periódica, de�nindo-se um valor em um
dos pontosx = 0 e x = 2. Fixado um destes pontos, por exemplo,x = 0, escolhe-se qualquer
valor para a sua imagem. Aqui será assumido o valor zero, isto é, seef denota a extensão def
no pontox = 0, entãoef (0) = 0.

Observa-se que não é poss�́vel estenderf simultaneamente nos dois valoresx = 0 e x = 2,
pois a periodicidade esperada paraf implicaria em duas imagens distintas para os pontos da
formax = 2k e, consequentemente, deixaria de ser função.

Com estas considerações é poss�́vel escrever a extensão periódica da seguinte maneira:

f (x) =

(
(x� 2k)2; se 2k� 2 < x < 2k; k 2 Z ;

0; se x = 2k:

O grá�co da extensão periódicaf encontra-se na �gura 2.2 abaixo.

-6 -4 -2 2 4 6

4

x

y

Figura 2.2: Grá�co da funçãof .

Observaç̃ao 2.1:Foi comentado acima que não é poss�́vel fazer uma extensão inicial de f
de�nindo valores simultaneamente parax = 0 e x = 2, pois a extensão periódica não seria
função. A maneira mais simples de ver isso é considerar a funçãog : [0;2] ! R de�nida por
g(x) = x2. Com isso, nota-se facilmente queg(0) = 0 eg(2) = 4. Se uma nova extensão, agora
periódica, for feita, então o grá�co será como na �gura 2.3.
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-6 -4 -2 2 4 6

4

x

y

Figura 2.3: Grá�co da extensão periódica deef .

Agora basta observar que em cada ponto da formax = 2k, comk 2 Z , existem duas imagens,
isto é,g(2k) assume os valores 0 e 4. Deste modo, a extensão periódicag não é uma função.
Em suma, não é poss�́vel fazer uma extensão periódica para a funçãog : [0;2] ! R de�nida por
g(x) = x2.

Exemplo 2.3:Sejaf : R ! R uma função de�nida porf (x) = sen(npx=L), onden2 N é �xo,
porém arbitrário.

Deseja-se determinar o per�́odo fundamentalT para a função dada. Assim, para queT seja
per�́odo, para todox 2 R, deve-se ter

sen
hnp

L
(x+ T)

i
= sen

� npx
L

�
,

ou seja,

sen
� npx

L

�
� cos

�
npT

L

�
+ sen

�
npT

L

�
�
�

cos
npx
L

�
= sen

� npx
L

�
�

A última equação acima é verdadeira para todos os valores dex real. Assim, em particular,
pode-se tomarx = L=2n para obter

sen
� p

2

�
� cos

�
npT

L

�
+ cos

� p
2

�
� sen

�
npT

L

�
= sen

� p
2

�
,

sen
� p

2

�
� cos

�
npT

L

�
= sen

� p
2

�
,

que implica em

(2.1) cos
�

npT
L

�
= 1:
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Usando a identidade trigonométrica fundamental sen2q + cos2q = 1, com q = (npT)=L,
obtém-se

sen2
�

npT
L

�
+ cos2

�
npT

L

�
= 1 ) sen2

�
npT

L

�
+ 12 = 1;

isto é,

(2.2) sen
�

npT
L

�
= 0:

Agora deve-se procurar o menor valor positivo deT que satisfaça as equações (2.1) e (2.2)
simultaneamente. Logo, o argumento(npT)=L deve ser igual a 2p. Assim,

npT
L

= 2p ) T =
2L
n

�

Portanto, o per�́odo fundamental de sen(npx=L) é T = 2L=n.

Exemplo 2.4:Analogamente, mostra-se que o per�́odo fundamental de cos(npx=L) também é
T = 2L=n.

De fato, suponha queT é um per�́odo fundamental da funçãof : R ! R de�nida por f (x) =
cos(npx=L), onden 2 N é �xo, porém arbitrário. Então, para todox 2 R, deve-se terf (x+ T) =
f (x), isto é,

cos
hnp

L
(x+ T)

i
= sen

npx
L

,

ou seja,

cos
� npx

L

�
� cos

�
npT

L

�
� sen

� npx
L

�
� sen

�
npT

L

�
= cos

� npx
L

�
�

Como a igualdade acima vale para todox real, basta tomar, em particular,x = L=2n, para
escrever

cos
� p

2

�
� cos

�
npT

L

�
� sen

� p
2

�
� sen

�
npT

L

�
= cos

� p
2

�
,

0� cos
�

npT
L

�
� 1� sen

�
npT

L

�
= 0;

sen
�

npT
L

�
= 0;(2.3)

onde usou-se os fatos que cos(p=2) = 0 e sen(p=2) = 1.
Com a identidade trigonométrica fundamental sen2 q + cos2 q = 1, comq = (npT)=L, obtém-

se

sen2
�

npT
L

�
+ cos2

�
npT

L

�
= 1 ) 02 + cos2

�
npT

L

�
= 1;
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isto é,

(2.4) cos
�

npT
L

�
= 1:

Assim, procura-se pelo menor valor positivo deT que satisfaça as equações (2.3) e (2.4)
simultaneamente. Logo, o argumento(npT)=L deve ser igual a 2p, isto é,

npT
L

= 2p ) T =
2L
n

�

Portanto, o per�́odo fundamental de cos(npx=L) é T = 2L=n.

O leitor deve ter em conta que o objetivo deste texto é estudar e analisar as séries de Fourier,
de modo que o estudo das funções periódicas que está sendo feito aqui se deve a periodicidade
das funções senos e cossenos que aparecem neste tipo de série e que foi mostrada através dos
exemplos 2.3 e 2.4. Assim, observando, mais uma vez, que se uma função pode ser representada
por sua série de Fourier, então é poss�́vel escrever

f (x) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i
�

Em virtude da periodicidade das funções senos e cossenos na série de Fourier, é poss�́vel
questionar se a funçãof , no primeiro membro, também deve ser periódica, ou seja, ´e preciso
saber se a periodicidade def é uma exigência para que faça sentido falar em sua série de Fourier.

Antes de responder tal questionamento, é preciso observarque o segundo membro da
última igualdade acima, que é a série de Fourier, possui termos envolvendo senos e cossenos,
multiplicação por escalar, bem como suas somas (e diferenças). Assim, é preciso garantir,
primeiro, que somas e diferenças de funções periódicastambém é uma função periódica e que
a multiplicação de uma função periódica por um escalaré periódica.

Os próximos resultados e exemplos a seguir caminham nesta direção, têm como objetos exibir
as propriedades satisfeitas pelas funções periódicas,bem como certos cuidados que se deve ter.

Antes, de�ne-se as seguintes operações algébricas entre funções. SejamX � R, a 2 R e
f ;g : X ! R duas funções. Então, por de�nição,

(a� f )(x) = a� f (x);

( f � g)(x) = f (x) � g(x);

( f � g)(x) = f (x) � g(x);

�
f
g

�
(x) =

f (x)
g(x)

; [para g(x) 6= 0]:
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Proposição 2.1:Sejamf ;g : X ! R funções periódicas de per�́odoT. Então, também são
periódicas de per�́odoT as seguintes funções:

(a) f � g;
(b) f � g;
(c) l � f , ondel 2 R
(d) f=g, desde queg(x) 6= 0.

DEMONSTRAÇÃO: Como f eg são periódicas de mesmo per�́odoT, para todox 2 R, tem-se

f (x+ T) = f (x) e g(x+ T) = g(x):

Logo,
( f + g)(x+ T) = f (x+ T)+ g(x+ T) = f (x)+ g(x) = ( f + g)(x);

o que mostra quef + g é periódica de per�́odoT.
Analogamente,

( f � g)(x+ T) = f (x+ T) � g(x+ T) = f (x) � g(x) = ( f � g)(x);

mostrando quef � g também é uma função periódica de per�́odoT.

(b) Para todox 2 R, tem-se

( f � g)(x+ T) = f (x+ T) � g(x+ T) = f (x) � g(x) = ( f � g)(x);

de modo quef � g também é periódica de per�́odoT.

(c) Para todox 2 R e l 2 R, tem-se

(l � f )(x+ T) = l � f (x+ T) = l � f (x) = ( l � f )(x);

mostrando quel � f é periódica de per�́odoT.

Seja f (x)=g(x), tal queg(x) 6= 0, parax 2 R. Tem-se:
�

f
g

�
(x+ T) =

f (x+ T)
g(x+ T)

=
f (x)
g(x)

=
�

f
g

�
(x);

o que demonstra que o quociente entre duas funções periódicas de per�́odoT também é periódica
de mesmo per�́odo, mas desde que o denominador não se anule.

Proposição 2.2:Seja f : X ! R uma função periódica de per�́odoT. Então o per�́odo da
funçãof (ax), ondea 6= 0 é um número real, éT=a.

DEMONSTRAÇÃO: Sejag : R ! R de�nida por g(x) = f (ax). Suponha queP 2 R+ seja o
per�́odo deg. Então,g(x+ P) = g(x); isto é,
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f [a(x+ P)] = f (ax) ) f (ax+ aP) = f (ax):

Agora façat = axpara obter
f (t + aP) = f (t):

Deste modo,aPtambém é um per�́odo def . ComoT é o per�́odo def , entãonT, comn 2 Z ,
também é per�́odo. Assim, existek 2 Z tal que

aP= kT; k 2 Z :

Portanto,

P = k
T
a

�

Considerando entre todos os valores deP aquele que é o menor positivo, tem-se queT=a é um
per�́odo parag. De fato,

g
�

x+
T
a

�
= f

�
a

�
x+

T
a

��
= f (ax+ T) = f (ax) = g(x):

Observaç̃ao 2.2:Na proposição 2.1, é importante notar que o per�́odoT assumido é qualquer,
isto é, não é necessariamente o per�́odo fundamental. Além disso, deve-se entender que aquelas
propriedades nos itens (a)–(d) são satisfeitas para algumper�́odo e não para todos os per�́odos.
Por exemplo, para o caso da diferença entre funções peri´odicasf eg, o que se pode dizer é que,
se existir certo per�́odoT comum af e g, então este também será o per�́odo def � g. Isto não
impede que exista outro per�́odoP, igualmente comum af eg, que não seja per�́odo paraf � g.
Em geral, isso pode acontecer quando se toma como per�́odo para f eg o per�́odo fundamental.
Os próximos exemplos ilustram esta situação.

Exemplo 2.5:O objetivo deste exemplo é mostrar que a diferença de duas funções periódicas
de mesmo per�́odo é ainda periódica, porém com um per�́odo diferente.

Sejamf ;g : R ! R funções de�nidas por

f (x) = senx e g(x) = 4senx� cos2x:
O exemplo 2.1 mostrou que o per�́odo def é igual 2p. A�rma-se queg tem o mesmo per�́odo

2p. De fato, basta observar que

g(x+ 2p) = 4sen(x+ 2p) � cos2(x+ 2p)

= 4sen(x+ 2p) � cos(x+ 2p) � cos(x+ 2p)

= 4senx� cosx� cosx (pois seno e cosseno têm per�́odo 2p)
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Figura 2.4: Grá�co da funçãof (x) = senx.
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Figura 2.5: Grá�co da funçãog(x) = 4senx� cos2 x.

= 4senx� cos2x = g(x):

Agora considere a funçãoh : R ! R de�nida por

h(x) = g(x) � f (x) = 4senx� cos2x� senx:
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1
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Figura 2.6: Grá�co da funçãoh(x) = sen3x.

Observe-se que a funçãoh pode ser reescrita na forma

h(x) = g(x) � f (x) = 4senx� cos2 x� senx

= senx�
�
4cos2x� 1

�
= senx�

�
3cos2 �

�
1� cos2x

��

= senx�
�
3cos2x� sen2x

�
= 3senx� cos2x� sen3x

= 2senx� cos2 x+ senx� cos2 x� sen3x

= ( 2senx� cosx) � cosx+ senx�
�
cos2x� sen2x

�
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= sen2x� cosx+ senx�
�
cos2x� sen2x

�

= sen2x� cosx+ senx� cos2x = sen(2x+ x)

= sen3x:

Assim, parah(x) = sen3x, basta usar o exemplo 2.2 e tomarL = p en = 3 emT = 2L=n para
concluir queh tem como per�́odoT = 2p=3.

Exemplo 2.6:Este exemplo mostra que o produto entre duas funções peri´odicas de mesmo
per�́odo é uma função periódica, mas tendo per�́odo distinto.

Sejamf ;g : R ! R funções de�nidas por

f (x) = senx e g(x) = cosx:

Considereh : R ! R uma função dada porh(x) = f (x) � g(x). Assim,

h(x) = f (x) � g(x) = senx� cosx

=
1
2

( senx� cosx+ senx� cosx)

=
1
2

� sen(x+ x) =
1
2

� sen2x:

Tem-se que o per�́odo def e g é igual a 2p, enquanto o per�́odo deh é p. Para con�rmar
a a�rmação paraf e g, basta consultar o exemplo 2.1. Para a a�rmação sobre o per�́odo deh,
basta consultar o exemplo 2.2, tomandoT = 2L=n, L = p en = 2.

Exemplo 2.7:Neste exemplo será mostrado que o quociente entre funções de mesmo per�́odo
é ainda periódica, porém com per�́odo diferente.

Sejamf ;g : R ! R funções de�nidas por

f (x) = senx e g(x) = cosx:

Considereh : R ! R uma função dada por

h(x) =
f (x)
g(x)

=
senx
cosx

= tgx:

Como foi visto no exemplo 2.1,f e g têm per�́odo 2p, enquantoh tem per�́odop. De fato,
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h(x+ p) = tg(x+ p) =
sen(x+ p)
cos(x+ p)

=
senx� cosp + senp � cosx
cosx� cosp � senx� senp

=
� senx
� cosx

=
senx
cosx

= tgx = h(x):

Exemplo 2.8:Este exemplo mostra que existem funções periódicas de mesmo per�́odo e cuja
soma entre elas não possui um per�́odo fundamental.

Sejamf ;g : R ! R funções de�nidas por

f (x) = sen2x e g(x) = cos2 x:

Antes é preciso determinar o per�́odo fundamental para estas duas funções. A�rma-se que as
funçõesf e g acima têm per�́odoT = p.

-2p -p p 2p
-1

1

x

y

Figura 2.7: Grá�co da funçãof (x) = sen2x.

-2p -p p 2p
-1

1

x

y

Figura 2.8: Grá�co da funçãog(x) = cos2 x.

De fato, seT é um per�́odo fundamental paraf (x) = senx, então sen(x+ T) = senx. Ele-
vando ambos os membros ao quadrado, segue-se que a equaçãoa seguir deve ser satisfeita:

(2.5) sen2(x+ T) = sen2x:



2.2 Funções periódicas 139

Mas da trigonometria tem-se que

sen2 q =
1� cos2q

2
�

Fazendoq = x+ T no primeiro membro eq = x no segundo membro de (2.5), obtém-se

1� cos[2(x+ T)]
2

=
1� cos(2x)

2
) cos(2x+ 2T) = cos(2x);

isto é,
cos(2x) � cos(2T) � sen(2x) � sen(2T) = cos(2x):

Em particular, tomandox = p, obtém-se

cos(2p) � cos(2T) � sen(2p) � sen(2T) = cos(2p);

ou seja,

(2.6) cos(2T) = 1:

Pela identidade trigonométrica fundamental, sen2 q + cos2 q = 1, tomandoq = 2T e usando
(2.6), obtém-se

sen2(2T)+ cos2(2T) = 1 ) sen2(2T)+ 12 = 1;

donde segue-se que

(2.7) sen(2T) = 0:

Assim, deve-se procurar o menor per�́odo positivoT onde as equações (2.6) e (2.7) são satis-
feitas simultaneamente, isto é,

cos(2T) = 1 e sen(2T) = 0:

Portanto,
2T = 2p ) T = p:

Isto mostra que a funçãof (x) = sen2x tem per�́odop. Analogamente mostra-se que a função
g(x) = cos2x tem o mesmo per�́odop.

-2p -p p 2p
-1

1

x

y

Figura 2.9: Grá�cos das funçõesf (x) = sen2x eg(x) = cos2 x.
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Agora considereh : R ! R uma função de�nida por

h(x) = f (x)+ g(x) = sen2x+ cos2 x = 1:

Deste modo, enquanto as funçõesf eg têm per�́odo igual ap, a funçãoh, que é soma def e
g, não tem umper�́odo fundamental(poish é constante e igual a 1).

A proposição 2.1 deu uma resposta positiva sobre a periodicidade de somas, diferenças,
multiplicação por escalar, etc. para funções periódicas. E através dos exemplos anteriores viu-se
que se deve tomar cuidado com os resultados a�rmados na citada proposição.

Agora, interessa ao estudo das séries de Fourier saber se h´a exigência de periodicidade para a
funçãof dada. Para isso, deve-se observar que, na expressão para a série de Fourier, as funções
cossenos e senos que aparecem na mesma têm per�́odos diferentes, como pode ser comprovado
através dos exemplos 2.3 e 2.4, pois o valor do per�́odoT = 2L=n muda para cada valor de
n 2 N. E na série de Fourier tais funções senos e cossenos aparecem somadas. Assim, é preciso
investigar quando é poss�́vel garantir que somas de funç˜oes periódicas de per�́odos distintos
é ainda uma função periódica. Note-se que esta situaç˜ao é diferente de tudo aquilo que foi
estudado até este ponto.

Exemplo 2.9:Este exemplo mostra que a soma de duas funções periódicasde per�́odos dife-
rentes pode ser periódica.

Antes de exibir o exemplo propriamente dito, analisar-se-´a a seguinte situação: considere
duas funçõesf ;g : R ! R de�nidas porf (x) = senx eg(x) = cosx. O exemplo 2.1 mostrou que
as funçõesf eg são periódicas de per�́odoT = 2p, isto é, sen(x+ 2p) = senx e cos(x+ 2p) =
cosx.

Agora de�nah : R ! R por

h(x) = f (x)+ g(x) = senx+ cosx:

Assim,
h(x+ 2p) = sen(x+ 2p)+ cos(x+ 2p) = senx+ cosx = h(x);

mostrando que a soma de duas funções periódicas também pode ser periódica. Este caso está,
portanto, em conformidade com o item (a) da prosição 2.1.

Por outro lado, existem casos em que as funçõesf e g possuem per�́odos diferentes e que a
sua soma ainda poderá ser periódica.

Para ver isso, considere, como exemplo, as seguintes funç˜oesu;v : R ! R de�nidas por
u(x) = sen(px) e v(x) = sen(2px).

Note-se queu é periódica de per�́odoT1 = 2, pois

u(x+ 2) = sen[p(x+ 2)] = sen(px+ 2p)
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Figura 2.10: Grá�co da funçãou(x) = sen(px).
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Figura 2.11: Grá�co da funçãov(x) = sen(2px).

= sen(px) � cos(2p)+ sen(2p) � cos(2x)

= sen(px) = u(x):

Observe-se também quev é periódica de per�́odoT2 = 1, pois

v(x+ 1) = sen[2p(x+ 1)] = sen(2px+ 2p)

= sen(2px) � cos(2p)+ sen(2p) � cos(2px)

= sen(2px) = v(x):

Agora considera-sew : R ! R de�nida por

w(x) = u(x)+ v(x) = sen(px)+ sen(2px):

Assim, para todox 2 R, tem-se

w(x+ 2) = sen[p(x+ 2)] + sen[2p(x+ 2)]

= sen(px+ 2p)+ sen(2px+ 4p)

= sen(px) � cos(2p)+ sen(2p) � cos(px) +

+ sen(2px) � cos(4p)+ sen(4p) � cos(2px)

= sen(px)+ sen(2px) = w(x);
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Figura 2.12: Grá�co da funçãow(x) = sen(px)+ sen(2px).

mostrando quew é periódica de per�́odoT = 2.

O exemplo 2.9 mostrou que a soma de duas funções periódicas com per�́odos distintos pode
resultar em uma função ainda periódica. O próximo resultado dá mais informações sobre quando
isso é poss�́vel.

Proposição 2.3:Sejam f : R ! R uma função periódica de per�́odoT1 e g : R ! R uma
função periódica de per�́odoT2. Suponha que existam inteirosm e n tais quemT1 = nT2. Então
a funçãof + g é periódica de per�́odoT = mT1.

DEMONSTRAÇÃO: ComoT1 e T2 são os per�́odos, respectivamente, para as funçõesf e g,
pode-se escrever

f (x+ T1) = f (x) e g(x+ T2) = g(x):

Por hipótese, existemm;n 2 Z tais quemT1 = nT2. FaçaT = mT1. Agora deve ser lembrado
que, seT é per�́odo de uma função periódica, entãokT também é um per�́odo, ondek 2 Z , ou
seja, que se tem

f (x+ mT1) = f (x) e g(x+ nT2) = g(x):

Deste modo,

( f + g)(x+ T) = f (x+ T)+ g(x+ T) = f (x+ mT1)+ g(x+ mT1)

= f (x+ mT1)+ g(x+ nT2) = f (x)+ g(x)

= ( f + g)(x):
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A proposição 2.3 exige que se tenha inteirosm e n tais quemT1 = nT2 para que a soma de
funções periódicas seja periódica. Mas

mT1 = nT2 )
T1

T2
=

n
m

,

isto é, o quociente entre os per�́odos deve ser racional para que a soma de funções periódicas
também seja periódica.

Isso justi�ca o motivo de a funçãoh(x) = sen(px)+ cos(2px) do exemplo 2.9 ser periódica:
as funçõesf (x) = sen(px) e g(x) = cos(2px) são periódicas e cujos per�́odos são, respectiva-
mente,T1 = 2 eT2 = 1. Assim,

T1

T2
=

2
1

) 1� T1 = 2� T2;

ou seja,m= 1 en = 2 são os dois inteiros esperados.
Por outro lado, nem sempre a soma de duas funções periódicas de per�́odos diferentes será

necessariamente periódica. O próximo exemplo exibe estasituação.

Exemplo 2.10:O objetivo deste exemplo é mostrar que a soma de duas funções periódicas
de per�́odos diferentes pode não ser periódica.

De fato, basta considerar duas funções entre aquelas apresentadas no exemplo 2.9: sejam
f ;g : R ! R duas funções de�nidas porf (x) = senx e g(x) = sen(px). Como já foi visto no
citado exemplo,f (x) = senx é periódica de per�́odoT1 = 2p e g(x) = sen(px) é periódica de
per�́odoT2 = 2.

Agora observe que
T1

T2
=

2p
2

= p 62Q:

De�nindo h : R ! R por h(x) = f (x) + g(x) = senx + sen(px), segue-se queh não é
periódica, pois a mesma é soma de duas funções periódicasf egcujo quociente de seus per�́odos
não é um racional.

A situação do exemplo 2.10 precisa ser melhor esclarecida, uma vez que se está diante de
uma situação embaraçosa: a soma de funções periódicas de per�́odos distintos pode, ou não,
ser periódica. Neste caso, para as séries de Fourier, cujas funções cossenos e senos não têm
necessariamente o mesmo per�́odo, tal situação não permitiria conclusão alguma sobre a perio-
dicidade da funçãof dadaa priori.

Por outro lado, o resultado apresentado abaixo será usado no exemplo 2.11 dado a seguir
e que explicará o motivo do exemplo 2.10 ter produzido uma soma não periódica de funções
periódicas (mas de per�́odos diferentes).

Proposição 2.4:Se f é uma função diferenciável e periódica de per�́odoT. Então a função
derivada,f 0, também é periódica de per�́odoT.
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DEMONSTRAÇÃO: Sejax = a + T para alguma 2 [0;T]. Note-se que para qualquer valor
deh, tem-se

f (x+ h) � f (x) = f (a + T + h) � f (a + T)

= f [(a + h)+ T] � f (a + T)

= f (a + h) � f (a );(2.8)

onde usou-se a periodicidade def no penúltimo passo.
Tem-se também quef é diferenciável por hipótese. Assim, usando a de�nição de derivada e

(2.8), obtém-se

f 0(x) = lim
h! 0

f (x+ h) � f (x)
h

= lim
h! 0

f (a + h) � f (a )
h

= f 0(a ):(2.9)

A igualdade obtida em (2.9) mostra quef 0(x) = f 0(a ). Masx = a + T. Deste modo,f 0(a +
T) = f 0(a ). Porém, comoa é arbitrário, segue-se que o resultado é sempre verdadeiro para
qualquera . Isto mostra quef 0 é periódica de per�́odoT.

O próximo exemplo usa a proposição 2.4 para dar melhor entendimento sobre o que ocorreu
com a soma de funções periódicas (de per�́odos distintos) não ser periódica no exemplo 2.10.

Exemplo 2.11:A função f : R ! R, de�nida por f (x) = sen(ax)+ sen(bx), é periódica se,
e somente se,a=b é racional.

SOLUÇÃO: Suponha quea=b seja racional, isto é, ondea;b 2 Z . Deve-se mostrar quef (x) =
sen(ax)+ sen(bx) é uma função periódica de per�́odoP. Assim, ao tomarP = 2p, obtém-se

f (x+ 2p) = sen[a(x+ 2p)] + sen[b(x+ 2p)]

= sen(ax+ 2ap)+ sen(bx+ 2bp)

= sen(ax) � cos(2ap)+ sen(2ap) � cos(ax)

+ sen(bx) � cos(2bp)+ sen(2bp) � cos(bx)

= sen(ax) � 1+ 0� cos(ax)+ sen(bx) � 1+ 0� cos(bx)

= sen(ax)+ sen(bx) = f (x);
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onde usou-se o fato que seno de múltiplo inteiro de 2p é zero e que cosseno de múltiplo inteiro
de 2p é igual a um, isto é,

sen(2ap) = sen(2bp) = 0 e cos(2ap) = cos(2bp) = 1:

Este cálculo mostra que a funçãof é periódica de per�́doP = 2p sea=b é racional.
Reciprocamente, suponha que a funçãof (x) = senax+ senbx seja periódica e que seu

per�́odo sejaT. Agora deve-se demonstrar quea=b é racional.
Observe-se quef é uma função diferenciável (aliás, in�nitamente diferenciável). Pela proposi-

ção 2.4, tem-se que
f 00(x) = � a2sen(ax) � b2sen(bx)

também é periódica de mesmo per�́odoT.
Além disso,

f (0) = sen0+ sen0= 0 e f 00(0) = � a2sen0� b2sen0= 0:

Logo, pela periodicidade def e f 00, segue-se que

f (T) = f (0+ T) = f (0) = 0 e f 00(T) = f 00(0+ T) = f 00(0) = 0:

Tem-se, portanto, o seguinte sistema:
(

sen(aT)+ sen(bT) = 0;

a2sen(aT)+ b2sen(bT) = 0:

Resolvendo o sistema acima, obtém-se

a2sen(aT)+ b2 [� sen(aT)] = 0 )
�
a2 � b2�

sen(aT) = 0;

implicando em sen(aT) = 0, paraa 6= b.
Substituindo na primeira equação, obtém-se também quesen(bT) = 0 (a 6= b). Portanto,

tem-se que
sen(aT) = sen(bT) = 0; para a 6= b:

Da�́ segue-se queaT e bT são múltiplos inteiros dep, isto é,

aT = np e bT = mp; m;n 2 Z ;

de modo que
a
b

=
np=T

mp=T
=

np
T

�
T

mp
=

n
m

,

mostrando quea=b é racional (pois é quociente de dois inteiros).

No caso do exemplo 2.10, a funçãoh(x) = senx+ sen(px) tema = 1 eb = p, de modo que
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a
b

=
1
p

=2 Q;

mostrando que esta a funçãoh não é periódica. Isto mostra que a questão não está relacionada
apenas aos per�́odos envolvidos, mas também com os argumentos das funções senos.

Estes exemplos anteriores tomaram como base funções senos, porém pode-se concluir as
mesmas coisas quando se considera as funções cossenos. Isto será deixado como exerc�́cio para
o leitor.

A partir deste ponto retorna-se �as considerações sobre as séries de Fourier, onde será anali-
sada a periodicidade da funçãof que é dadaa priori.

A proposição 2.3 diz que a soma de duas funções periódicas com per�́odos diferentes é
também periódica, desde que o quociente entre os per�́odos seja um racional. Sejam

Tn =
2L
n

e Tm =
2L
m

; (m6= n);

dois per�́odos distintos (para as funções cosseno e seno acima. Então,

Tn

Tm
=

2L=n

2L=m
=

2L
n

�
m
2L

=
m
n

2 Z;

poism;n 2 N.
Isto mostra que faz sentido procurar um per�́odo para a função f (x) dadaa priori e que dá

origem a sua série de Fourier.
A ideia a ser perseguida consiste em procurar um per�́odo queseja comum a todas funções

cossenos e senos que aparecem na série de Fourier e depois analisar se tal per�́odo também é
um per�́odo paraf . Os exemplos 2.3 e 2.4 mostraram que as funções

cos
� npx

L

�
e sen

� npx
L

�

têm per�́odoTn = 2L=n, ou seja, para cadan 2 N, estas funções possuem per�́odos distintos.

Exemplo 2.12:Os exemplos 2.3 e 2.4 mostraram que as funções

sen
� npx

L

�
e cos

� npx
L

�

têm o mesmo per�́odoTn = 2L=n.
Mostrar-se-á que estas duas funções têm um per�́odo comum e igual a 2L. Note-se que a

a�rmação feita diz apenas que estas funções têm, para cadan 2 N, um per�́odo em comum, que
não necessariamente é o per�́odo fundamental para cada uma delas.

Com efeito, já foi comentado anteriormente que qualquer m´ultiplo inteiro do per�́odo funda-
mental também é um per�́odo. Assim, segue-se desta observação quen� Tn também é per�́odo,
de modo que

P = n� Tn = n�
2L
n

= 2L

é um per�́odo comum para sen(npx=L) e para cos(npx=L).
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Exemplo 2.13:Suponha quef : R ! R é uma função que possa ser representada através de
sua série de Fourier, isto é, que se possa escrever

f (x) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

�
ancos

npx
L

+ bnsen
npx
L

�
�

Então, nestas condições,f é uma função periódica de per�́odoT = 2L.

De fato, como foi visto nos exemplos 2.3 e 2.4, as funções cos(npx=L) e sen(npx=L) têm como
per�́odo fundamentalT = 2L=n para cadan 2 N. Além disso, viu-se no exemplo 2.12 queP= 2L
é um per�́odo comum a todas estas funções. Assim,

f (x+ 2L) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

n
an cos

hnp
L

(x+ 2L)
i

+ bnsen
hnp

L
(x+ 2L)

io

=
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

+ 2np
�

+ bnsen
� npx

L
+ 2np

�i

=
a0

2
+

¥

å
n= 1

�
an cos

� npx
L

�
� cos(2np)+ ansen

� npx
L

�
� sen(2np) +

+ bnsen
� npx

L

�
� cos(2np)+ bn sen(2np) � cos

� npx
L

� �

=
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i

= f (x);

onde usou-se os seguintes fatos

cos(2np) = 1 e sen(2np) = 0; n 2 N:

Isto mostra quef (x+ 2L) = f (x), ou seja, que toda função que pode ser escrita como sua
série de Fourier é periódica de per�́odo 2L.

Na seção 2.3 será apresentada uma maneira de determinar os coe�cientes de Fourier. Para
isso, será necessário assumir um tipo de convergência que permita integrar a série termo a
termo, ou seja, passar o sinal de integração para depois dosinal de somatório. Em geral, isso
não é poss�́vel, mas se a convergência for uniforme, ent˜ao sim. Além disso, a integração será
feita em um intervalo muito particular:[� L;L]. A questão é justi�car o motivo para a escolha
deste intervalo.
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O próximo resultado mostrará que qualquer intervalo tendo o comprimento do per�́odoT da
função periódicaf pode ser usado na integração termo a termo da série de Fourier (lembrando
que isto será feito na seção 2.3). Ou mais geralmente: quea integral de uma função periódica
de per�́odoT tem o mesmo valor em qualquer intervalo de comprimentoT.

Proposição 2.5:Sejaf : R ! R uma função periódica de per�́odoT e integrável em qualquer
intervalo. Então, para qualquera 2 R, tem-se

Z a+ T

a
f (x) dx=

Z T

0
f (x) dx:

DEMONSTRAÇÃO: Sejaj : R ! R uma função de�nida por

j (x) =
Z x+ T

x
f (t) dt:

Note-se quej está bem de�nida, poisf é integrável em qualquer intervalo. Assim, pelo
teorema fundamental do cálculo, tem-se que

j 0(x) = f (x+ T) � f (x) ) j 0(x) = 0;

pois f é periódica de per�́odoT, isto é, f (x+ T) = f (x).
Comoj 0(x) = 0, segue-se quej (x) é constante. Portanto, tem-se quej (a) = j (0), ou seja,

Z a+ T

a
f (t) dt = j (a) = j (0) =

Z T

0
f (t) dt;

que é o resultado desejado.

Corolário 2.1: Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT = 2L e integrável em
qualquer intervalo. Então, para qualquera 2 R, tem-se

Z 2L

0
f (t) dt =

Z a+ L

a� L
f (t) dt:

DEMONSTRAÇÃO: Viu-se na demonstração da proposição 2.5 que a função j : R ! R dada
por

j (x) =
Z x+ 2L

x
f (t) dt

é constante, poisf é periódica de per�́odoT = 2L.
Em particular, tem-se quej (0) = j (a� L). Assim,

Z 2L

0
f (t) dt = j (0) = j (a� L) =

Z (a� L)+ 2L

a� L
f (t) dt =

Z a+ L

a� L
f (t) dt;

que é o resultado desejado.
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Corolário 2.2: Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT = 2L e integrável em
qualquer intervalo. Então, para qualquera 2 R, tem-se

Z a+ L

a� L
f (t) dt =

Z L

� L
f (t) dt:

DEMONSTRAÇÃO: Pela demonstração da proposição 2.5, a funçãoj : R ! R dada por

j (x) =
Z x+ 2L

x
f (t) dt

é constante, poisf é periódica de per�́odoT = 2L.
Em particular, tem-se quej (a� L) = j (� L). Assim,

Z a+ L

a� L
f (t) dt = j (a� L) = j (� L) =

Z � L+ 2L

� L
f (t) dt =

Z L

� L
f (t) dt;

que é o resultado desejado.

Usando a proposição 2.5 comT = 2L, bem como os corolários 2.1 e 2.2, obtém-se, por
transitividade, que

Z a+ 2L

a
f (t) dt =

Z 2L

0
f (t) dt =

Z a+ L

a� L
f (t) dt =

Z L

� L
f (t) dt;

isto é, Z a+ 2L

a
f (t) dt =

Z L

� L
f (t) dt:

A última igualdade acima mostra que a integral de uma funç˜ao f : R ! R periódica de
per�́odoT = 2L também pode ser calculada no intervalor simétrico[� L;L] (e que também tem
comprimento 2L). Isto ainda não é su�ciente para explicar o motivo da escolha de integrar
termo a termo a série de Fourier no intervalo[� L;L], apenas que uma integração pode feita
neste intervalo sem alterar valores e a convergência. O motivo será apresentado na seção 2.3,
mas será plenamente esclarecido na seção 2.5.

O próximo resultado analisa as relações sobre periodicidade entre a funçãof e a funçãoj
(que é nomeada deintegral inde�nida) introduzida na demonstração da proposição 2.5 e que
será útil em cap�́tulos futuros.

Proposição 2.6:Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT e integrável. Então a
funçãoj : R ! R, de�nida por

j (x) =
Z x

0
f (t) dt;

é periódica de per�́odoT se, e somente se,
Z T

0
f (t) dt = 0:
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DEMONSTRAÇÃO: Suponha que
Z T

0
f (t) dt = 0:

Tem-se:

j (x+ T) � j (x) =
Z x+ T

0
f (t) dt �

Z x

0
f (t) dt

=
Z 0

x
f (t) dt +

Z x+ T

0
f (t) dt

=
Z x+ T

x
f (t) dt;

para qualquerx 2 R.
Como f é periódica de per�́odoT; pela proposição 2.5, tem-se que

Z x+ T

x
f (t) dt =

Z T

0
f (t) dt; 8 x 2 R:

Portanto,

j (x+ T) � j (x) =
Z x+ T

x
f (t) dt =

Z T

0
f (t) dt = 0;

onde usou a hipótese assumida. Isto mostra que

j (x+ T) � j (x) = 0 ) j (x+ T) = j (x);

ou seja, quej é uma função periódica de per�́odoT.

Reciprocamente, suponha quej é periódica de per�́odoT, isto é, quej (x+ T) = j (x) para
todox 2 R. Assim, em particular parax = 0, tem-se que

j (T) = j (0+ T) = j (0);

ou ainda, Z T

0
f (t) dt = j (T) = j (0) =

Z 0

0
f (t) dt = 0;

como desejado.

Observaç̃ao 2.3:Seja f : R ! R uma função periódica e integrável. Considere uma função
j : R ! R de�nida por

j (x) =
Z x

0
f (t) dt:

Em geral, mesmo quef seja uma função periódica, nem sempre a funçãoj será periódica.
De fato, basta tomar, por exemplo, a funçãof de�nida por f (x) = 1+ cosx.
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O grá�co de f encontra-se na �gura 2.13.

-2p -p p 2p

-2

-1

1

2

x

y

Figura 2.13: Grá�co da funçãof (x) = 1+ cosx.

A função f é periódica de per�́odoT = 2p, pois

f (x+ 2p) = 1+ cos(x+ 2p)

= 1+ ( cosx) � [cos(2p)] � ( senx) � [ sen(2p)]

= 1+ cosx

= f (x);

onde usou-se os fatos de que cos(2p) = 1 e sen(2p) = 0.
Por outro lado, um cálculo direto dej permite escrever

j (x) =
Z x

0
f (t) dt =

Z x

0
(1+ cost) dt

= ( t + sent)
�
�
�
x

0

= ( x+ senx) � (0+ sen0)

= x+ senx:

A função j (x) = x + senx não é periódica, a menos que sua de�nição seja restritaa um
intervalo espec�́�co.

Agora observe o motivo para quej não seja periódica:

Z T

0
f (t) dt =

Z 2p

0
(1+ cost) dt

= ( t + sent)
�
�
�
2p

0
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-3p -2p -p p 2p 3p

-3p

-2p

-p

p

2p

x

y

Figura 2.14: Grá�co da funçãoj (x) = x+ senx.

= ( 2p + sen2p) � (0� sen0)

= 2p 6= 0:

Como a integral def , de 0 atéT = 2p, é diferente de zero, então a proposição 2.6 garante
quej não é periódica.

Proposição 2.7:Sejaf : R ! R uma função periódica de per�́odoT e integrável em qualquer
intervalo. Então, para que a função

j (x) =
Z x

0
f (t) dt � kx

seja periódica de per�́odoT deve-se ter

k =
1
T

Z T

0
f (t) dt:

DEMONSTRAÇÃO: Para quej seja periódica de per�́odoT deve-se terj (x+ T) = j (x), isto
é, Z x+ T

0
f (t) dt � k(x+ T) =

Z x

0
f (t) dt � kx;

ou ainda, Z x+ T

0
f (t) dt � kx� kT =

Z x

0
f (t) dt � kx:
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Cancelando o termo comum em ambos os membros e desenvolvendoa integral no primeiro
membro, encontra-se

Z x

0
f (t) dt +

Z x+ T

x
f (t) dt � kT =

Z x

0
f (t) dt;

ou seja,

(2.10)
Z x+ T

x
f (t) dt � kT = 0 ) k =

1
T

Z x+ T

x
f (t) dt:

Como f é periódica de per�́odoT e integrável, então, pela proposição 2.5, tem-se

(2.11)
Z x+ T

x
f (x) dx=

Z T

0
f (x) dx; para qualquerx 2 R.

Aplicando (2.11) em (2.10), conclui-se que

k =
1
T

Z T

0
f (t) dt:

Observaç̃ao 2.4:Note-se que, quandok = 0, então

j (x) =
Z x

0
f (t) dt:

Portanto,j será periódica de per�́odoT se, e somente se,
Z T

0
f (t) dt = 0;

que está em conformidade com a proposição 2.6.

2.3 Coe�cientes de Fourier

Inicia-se esta seção com resultados do Cálculo e que ser˜ao úteis naquilo que seguirá. Tais
resultados serão apresentados na forma de lema, para que possam ser citados oportunamente
quando necessário. Os quatro lemas dados a seguir são conhecidos comorelações de ortogo-
nalidade.

Antes, apresentar-se-á alguns fatos simples de trigonometria que serão usados nos próximos
resultados, além de outros. Como os conceitos de paridade eimparidade de uma função ainda
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não foram introduzidos, usar-se-á algebrismo para mostrar dois resultados e que serão usados
neste lema e em outros resultados. Tem-se:

cos(� x) = cosx e sen(� x) = senx:

Com efeito,

cos(� x) = cos(0� x) = ( cos0) � (cosx)+ ( sen0) � ( senx) = cosx;

sen(� x) = sen(0� x) = ( sen0) � (cosx) � ( senx) � (cos0) = � senx;

onde usou-se os fatos elementares da trigonometria: sen0= 0 e cos0= 1.

Lema 3.1:Tem-se:

(3.1)
Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx= 0 =

Z L

� L
sen

� npx
L

�
dx:

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração consiste em calcular as duas integrais diretamente. Tem-
se:

Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx=

L
np

� sen
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L

=
L

np
[ sen(np) � sen(� np)]

=
L

np
[ sen(np)+ sen(np)]

=
2L
np

� sen(np) = 0;

pois seno de múltiplo inteiro dep é sempre igual a zero.
Para a segunda integral, tem-se

Z L

� L
sen

� npx
L

�
dx= �

L
np

� cos
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L

= �
L

np
[ cos(np) � cos(� np)]

= �
L

np
[ cos(np) � cos(np)]

= 0:
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Lema 3.2:Tem-se:

(3.2)
Z L

� L
cos

� npx
L

�
sen

� mpx
L

�
dx= 0; n;m� 1:

DEMONSTRAÇÃO: Deve-se mostrar o resultado separando em dois casos:m= n e m6= 0.
Param= n, tem-se

Z L

� L
cos

� npx
L

�
sen

� mpx
L

�
dx=

Z L

� L
cos

� npx
L

�
sen

� npx
L

�
dx

=
Z � np

np
senu� cosudu

= senu
�
�
�
np

� np
= sen(np) � sen(� np) = 0;

onde se fez duas mudanças de variáveis:

u =
npx
L

e v = senu:

Para o casom6= n é necessário usar a seguinte identidade trigonométrica:

sena � cosb =
sen(a � b )+ sen(a + b )

2
,

que pode ser obtida adicionando-se as fórmulas do seno da soma e do seno da diferença.
Assim,
Z L

� L
cos

� npx
L

�
sen

� mpx
L

�
dx=

1
2

Z L

� L

�
sen

(n� m)px
L

+ sen
(n+ m)px

L

�
dx

=
1
2

Z L

� L
sen

�
(n� m)px

L

�
dx+

1
2

Z L

� L
sen

�
(n+ m)px

L

�
dx

= �
L

2(n� m)p
cos

�
(n� m)px

L

� �
�
�
�

L

� L
�

�
L

2(n+ m)p
cos

�
(n+ m)px

L

� �
�
�
�

L

� L

= �
L

2(n� m)p
f cos[(n� m)p] � cos[� (n� m)p]g �

�
L

2(n+ m)p
f cos[(n+ m)p] � cos[� (n+ m)p]g

= �
L

2(n� m)p
f cos[(n� m)p] � cos[(n� m)p]g �
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�
L

2(n+ m)p
f cos[(n+ m)p] � cos[(n+ m)p]g

= �
L

2(n� m)p
� 0�

L
2(n+ m)p

� 0 = 0:

O leitor deve observar que este segundo procedimento de integração não pode ser aplicado
ao cason = m, pois no segundo método o termon� m aparece no denominador e que seria
anulado casom= n.

Lema 3.3:Tem-se:

(3.3)
Z L

� L
cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx=

(
L; se n = m� 1;

0; se n 6= m; n;m� 1:

DEMONSTRAÇÃO: Deve-se dividir a demonstração em dois casos:m = n e m 6= n. Para o
casom= n será necessário usar a seguinte identidade trigonométrica

cos2a =
1+ cos2a

2
,

que pode ser obtida adicionando-se a identidade trigonométrica fundamental �a fórmula do
cosseno da soma, onde nesta última se toma os dois argumentos comoa . Tem-se:

Z L

� L
cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx=

Z L

� L
cos

� npx
L

�
cos

� npx
L

�
dx

=
Z L

� L
cos2

� npx
L

�
dx

=
1
2

Z L

� L

�
1+ cos

�
2npx

L

��
dx

=
1
2

Z L

� L
dx+

1
2

Z L

� L
cos

�
2npx

L

�
dx

=
x
2

�
�
�
�

L

� L
+

L
np

sen
�

2npx
L

� �
�
�
�

L

� L

=
1
2

[L � (� L)] +
L

np
[ sen(2np) � sen(� 2np)]

= L +
2L
np

� sen(2np) = L:

Para o casom6= n, será necessário usar a identidade trigonométrica
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cosa � cosb =
cos(a � b )+ cos(a + b )

2
,

que pode ser determinada adicionando-se as fórmulas do cosseno da soma e do cosseno da
diferença. Tem-se:

Z L

� L
cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx=

1
2

Z L

� L

�
cos

(n� m)px
L

+ cos
(n+ m)px

L

�
dx

=
1
2

Z L

� L
cos

�
(n� m)px

L

�
dx+

1
2

Z L

� L
cos

�
(n+ m)px

L

�
dx

=
L

2(n� m)p
sen

�
(n� m)px

L

� �
�
�
�

L

� L
+

+
L

2(n+ m)px
sen

�
(n+ m)px

L

� �
�
�
�

L

� L

=
L

2(n� m)p
f sen[(n� m)p] � sen[� (n� m)p]g +

+
L

2(n+ m)p
f sen[(n+ m)p] � sen[� (n+ m)p]g

=
L

(n� m)p
� sen(n� m)p +

L
(n+ m)p

� sen(n+ m)p

=
L

(n� m)p)
� 0+

L
(n+ m)p

� 0 = 0;

onde usou-se novamente o fato de que seno de múltiplo inteiro dep é igual a zero.

Lema 3.4:Tem-se:

(3.4)
Z L

� L
sen

� npx
L

�
sen

� mpx
L

�
dx=

(
L; se n = m� 1;

0; se n 6= m; n;m� 1:

DEMONSTRAÇÃO: Para o casom= n usar-se-á a identidade trigonométrica

sen2a =
1� cos2a

2
,

que pode ser determinada somando-se a identidade trigonom´etrica fundamental com a fórmula
do cosseno da diferença, onde nesta última se toma os dois argumentos comoa . Assim, para
m= n, tem-se
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Z L

� L
sen

� npx
L

�
sen

� mpx
L

�
dx=

Z L

� L
sen

� npx
L

�
sen

� npx
L

�
dx

=
Z L

� L
sen2

� npx
L

�
dx

=
1
2

Z L

� L

�
1� cos

�
2npx

L

��
dx

=
1
2

Z L

� L
dx�

1
2

Z L

� L
cos

�
2npx

L

�
dx

=
x
2

�
�
�
�

L

� L
�

L
np

sen
�

2npx
L

� �
�
�
�

L

� L

=
1
2

[L � (� L)] �
L

np
[ sen(2np) � sen(� 2np)]

= L �
2L
np

� sen(2np) = L �
2L
np

� 0 = L:

Para o casom6= n será necessário usar a identidade trigonométrica

sena � senb =
cos(a � b ) � cos(a + b )

2
,

que pode ser obtida através da subtração entre as fórmulas do cosseno da soma e do cosseno da
diferença. Assim, param6= n, tem-se

Z L

� L
sen

� npx
L

�
sen

� mpx
L

�
dx=

1
2

Z L

� L

�
cos

(n� m)px
L

� cos
(n+ m)px

L

�
dx

=
1
2

Z L

� L
cos

�
(n� m)px

L

�
dx�

1
2

Z L

� L
cos

�
(n+ m)px

L

�
dx

=
L

2(n� m)p
sen

�
(n� m)px

L

� �
�
�
�

L

� L
�

�
L

2(n+ m)px
sen

�
(n+ m)px

L

� �
�
�
�

L

� L

=
L

2(n� m)p
f sen[(n� m)p] � sen[� (n� m)p]g �

�
L

2(n+ m)p
f sen[(n+ m)p] � sen[� (n+ m)p]g
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=
L

(n� m)p
� sen(n� m)p �

L
(n+ m)p

� sen(n+ m)p

=
L

(n� m)p)
� 0�

L
(n+ m)p

� 0 = 0;

onde usou-se, mais uma vez, o fato de que seno de múltiplo inteiro dep é igual a zero.

Observaç̃ao 3.1:Os quatro lemas, enunciados e demostrados anteriormente, são conhecidos
comorelações de ortogonalidade.Os valores das integrais nestes lemas ou é 0 ou éL. Isso só
foi poss�́vel porque tomou-se a integração no intervalo simétrico[� L;L]. Em geral tal resultado
não é verdadeiro, mesmo que se tome qualquer outro intervalo tendo o mesmo comprimento
2L (o per�́odo). O leitor interessado poderá veri�car o que ocorre com as integrais dos lemas
3.1–3.4 quando se troca o intervalo de integração[� L;L] por outro[a;b] qualquer.

Com aux�́lio dos lemas enunciados e demonstrados, oscoe�cientes de Fourierserão deduzi-
dos a partir deste ponto. O procedimento adotado é formal, onde será admitido a convergência
uniforme da série para que os cálculos façam sentido.

Se uma funçãof (x) pode ser representada na forma

(3.5) f (x) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
,

é de se esperar que os coe�cientesan e bn estejam intimamente ligados �a funçãof . Objetiva-se
determinar as expressões que eles têm em termos da função f . Para isso, será admitido que
a igualdade em (3.5) se veri�que e que a série dada no segundomembro de (3.5) convirja
uniformemente.

Proposição de Análise: Sejamun : [a;b] ! R funções cont�́nuas. Suponha que a série
¥

å
n= 1

un(x) convirja uniformemente. Então a sua somau(x) =
¥

å
n= 1

un(x) também é uma

função cont�́nua. (Para uma demonstração, veja [54], por exemplo.)

Note-se que, pela proposição acima, a funçãof deve ser cont�́nua (e, portanto, ela pode ser
integrada) e deve ser periódica de per�́odo 2L, pois o per�́odo fundamental de cos(px=L) é 2L e
2L é o per�́odo comum para as demais funções seno e cosseno que aparecem na série. Reveja os
exemplos 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 deste cap�́tulo para detalhamentos sobre as a�rmações aqui feitas.

Sejamun[a;b] ! R funções integráveis. Suponha que a série
¥

å
n= 1

un(x) convirja uniformemen-

te para uma funçãou(x). Então,
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Z b

a

"
¥

å
n= 1

un(x)

#

dx=
¥

å
n= 1

Z b

a
un(x) dx:

(Uma demonstração pode ser encontrada na mesma referência citada anteriormente.)

Em virtude da continuidade da funçãof pode-se usar a proposição acima para integrar ambos
os membros de (3.5) de� L atéL para obter

Z L

� L
f (x) dx=

a0

L

Z L

� L
dx+

Z L

� L

(
¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
)

dx

= ( conv. uniforme)

=
a0

2

Z L

� L
dx+

¥

å
n= 1

�
an

Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx+ bn

Z L

� L
sen

� npx
L

�
dx

�
�(3.6)

Pelas relações (3.1) do lema 3.1, tem-se que
Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx= 0 =

Z L

� L
sen

� npx
L

�
dx;

que aplicadas em (3.6) resulta em

Z L

� L
f (x) dx) = a0 � L ) a0 =

1
L

Z L

� L
f (x) dx:

Para determinar os coe�cientesan em (3.5), basta multiplicar ambos os membros por
cos(npx=L) e depois integrar de� L atéL, isto é, param� 1 �xado, tem-se

f (x) cos
� mpx

L

�
dx=

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�i
;

de modo que uma integração de� L aL resulta em
Z L

� L
f (x) cos

� mpx
L

�
dx=

a0

L

Z L

� L
cos

� mpx
L

�
dx+

+
Z L

� L

� ¥

å
n= 1

�
an cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
+

+ bn sen
� npx

L

�
cos

� mpx
L

� ��
dx

= ( conv. uniforme)

=
a0

L

Z L

� L
cos

� mpx
L

�
dx+
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+
¥

å
n= 1

�
an

Z L

� L
cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx+

+ bn

Z L

� L
sen

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx

�
:(3.7)

Pelos lemas 3.1 e 3.2 tem-se, respectivamente, que para todom;n � 1
Z L

� L
cos

� mpx
L

�
dx= 0 e

Z L

� L
sen

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx= 0:

Já o lema 3.3 garante que

Z L

� L
cos

� npx
L

�
cos

� mpx
L

�
dx=

(
L; se n = m� 1;

0; se n 6= m; n;m� 1:

Tem em vista quemestá �xo enquanton varia sobre todos os naturais, segue das relações de
ortogonalidade (citadas acima) que o único termo não nulo�a direita do sinal de igualdade em
(3.7) é o termo ondem= n no primeiro somatório. Assim,

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx= an � L ) an =

1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx:

Analogamente, uma expressão semelhante parabn pode ser obtida multiplicando-se (3.5) por
sen(mpx=L), integrando de� L atéL e usando as relações de ortogonalidade apresentadas através
dos lemas 3.1–3.4. Deste modo obtém-se

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx:

Observaç̃ao 3.2:As fórmulas que de�nem os coe�cientes de Fourier,

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx; an =

1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx e bn =

1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx;

dependem apenas dos valores def (x) no intervalo[� L;L]. Os exemplos 2.2 e 2.3 mostram
que as funções sen(npx=L) e cos(npx=L) são periódicas de per�́odoPn = 2L=n. Já o exemplo 2.4
mostrou que estas funções têmT = 2L um per�́odo comum. Assim, como cada um dos termos
da série de Fourier (3.5) tem per�́odo comum e igual a 2L; então, se a série de Fourier convergir,
a sua somaf (x) também será uma função periódica de per�́odo 2L, como pode ser visto no
exemplo 2.5. Portanto,f (x) �ca determinada para todox através de seus valores no intervalo
[� L;L] (pois a periodicidade implica dizer que em cada intervalo decomprimento 2L a série de
Fourier se comportará como no intervalo[� L;L]).

A proposição 2.5 diz que as integrais def em um intervalo de comprimentoT têm o mesmo
valor. Portanto a integração sobre o intervalo[� L;L] na determinação dos coe�cientes de
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Fourier se justi�ca. Mas o leitor deve estar se perguntando:Por que neste intervalo espec�́�co e
não em qualquer outro de comprimento 2L? A observação 3.1 responde esta pergunta: perde-se
as relações de ortogonalidade das funções cossenos e senos, fazendo com que os coe�cientes
de Fourier não tenham fórmulas simples. Mas não apenas isso; a seção 2.5 dará mais detalhes
(a simetria das funções cossenos e senos, que leva em containtervalos simétricos).

DEFINIÇÃO: Sejaf : R ! R uma função periódica de per�́odo 2L, integrável e absolutamente
integrável em cada intervalo limitado. Os númerosan, paran � 0, ebn, paran � 1, dados por

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx;

an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx;

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx;

são de�nidos como oscoe�cientes de Fourierda funçãof .

Observa-se que a exigência da integrabilidade e integrabilidade absoluta def é necessária
para que as expressões que de�nem os coe�cientes de Fourierfaçam sentido. Um estudo mais
detalhado será feito no próximo cap�́tulo, por ora apenaschama-se atenção para o fato

�
�
�
�

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx

�
�
�
� �

Z L

� L
j f (x)j dx;

e �
�
�
�

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

�
�
�
� �

Z L

� L
j f (x)j dx:

Observaç̃ao 3.3:Na observação 3.1, comentou-se que as relações de ortogonalidade, em
geral, não são satisfeitas caso o intervalo de integraç˜ao não seja simétrico. Apesar disso, ainda
assim, é poss�́vel determinar os coe�cientes de Fourier emintervalos quaisquer de compri-
mento 2L. Por outro lado, suas expressões não seriam simples como aquelas vistas acima. Além
disso, os coe�cientes de Fourier nas formas aqui apresentadas permitem certas interpretações
em fenômenos f�́sicos em que eles aparecem.
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2.4 Śerie de Fourier

Dada uma funçãof : R ! R periódica de per�́odo 2L, integrável e absolutamente integrável,
pode-se calcular os seus coe�cientes de Fourier através das expressões apresentadas na seção
2.3. Deste modo, pode-se escrever

(4.1) f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
a cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
�

O leitor não deve confundir o s�́mbolo� que aparece em (4.1) como “aproximadamente”.
Ele apenas indica que a expressão no lado direito em (4.1) representa asérie de Fourierpara
a funçãof . Dito isso, o leitor poderá questionar sobre a relação entre a funçãof e sua série
de Fourier. Não há garantias sobre a igualdade entre estesdois objetos, isto é, a função e sua
série de Fourier. Na verdade, a série de Fourier para uma função f pode divergir. Por exemplo,
é poss�́vel construir exemplos de funções cont�́nuas cujas séries de Fourier divergem.

Por outro lado, existem funções cujas séries de Fourier convergem exatamente para elas, mas
também existem funções cujas séries de Fourier convergem para funções ligeiramente diferentes
das originalmente dadas (observa-se que “ligeiramente diferentes” signi�ca ser diferente). As-
sim, é necessário dar um signi�cado mais amplo para que dois objetos sejam iguais (para quem
já teve contato com o assunto, aqui se fala em relações de equivalência e classe de equivalência).

A seguir, apresenta-se condições su�cientes para que a funçãof seja igual (em sentido amplo)
�a sua série de Fourier.

DEFINIÇÃO: Diz-se que uma funçãof : R ! R é seccionalmente cont�́nuase ela tiver ape-
nas um número �nito de descontinuidade (todas de primeira espécie1) em qualquer intervalo
limitado.

DEFINIÇÃO: Diz-se que uma funçãof : R ! R é seccionalmente diferenciávelse ela for
seccionalmente cont�́nua e se a funçãof 0(x) também for seccionalmente cont�́nua.

Naturalmente, toda função cont�́nua é seccionalmente cont�́nua. A funçãof : R nf 0g de�nida
por f (x) = 1=x não é seccionalmente cont�́nua, pois esta função tem uma descontinuidade em
x = 0 que é de segunda espécie (isto é, não existem os limiteslaterais �a esquerda e �a direita de
x = 0).

Exemplo 4.1:Sejaf : R ! R de�nida por

1 Diz-se quef : I ! R tem descontinuidade deprimeira espécieno pontoa 2 I quandof é descont�́nua no pontoa e,
aém disso, existem os limites laterais lim

x! a�
f (x) e lim

x! a+
f (x). Sea for um ponto de acumulação deI apenas em um dos

lados deste intervalo, exige-se somente que o limite lateral correspondente exista.
Diz que f : I ! R tem uma descontinuidade desegunda espéciequandoa é um ponto de acumulação �a direita deI e

lim
x! a+

f (x) não existe ou quandoa é um ponto de acumulação �a esquerda deI, mas não existe o limite lateral lim
x! a�

f (x).
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f (x) =

8
>>>><

>>>>:

1; se x � 1;

1
n

; se
1

n+ 1
� x <

1
n

, n 2 N;

0; se x � 0;

não é seccionalmente cont�́nua.

1

1

x

y

Figura 4.15: Grá�co da funçãof do exemplo 4.1.

Observe-se que todas as descontinuidades def são de primeira espécie, isto é, existem os
limites laterais �a esquerda e �a direita em cada ponto de descontinuidade. Porém, no intervalo
(0;1), existe um número in�nito de descontinuidade. Mesmo que sejam de primeira espécie,
para ser seccionalmente cont�́nua é necessário que apareçam em um número �nito em todo
intervalo limitado e este não é o caso.

Note-se, também, quef não é seccionalmente diferenciável, pois para sê-lof deveria ser
seccionalmente cont�́nua, que não é o caso.

Exemplo 4.2:Sejaf : R ! R uma função de�nidas por

f (x) =

(
j xj para � 1 � x < 1;

periódica de per�́odoT = 2;

O leitor poderá veri�car que a funçãof é cont�́nua, de modo que ela é seccionalmente
cont�́nua. Tem-se também quef 0(x) é seccionalmente cont�́nua e, assim,f seccionalmente
diferenciável. Como exemplo do procedimento, será calculada as derivadas laterais def e g
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-3 -2 -1 1 2 3

1

x

y

Figura 4.16: Grá�co da funçãof do exemplo 4.2.

emx = 0. Tem-se
f (0+ h) � f (0)

h
=

� (0+ h) � 0
h

=
� h
h

= � 1:

Como a expressão (constante e igual a 1) no último membro acima tem limite parah ! 0� ,
então existe limite no primeiro membro. Assim,

f 0(0� ) = lim
h! 0�

f (0+ h) � f (0)
h

= lim
h! 0�

(� 1) = � 1:

Agora observa-se que

f (0+ h) � f (0)
h

=
(0+ h) � 0

h
=

h
h

= 1:

Deste modo, segue-se que existe limite parah ! 0+ , pois existe limite no último membro
acima. Portanto,

f 0(0+ ) = lim
h! 0+

f (0+ h) � f (0)
h

= lim
h! 0+

1 = 1:

Como as derivadas laterais são diferentes, não existe derivada na origem. Isto signi�ca dizer
que a função derivada não está de�nida neste ponto. O leitor poderá adotar o mesmo proce-
dimento para os pontosx = � 1; � 2; � 3; : : : e veri�car que a função derivada,f 0(x), não está
de�nida nestes pontos.

-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

x

y

Figura 4.17: Grá�co da funçãof 0(x).
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Apesar def 0(x) não estar de�nida parax = 0; � 1; � 2; � 3; : : :, existem os limites laterais
nestes pontos, além def 0(x) existe em todos os demais pontos deR. Assim, f 0 pode ser es-
tendida de maneira conveniente nestes pontos. Sem perda de generalidade, pode-se denotar a
extensão ainda porf 0, de modo quef 0: R ! R é uma função seccionalmente cont�́nua, pois as
descontinuidades serão de primeira espécie e em número �nito em todo intervalo limitado. E
isto implica em dizer quef é seccionamente diferenciável.

Exemplo 4.3:Sejaf : R ! R uma função de�nidas por

f (x) =

8
>><

>>:

0; se � p � x < 0;

1; se 0� x < p;

periódica de per�́odoT = 2p.

-3p -2p -p p 2p 3p-1

1
x

y

Figura 4.18: Grá�co da funçãof .

Facilmente o leitor poderá veri�car que a funçãof tem apenas descontinuidades de primeira
espécie e que aparecem em um número �nito em qualquer intervalo limitado. Assim, tem-se
que f é funções seccionalmente cont�́nua.

Por outro lado, comof é descont�́nua nos pontosx = 0� p; � 2p; � 3p; : : :, tem-se que não
existe derivada em cada um destes pontos. Isto signi�ca dizer que a função derivada,f 0(x), não
está de�nida nestes pontos. Mas em todos os outros pontos, sim, sendo o valor da derivada igual
a zero, poisf é constante nos intervalos entre estes pontos. Seu grá�coencontra-se abaixo.

-3p -2p -p p 2p 3p-1

1 x
y

Figura 4.19: Grá�co da funçãof 0(x).

De�nindo f'(x) em x = 0; � p; � 2p; � 3p; : : : de maneira conveniente, tem-se que a extensão,
ainda denotada porf 0(x), será uma funçãof 0: R ! R seccionalmente cont�́nua, pois as descon-
tinuidades serão de primeira espécie. Com isso, tem-se que f será uma função seccionalmente
diferenciável.
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Exemplo 4.4:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

( p
1� x2; se � 1 � x � 1;

periódica de per�́odoT = 2:

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1

x

y

Figura 4.20: Grá�co da funçãof .

O leitor poderá veri�car facilmente quef é seccionalmente cont�́nua, pois existem os limites
laterais �a esquerda e �a direita dos pontosx = � 1 e x = 1, bem como em seus múltiplosx =
� 3; � 5; : : : Na verdade tem-se quef é cont�́nua em todos estes pontos.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

Figura 4.21: Grá�co da funçãof 0(x).
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Por outro lado,f não tem derivada nos pontosx = � 1; � 3; � 5; : : : (são cúspides), pois
as derivadas laterais nestes pontos tende para� ¥ e + ¥ . Isto signi�ca dizer que as descon-
tinuidades da função derivada,f 0(x), são de segunda espécie. Portanto,f 0(x) não é seccional-
mente cont�́nua e, consequentemente,f não é uma função seccionalmente diferenciável (apesar
de ser seccionalmente cont�́nua).

O próximo resultado apresenta condições su�cientes para a convergência da série de Fourier
de uma funçãof . A demonstração será omitida neste ponto; o leitor interessado poderá consultar
o cap�́tulo 2.

Teorema 4.1 (Fourier):Sejaf : R ! R uma função seccionalmente diferenciável e periódica
de per�́odoT = 2L. Então, a série de Fourier da funçãof , dada por

f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
,

converge em cada pontox para a média dos limites laterais, isto é, converge para

f (x+ 0)+ f (x� 0)
2

,

ou ainda,
f (x+ 0)+ f (x� 0)

2
=

a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
,

onde
f (x+ 0) = lim

t! x+
f (t) e f (x� 0) = lim

t! x�
f (t):

O teorema de Fourier diz que, com as hipóteses assumidas, a série de Fourier converge para
a média dos limites laterais. Naturalmente, para as funç˜oes seccionalmente diferenciáveis que
são cont�́nuas, a série de Fourier converge exatamente para o ponto, pois os limites laterais serão
iguais e coincidirá com o valor da função neste ponto.

Observaç̃ao 4.1:No teorema de Fourier, a hipótese da periodicidade def já foi justi�cada
na seção 2.2. Já a exigência def ser seccionalmente cont�́nua se dá por dois motivos:

(a) A necessidade da existência dos limites laterais, uma vez que a série de Fourier converge
para a média dos dois.

(b) A necessidade def ser integrável e absolutamente integrável (no sentido deRiemann).

Por que pedir para que a função derivada também seja seccionalmente cont�́nua (isto é,f ser
seccionalmente diferenciável)? Isto será visto na seç˜ao 2.9, onde serão feitas estimativas dos
coe�cientes de Fourier. Com a integral de Riemann, usada neste texto, isto implica em fazer
integração por partes, de maneira que aparece a função derivada f 0(x). Nesta mesma seção
também aparece de maneira clara a exigência da funçãof ser absolutamente integrável.
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Exemplo 4.5:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

0; se � p � x < 0;

1; se 0� x < p;

periódica de per�́odoT = 2p.

Determinar a série de Fourier para a funçãof .

SOLUÇÃO: O grá�co desta função pode ser visto na �gura 4.18. Pelo exemplo 4.2, esta
função é periódica de per�́odoT = 2p e é seccionalmente diferenciável. Logo, pelo teorema
de Fourier, esta função admite uma série de Fourier. Inicialmente deve-se determinar os coe�-
cientes da série de Fourier. Observando queL = T=2 = p, tem-se:

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx=

1
p

Z p

� p
f (x) dx

=
1
p

Z 0

� p
f (x) dx+

1
p

Z p

0
f (x) dx

=
1
p

Z 0

� p
0dx+

1
p

Z p

0
1dx

=
x
p

�
�
�
�

p

0
=

1
p

(p � 0) = 1:(4.2)

Para o cálculo dean, comn 6= 0, tem-se

an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx

=
1
p

Z 0

� p
0� cos(nx) dx+

1
p

Z p

0
1� cos(nx) dx

=
1
p

Z p

0
cos(nx) dx=

1
np

� sen(nx)

�
�
�
�

p

0

=
1

np
[ sen(np) � sen0] =

1
np

� 0 = 0:(4.3)

Para o cálculo debn, tem-se

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx=

1
p

Z 0

� p
0� sen(nx) dx+

1
p

Z p

0
1� sen(nx) dx

=
1
p

Z p

0
sen(nx) dx= �

1
np

� cos(nx)

�
�
�
�

p

0
= �

1
np

[cos(np) � cos0]
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=
1

np
[1� cos(np)] =

1
np

[1� (� 1)n] ;

ou ainda,

(4.4) b2k = 0 e b2k� 1 =
2

(2k� 1)p
; k 2 N:

Assim, usando os valores para os coe�cientesa0, an e bn obtidos em (4.2), (4.3) e (4.4), a
série de Fourier para a funçãof é dada por

f (x) �
1
2

+
¥

å
k= 1

2
(2k� 1)p

� sen(2k� 1) x:

-p p

1

x

y

Figura 4.22: Grá�co das somas parciais da série de Fourier.

A �gura 4.22 exibe as quatro primeiras somas parciais da série de Fourier para a funçãof no
intervalo[� p;p], isto é, o grá�co das funções

S1(x) =
1
2

+
2
p

senx;

S2(x) =
1
2

+
2
p

senx+
2

3p
sen(3x);

S3(x) =
1
2

+
2
p

senx+
2

3p
sen(3x)+

2
5p

sen(5x);

S4(x) =
1
2

+
2
p

senx+
2

3p
sen(3x)+

2
5p

sen(5x)+
2

7p
sen(7x):

O leitor poderá observar que cada termo adicionado faz com que a série se aproxime mais do
grá�co da funçãof . Também é interessante notar o que está acontecendo com os grá�cos das
somas parciais no ponto(0; 1=2), que é o ponto médio entre os pontos(0;0) e (0;1), ou ainda,
que é o ponto obtido como a média dos limites laterais def na origem.
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Exemplo 4.6:A série de Fourier para a funçãof , que foi obtida no exemplo 4.4, pode ser
usada para obter uma representação parap através de uma série numérica.

De fato, basta tomarx = p=2. Note-se, naquele exemplo, quef (p=2) = 1 e quef é cont�́nua
na vizinhança dex = p=2, de modo que a série de Fourier, ao convergir para a média dos limites
laterais, irá convergir exatamente para o valor def (p=2) = 1. Assim, a funçãof pode ser escrita
através de uma igualdade nesta vizinhança, isto é,

f (x) =
1
2

+
2
p

¥

å
k= 1

1
2k� 1

� sen(2k� 1) x:

Fazendox = p=2 na expressão acima, encontra-se

1 =
1
2

+
2
p

¥

å
k= 1

1
2k� 1

� sen
h
(2k� 1)

p
2

i
,

isto é,
1
2

=
2
p

¥

å
k= 1

1
2k� 1

� sen
h
(2k� 1)

p
2

i
,

ou ainda,
p
4

=
¥

å
k= 1

1
2k� 1

� sen
h
(2k� 1)

p
2

i
�

Portanto,

p
4

=
1
1

� sen
� p

2

�
+

1
3

� sen
�

3p
2

�
+

1
5

� sen
�

5p
2

�
+

1
7

� sen
�

7p
2

�
+ � � �

= 1�
1
3

+
1
5

�
1
7

+ � � � =
¥

å
k= 1

(� 1)k� 1

2k� 1
;

que é conhecida como asérie de Leibniz.
Deste modo, é poss�́vel determinar um valor parap através da soma

p = 4
¥

å
k= 1

(� 1)k� 1

2k� 1
= 4�

4
3

+
4
5

�
4
7

+ � � � ,

ou ainda com a aproximação desejada.

Exemplo 4.7:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

(
j xj; se � 1 � x < 1;

periódica de per�́odoT = 2:

Determinar a série de Fourier paraf .
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SOLUÇÃO: Note-se, primeiro, quef é uma função semelhante �aquela apresentada no exem-
plo 4.2. Assim, analogamente aquele caso, mostra-se quef uma função seccionalmente dife-
renciável e periódica de per�́odoT = 2. Logo é poss�́vel determinar a sua série de Fourier. Para
isso é necessário encontrar os coe�cientes de Fourier. Observando queL = 1, paraa0, tem-se

a0 =
1
1

Z 1

� 1
f (x) dx=

Z 0

� 1
f (x) dx+

Z 1

0
f (x) dx

=
Z 0

� 1
(� x) dx+

Z 1

0
xdx= �

x2

2

�
�
�
�

0

� 1
+

x2

2

�
�
�
�

1

0

= �
1
2

�
02 � (� 1)2�

+
1
2

�
12 � 02�

=
1
2

+
1
2

= 1:(4.5)

Para os coe�cientesan, tem-se

an =
1
1

Z 1

� 1
f (x) cos(npx)dx

=
Z 0

� 1
� x� cos(npx)dx+

Z 1

0
x� cos(npx)dx

=

"

�
x

np
� sen(npx)

�
�
�
�

0

� 1

#

�
�
�

1
np

Z 0

� 1
sen(npx)dx

�
+

+

"
x

np
� sen(npx)

�
�
�
�

1

0

#

�
�

1
np

Z 1

0
sen(npx)dx

�

=

"

�
x

np
� sen(npx)

�
�
�
�

0

� 1

#

�

"
1

(np)2 cos(npx)

�
�
�
�

0

� 1

#

+

+

"
x

np
� sen(npx)

�
�
�
�

1

0

#

�

"

�
1

(np)2 cos(npx)

�
�
�
�

1

0

#

=
�
�

1
np

� x� sen(npx) �
1

(np)2 � cos(npx)
� �

�
�
�
�

0

� 1

+

+
�

1
np

� x� sen(npx)+
1

(np)2 � cos(npx)
� �

�
�
�
�

1

0

=
�
�

1
np

� 0� sen0�
1

(np)2 � cos0
�

�
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�
�
�

1
np

� (� 1) � sen(� np) �
1

(np)2 cos(� np)
�

+

+
�

1
np

� 1� sen(np)+
1

(np)2 � cos(np)
�

�

�
�

1
np

� 0� sen0+
1

(np)2 � cos0
�

=
�
�

1
(np)2 +

1
(np)2 cos(np)+

1
(np)2 cos(np) �

1
(np)2

�

=
2

(np)2 [cos(np) � 1] =
2

n2p2 [(� 1)n � 1] ; n 2 N;(4.6)

onde realizou-se integração por partes nos passos acima da seguinte forma

(
u = � x;

dv= cos(npx)dx;
e

8
<

:

� du= dx;

v =
1

np
� sen(npx);

(
U = x;

dV = cos(npx)dx:
e

8
<

:

dU = dx;

V =
1

np
� sen(npx):

A expressão obtida em (4.6) pode ser melhorada, escrevendo-a paran par en �́mpar, isto é,

(4.7) a2k = 0; a2k� 1 = �
4

(2k� 1)2p2
, k 2 N:

Para o cálculo dos coe�cientesbn, obtém-se

bn =
1
1

Z 1

� 1
f (x) sen(npx)dx

=
Z 0

� 1
� x� sen(npx)dx+

Z 1

0
x� sen(npx)dx

=

"
x

np
� cos(npx)

�
�
�
�

0

� 1

#

�
�

1
np

Z 0

� 1
cos(npx)dx

�
+

+

"

�
x

np
� cos(npx)

�
�
�
�

1

0

#

�
�
�

1
np

Z 1

0
cos(npx)dx

�

=

"
x

np
� cos(npx)

�
�
�
�

0

� 1

#

�

"
1

(np)2 sen(npx)

�
�
�
�

0

� 1

#

+
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+

"

�
x

np
� cos(npx)

�
�
�
�

1

0

#

�

"

�
1

(np)2 sen(npx)

�
�
�
�

1

0

#

=
�

1
np

� x� cos(npx) �
1

(np)2 � sen(npx)
� �

�
�
�
�

0

� 1

+

+
�
�

1
np

� x� cos(npx)+
1

(np)2 � sen(npx)
� �

�
�
�
�

1

0

=
�

1
np

� 0� cos0�
1

(np)2 � sen0
�

�

�
�

1
np

� (� 1) � cos(� np) �
1

(np)2 sen(� np)
�

+

+
�
�

1
np

� 1� cos(np)+
1

(np)2 � sen(np)
�

�

�
�
�

1
np

� 0� cos0+
1

(np)2 � sen0
�

=
�

1
(np)2 � cos(np) �

1
(np)2 cos(np)

�

= 0; n 2 N;(4.8)

onde realizou-se integração por partes nos passos acima da seguinte forma

(
u = � x;

dv= sen(npx)dx;
e

8
<

:

� du= dx;

v = �
1

np
� cos(npx);

(
U = x;

dV = sen(npx)dx:
e

8
<

:

dU = dx;

V = �
1

np
� cos(npx):

Assim, por (4.5), (4.7) e (4.8), tem-se que os coe�cientes deFourier são dados por

a0 = 1; ak = �
4

(2k� 1)2p2 e bk = 0:

Assim, a série de Fourier paraf é dada por

f (x) �
a0

2
+

¥

å
k= 1

f ak cos[(2k� 1)px] + bksen[(2k� 1)px]g
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�
1
2

+
¥

å
k= 1

�
�

4
(2k� 1)2p2 cos[(2k� 1)px] + 0� sen[(2k� 1)px]

�

�
1
2

�
4

p2

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 cos[(2k� 1)px]:

-3 -2 -1 1 2 3

1

x

y

Figura 4.23: Grá�co das somas parciais.

Agora observe que a funçãof dada é cont�́nua em todox 2 R, de modo que a média dos
limites laterais em um cada ponto coincide com o valor da func¸ão neste ponto. Em outras
palavras: é poss�́vel usar a igualdade entref (x) e sua série de Fourier, isto é,

f (x) =
1
2

�
4

p2

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 cos[(2k� 1)px]:

A �gura 4.23 exibe o grá�co def e das primeiras três somas parciais da série de Fourier, isto
é, das seguintes funções:

S1(x) =
1
2

�
4

p2 � cos(px);

S2(x) =
1
2

�
4

p2 � cos(px) �
4

3p
� cos(3px);

S3(x) =
1
2

�
4

p2 � cos(px) �
4

3p
� cos(3px) �

4
5p

� cos(5px):

Como f é cont�́nua emR, então, em particular, ela está de�nida na origem. Fazendo x = 0 na
representação def por sua série de Fourier, obtém-se

j0j =
1
2

�
4
p2

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 cos0;

isto é,
1
2

=
4

p2

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2

,

ou ainda,
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p2

8
=

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 = 1+

1
9

+
1
25

+
1
49

+ � � �

Exemplo 4.8:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

x; se � L < x < L;

0; se x = � L e x = L;

periódica de per�́odoT = 2L.

Mostre que a série de Fourier paraf é dada por

f (x) �
2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
sen

� npx
L

�
�

SOLUÇÃO: O grá�co de f pode ser visto na �gura abaixo.

x

y

Figura 4.24: Grá�co da funçãof .

Trata-se, portanto, de uma função periódica de per�́odoT = 2L e que é seccionalmente dife-
renciável, logo é poss�́vel usar o teorema de Fourier. O passo seguinte consiste em determinar
os coe�cientes de Fourier.

Paraa0, tem-se:

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x)dx=

1
L

Z L

� L
xdx=

x2

2L

�
�
�
�

L

� L

=
(L)2

2L
�

(� L)2

2L
= 0:(4.9)

Para os coe�cientesan, é preciso realizar uma integração por partes fazendo
8
<

:

u = x;

dv= cos
� npx

L

�
,

)

8
<

:

du= dx;

v =
L

np
� sen

� npx
L

�
�

Assim,
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an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx=

1
L

Z L

� L
x� cos

� npx
L

�
dx

=
1
L

"
L

np
� x� sen

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
�

L
np

Z L

� L
sen

� npx
L

�
dx

#

=
1

np
[L � sen(np) � (� L) � sen(� np)] +

1
L

�
L2

n2p2 � cos
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L

=
L

np
[ sen(np) � sen(np)] +

L
n2p2 [cos(np) � cos(� np)]

=
L

np
[ sen(np) � sen(np)] +

L
n2p2 [cos(np) � cos(np)]

= 0;(4.10)

onde usou os seguintes fatos

sen(� np) = � sen(np) e cos(� np) = cos(np):

Para os coe�cientesbn, também é necessário realizar uma integração por partes fazendo
8
<

:

u = x;

dv= sen
� npx

L

�
,

)

8
<

:

du= dx;

v = �
L

np
� cos

� npx
L

�
�

Tem-se:

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx=

1
L

Z L

� L
x� sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

"

�
L

np
� x� cos

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
+

L
np

Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx

#

= �
1

np
[L � cos(np) � (� L) � cos(� np)] +

1
L

�
L2

n2p2 � sen
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L

= �
L
np

[cos(np)+ cos(np)] +
L

n2p2 [ sen(np) � sen(� np)]

= �
2L
np

� cos(np)+
2L

n2p2 � sen(np)

= �
2L
np

� (� 1)n =
2L
np

� (� 1)n+ 1;(4.11)

onde usou-se os fatos

sen(� np) = � sen(np) = 0 e cos(� np) = cos(np) = ( � 1)n:
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Assim, substituindo os coe�cientes de Fourier obtidos em (4.9), (4.10) e (4.11) na série de
Fourier,

f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an � cos

� npx
L

�
+ bn � sen

� npx
L

�i
,

obtém-se

f (x) �
2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen

� npx
L

�
, 8 x 2 R:

Observe-se agora que a funçãof é descont�́nua nos pontosx = � kL, comk 2 N, mas que a
série de Fourier, que converge para a média dos limites laterais, satisfaz nestes pontos

2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen

�
np(kL)

L

�
=

2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen(knp) = 0 = f (� kL) ;

pois seno se anula em múltiplos inteiros dep.
Assim, tem-se que a série de Fourier para a funçãof converge exatamente para a funçãof ,

de modo que é poss�́vel escrever

f (x) =
2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen

� npx
L

�
, 8 x 2 R:

x

y

Figura 4.25: Grá�co das somas parciais.

A �gura 4.25 mostra os grá�cos def e das seguintes quatro primeiras somas parciais da série
de Fourier:

S1 =
2L
p

sen
� px

L

�
,

S2 =
2L
p

sen
� px

L

�
�

L
p

sen
�

2px
L

�
,

S3 =
2L
p

sen
� px

L

�
�

L
p

sen
�

2px
L

�
+

2L
3p

sen
�

3px
L

�
,

S4 =
2L
p

sen
� px

L

�
�

L
p

sen
�

2px
L

�
+

2L
3p

sen
�

3px
L

�
�

L
2p

sen
�

4px
L

�
�
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Exemplo 4.9:Sejaf : R ! R uma função de�nida por
(

x2; se � 1 < x � 1;

periódica de per�́odoT = 2.

Para escrever a série de Fourier paraf é preciso determinar os coe�cientes de Fourier.
Observe-se queL = 1. Para o coe�cientea0, tem-se

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx=

Z 1

� 1
x2dx

=
x3

3

�
�
�
�

1

� 1
=

13

3
�

(� 1)3

3
=

2
3

�(4.12)

Para os coe�cientesan, tem-se

an =
Z 1

� 1
f (x) cos(npx) dx=

Z 1

� 1
x2 cos(npx) dx

=
1

np
x2 sen(npx)

�
�
�
�

1

� 1
�

2
np

Z 1

� 1
x sen(npx) dx

=
1

np

�
12 sen(np) � (� 1)2 sen(� np)

�
�

�
2

np

"

�
x

np
cos(npx)

�
�
�
�

1

� 1
+

1
np

Z 1

� 1
cos(npx) dx

#

= �
2

np

�
�

1
np

cos(np)+
(� 1)
np

cos(� np)
�

�

�
2

np
�

1
np

�
1

np
sen(npx)

�
�
�
�

1

� 1

=
4

n2p2 cos(np) �
2

n3p3 [ sen(np) � sen(� np)]

=
4

n2p2 cos(np) �
4

n3p3 sen(np)

=
4

n2p2 (� 1)n;(4.13)

onde usou-se os fatos que cos(� np) = cos(np) = ( � 1)n e sen(� np) = � sen(np) = 0. Além
disso, fez-se duas integrações por partes, primeiro fazendo

(
u = x2;

dv= cos(npx);
)

8
<

:

du= 2xdx;

v =
1

np
sen(npx);
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e depois a seguinte

(
U = x;

dV = sen(npx);
)

8
<

:

dU = dx;

v = �
1

np
cos(npx):

Para os coe�cientesbn, obtém-se

bn =
Z 1

� 1
f (x) sen(npx) dx=

Z 1

� 1
x2 sen(npx) dx

= �
1

np
x2 cos(npx)

�
�
�
�

1

� 1
+

2
np

Z 1

� 1
x cos(npx) dx

= �
1

np

�
12cos(np) � (� 1)2 cos(� np)

�
+

+
2

np

"

x sen(npx)

�
�
�
�

1

� 1
�

1
np

Z 1

� 1
sen(npx) dx

#

= �
1

np
[cos(np) � cos(np)] +

2
np

[1� sen(np) � (� 1) � sen(� np)]+

+
2

np
�
�

�
1

np

�
� sen(npx)

�
�
�
�

1

� 1

=
2

np
[ sen(np) � sen(np)] �

2
n2p2 [ sen(np) � sen(� np)]

= �
4

n2p2 sen(np)

= 0;(4.14)

onde novamente usou-se os fatos que cos(� np) = cos(np) = ( � 1)n e sen(� np) = � sen(np) =
0. Além disso, também se fez duas integrações por partes, primeiro fazendo

(
u = x2;

dv= sen(npx);
)

8
<

:

du= 2xdx;

v = �
1

np
cos(npx);

e depois a seguinte

(
U = x;

dV = cos(npx);
)

8
<

:

dU = dx;

v =
1

np
sen(npx):

Usando as expressões para os coe�cientes de Fourier, obtidas em (4.12), (4.13) e (4.14),
pode-se escrever a série de Fourier para a funçãof . Tem-se:
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f (x) �
2=3

2
+

¥

å
n= 1

�
4

n2p2 (� 1)ncos(npx)+ 0� sen(npx)
�

;

isto é,

f (x) �
1
3

+
4

p2

¥

å
n= 1

(� 1)n

n2 cos(npx):

Como f é cont�́nua, os limites laterais existem, são iguais e coincidem com o valor def (x)
em todox 2 R. Logo, pode-se usar o sinal de igualdade paraf e sua série de Fourier, ou seja,

f (x) =
1
3

+
4

p2

¥

å
n= 1

(� 1)n

n2 cos(npx):

Fazendox = 1 na igualdade acima, tem-se que

f (1) = 12 =
1
3

+
4
p2

¥

å
n= 1

(� 1)n

n2 cos(np);

isto é,

1�
1
3

=
4
p2

¥

å
n= 1

(� 1)n

n2 (� 1)n;

ou ainda,
2
3

=
4

p2

¥

å
n= 1

(� 1)2n

n2
,

que implica em
p2

6
=

¥

å
n= 1

1
n2 = 1+

1
4

+
1
9

+
1
16

+ � � �

Os exemplos desta seção mostram que as séries de Fourier permitem calcular da soma de
séries numéricas convergentes. No estudo tradicional deséries numéricas são apresentados
testes de convergência que garantem a convergência ou divergência das séries, mas com aqueles
métodos não é poss�́vel apresentar, no caso de séries convergentes, para qual valor ela converge.

Assim, é poss�́vel usar, em conjunto, os testes de convergˆencia para decidir se uma dada série
numérica é convergente e as séries de Fourier para funç˜oes apropriadas, que permitem o cálculo
da soma destas séries numéricas.

2.5 Simetria de funç̃oes

DEFINIÇÃO: Diz-se que um conjuntoX � R é simétricoem relação �a origem se para todo
x 2 X se tem� x 2 X. SejamX � R um conjunto simétrico ef : X ! R uma função. Diz-se que
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a funçãof : X ! R é par se f (� x) = f (x) para todox 2 X. Diz-se que a funçãof : X ! R é
�́mparse f (� x) = � f (x) para todox 2 X.

As de�nições de funções pares e �́mpares permitem um interpretação geométrica: simetria
de seus grá�cos. As funções pares são simétricas em relação ao eixoy: a distância do ponto
(x; f (x)) ao ponto(0; f (x)) é igual a distância do ponto(� x; f (� x)) = ( � x; f (x)) ao ponto
(0; f (x)) . As funções �́mpares são simétricas em relação �a origem: a distância do ponto(x; f (x))
até a origem é igual a distância do ponto(� x; f (� (x)) = ( � x; � f (x)) ao ponto(0;0).

x

y

(a) Grá�co de uma função par

x

y

(b) Grá�co de uma função �́mpar

Exemplo 5.1:A função f : R ! R, de�nida por f (x) = xn, é par sen 2 N é par ef é �́mpar
sen 2 N for um número natural �́mpar.

Note-se queR é um conjunto simétrico (isto é,R = ( � ¥ ;+ ¥ )) , pois, para qualquerx 2 R,
tem-se sempre que� x 2 R. Sejan um número natural par, entãon = 2k parak 2 N. Assim,

f (� x) = ( � x)n = ( � 1)2kx2k = x2k = xn = f (x);

mostrando quef , neste caso, é par.
Agora sejan um natural �́mpar, de modo que se escreven = 2k� 1, comk 2 N. Tem-se:

f (� x) = ( � x)n = ( � 1)2k� 1x2k� 1 = � x2k� 1 = � xn = � f (x);

donde se conclui quef é �́mpar.

Exemplo 5.2:Sejamf ;g : R ! R duas funções de�nidas por

f (x) = cos
� npx

L

�
e g(x) = sen

� npx
L

�
,

ondeL > 0 en 2 N. Então,f é par eg é �́mpar para todon 2 N.
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Com efeito, já foi visto queR é um intervalo simétrico. Além disso, da trigonometria tem-se
que

cos(� q) = cos(0� q) = cos0� cosq + sen0� senq = cosq ;

sen(� q) = sen(0� q) = sen0� cosq � senq � cos0= � senq :

Assim,

f (� x) = cos
�

np(� x)
L

�
= cos

�
�

npx
L

�
= cos

� npx
L

�
= f (x);

g(� x) = sen
�

np(� x)
L

�
= sen

�
�

npx
L

�
= � sen

� npx
L

�
= � g(x):

Exemplo 5.3:Sejaf : [� 1;2] ! R de�nida por f (x) = x3 + x. Esta função não é par e nem é
�́mpar, pois o dom�́nio def , dom( f ) = [ � 1;2], não é simétrico em relação �a origem. A função
g : [� p;p] ! R dada por

g(x) =

(
0; � p � x < 0;

1; 0 � x � p

não é par e nem é �́mpar, mesmo que seu dom�́nio,� p � x � p, seja simétrico. Basta observar
que parax 2 [0;p], se temf (x) = 1, de modo que� x 2 [� p;0) e, assim,f (� x) = 0. Isto é, os
valores def (x) e f (� x) não guardam ligação entre si.

Exemplo 5.4:SejamX � R um conjunto simétrico em relação a origem ef : X ! R uma
função de�nida porf (x) = 0 para todox 2 X (ou seja,f � 0 é a função identicamente nula em
X). Observe-se que

f (� x) = 0 = f (x);

mas também
f (� x) = 0 = � 0 = � f (x);

isto é, a função identicamente nula é simultaneamente par e �́mpar.

Agora suponha que existe uma funçãog : X ! R que seja simultaneamente par e �́mpar.
Então,

g(� x) = g(x) e g(� x) = � g(x);

ou ainda,
g(x) = g(� x) e g(x) = � g(� x):

Somando as duas últimas igualdades membro a membro, obtém-se
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2g(x) = g(� x) � g(� x) = 0 ) g(x) = 0; 8 x 2 X;

isto é,g é a função identicamente nula emX.
Isto mostra que a única função, tendo como dom�́nio um conjunto simétrico, que é ao mesmo

tempo par e �́mpar é a função identicamente nula.

Exemplo 5.5:As funções constantes, não identicamente nula, são funções pares.

De fato, sejamX � R um conjunto simétrico ef : X ! R uma função dada porf (x) = c,
ondec 2 R. Tem-se:

f (� x) = c = f (x);

mas
f (� x) = c 6= � c = � f (x);

isto é, as funções constantes não nulas são pares, mas não �́mpares.

Proposição 5.1:SejamX � R um conjunto simétrico ef ;g : X ! R funções dadas. Então,

(a) A soma (resp., diferença) de duas funções pares é umafunção par.
(b) A soma (resp., diferença) de duas funções �́mpares éuma função �́mpar.
(c) O produto de duas funções pares é uma função par.
(d) O produto de duas funções �́mpares é uma função par.
(e) O produto de uma função par por uma função �́mpar é uma função �́mpar.
(f) O quociente entre uma função par e uma �́mpar é uma func¸ão �́mpar.
(g) Se uma função for �́mpar, então seu valor absoluto é par.

DEMONSTRAÇÃO: SejaX � R conjunto simétrico, isto é,x 2 X se, e somente se,� x 2 X,
podendo ser limitado ou não.

(a) Sejamf ;g : X ! R duas funções pares, isto é,f (� x) = f (x) e g(� x) = g(x) para todo
x 2 R. Tem-se

( f + g)( � x) = f (� x)+ g(� x) = f (x)+ g(x) = ( f + g)(x);

o que mostra quef + g é par.
Analogamente,

( f � g)( � x) = f (� x) � g(� x) = f (x) � g(x) = ( f � g)(x);

demonstrando quef � g também é par.

(b) Sejamf ;g : X ! R duas funções �́mpares, isto é,f (� x) = � f (x) e g(� x) = � g(x).
Tem-se

( f + g)( � x) = f (� x)+ g(� x) = � f (x) � g(x) = � [ f (x)+ g(x)] = � ( f + g)(x);
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mostrando quef + g é �́mpar.
Similarmente,

( f � g)( � x) = f (� x) � g(� x) = � f (x) � [� g(x)] = � [ f (x) � g(x)] = � ( f � g)(x);

que demonstra quef � g também é �́mpar.

(c) Sejamf ;g : X ! R duas funções pares. Então,

( f � g)( � x) = f (� x) � g(� x) = f (x) � g(x) = ( f � g)(x);

donde segue-se quef � g é par.

(d) Sejamf ;g : X ! R duas funções �́mpares. Então,

( f � g)( � x) = f (� x) � g(� x) = [ � f (x)] � [� g(x)] = f (x) � g(x) = ( f � g)(x);

mostrando quef � g é par.

(e) Sejamf : X ! R uma função par eg : R ! R uma função �́mpar. Tem-se:

( f � g)( � x) = f (� x) � g(� x) = [ f (x)] � [� g(x)] = � [ f (x) � g(x)] = � ( f � g)(x);

demonstrando quef � g é uma função �́mpar.

(f) Sejam f : X ! R uma função par eg : X ! R uma função �́mpar tal queg(x) 6= 0 para
x 2 X. Então, �

f
g

�
(� x) =

f (� x)
g(� x)

=
f (x)

� g(x)
= �

f (x)
g(x)

= �
�

f
g

�
(x);

demonstrando que o quociente é �́mpar.
Sejamf : X ! R uma função �́mpar eg : X ! R uma função par tal queg(x) 6= 0 parax 2 X.

Tem-se: �
f
g

�
(� x) =

f (� x)
g(� x)

=
� f (x)
g(x)

= �
f (x)
g(x)

= �
�

f
g

�
(x);

de modo que isto mostra quef=g é �́mpar.

(g) Sejaf : X ! R uma função �́mpar, isto é,f (� x) = � f (x) para todox 2 R. Sejag(x) =
j f (x)j. Tem-se:

g(� x) = j f (� x)j = j � f (x)j = j � 1j � j f (x)j = j f (x)j = g(x);

demonstrando queg é par.

Exemplo 5.6:Considere as funçõesfn : R ! R de�nidas por

fn(x) = cos
� npx

L

�
� sen

� npx
L

�
, n 2 N
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ondeL > 0
Tem-se que cada funçãofn é �́mpar, pois cadafn se escreve como o produto de uma função

par (cosseno) por uma �́mpar (seno).

Exemplo 5.7:Considere as funçõesfn;gn : R ! R dadas por

fn(x) = cos
� npx

L

�
� cos

� npx
L

�
e gn(x) = sen

� npx
L

�
� sen

� npx
L

�
,

comL > 0 en 2 N.
Tem-se quefn e gn são funções pares. Cada funçãofn é par, pois é produto de duas funções

pares; e cada funçãogn é par, pois é produto de duas funções �́mpares.

O próximo resultado mostra que qualquer função, de�nidaem um conjunto simétrico, pode
ser escrita como soma de uma função par com uma função �́mpar.

Proposição 5.2:SejamX um conjunto simétrico em relação a origem ef : X ! R uma função
qualquer. Então, existem funçõesg;h : X ! R, ondeg é par eh é �́mpar, tal quef = g+ h.

DEMONSTRAÇÃO: ComoX é um conjunto simétrico, tem-se que para qualquerx 2 X, sem-
pre se tem� x 2 X, de modo quef estará bem de�nida para quaisquerx e � x em seu dom�́nio.
Agora escrevaf (x) da seguinte forma:

f (x) =
f (x)
2

+
f (x)
2

=
f (x)
2

+
f (x)
2

�
f (� x)

2

=
�

f (x)
2

+
f (� x)

2

�
+

�
f (x)
2

�
f (� x)

2

�

=
f (x)+ f (� x)

2
+

f (x) � f (� x)
2

�

Agora escreva

g(x) =
f (x)+ f (� x)

2
e h(x) =

f (x) � f (� x)
2

�

A�rma-se queg é par e queh é �́mpar. De fato,

g(� x) =
f (� x)+ f [� (� x)]

2
=

f (� x)+ f (x)
2

=
f (x)+ f (� x)

2
= g(x);

h(� x) =
f (� x) � f [� (� x)]

2
=

f (� x) � f (x)
2

= �
f (x) � f (� x)

2
= � h(x):

Como f (x) = g(x)+ h(x), ondeg é par eh é �́mpar, tem-se, portanto, quef se escreve como
soma de uma função par com uma função �́mpar.
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Em relação a proposição 5.2, a funçãog é ditacomponente par(ouparte par) de f e a função
h é ditacomponente �́mpar(ouparte �́mpar) de f .

Observaç̃ao 5.1:Existe outro modo de demonstrar a proposição 5.2. De fato,suponha quef
possa ser expressa como a soma

(5.1) f (x) = u(x)+ v(x);

ondeu ev representam as partes par e �́mpar def , respectivamente.
Comou é par ev é �́mpar, então por de�nição, tem-se que

u(� x) = u(x) e v(� x) = v(x):

Assim,

(5.2) f (� x) = u(� x)+ v(� x) = u(x) � v(x):

Segue-se de (5.1) e (5.2) que
(

f (x) = u(x)+ v(x);

f (� x) = u(x) � v(x):

Este sistema pode ser resolvido para determinaru(x) e v(x). Somando as duas expressões,
obtém-seu(x). Jáv(x) pode ser obtida subtraindo-se a segunda equação da primeira. Assim,
obtém-se:

u(x) =
f (x)+ f (� x)

2
e v(x) =

f (x) � f (� x)
2

�

Exemplo 5.8:Sejaf : (� 5;5) ! R uma função de�nida porf (x) = 2x3 � x2 � 3. Trata-se de
determinar funçõesg e f , par e �́mpar, respectivamente, tais quef = g+ h.

Pela proposição 5.2, a funçãog dada a seguir é par:

g(x) =
f (x)+ f (� x)

2

=

�
2x3 � x2 � 3

�
+

�
2(� x)3 � (� x)2 � 3

�

2

=
2x3 � x2 � 3� 2x3 � x2 � 3

2

=
� 2x2 � 6

2
= � x2 � 3:

Observe-se queg realmente é uma função par, pois
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x

y
f

Figura 5.26: Grá�co da funçãof (x) = 2x3 � x2 � 3.

g(� x) = � (� x)2 � 3 = � x2 � 3 = g(x):

Pela proposição 5.2, a funçãoh dada abaixo é �́mpar:

h(x) =
f (x) � f (� x)

2

=

�
2x3 � x2 � 3

�
�

�
2(� x)3 � (� x)2 � 3

�

2

=
2x3 � x2 � 3+ 2x3 + x2 + 3

2
=

4x3

2
= 2x3:

Note-se queh realmente é uma função par, pois

h(� x) = 2(� x)3 = � 2x3 = � h(x):

x

y
h

g

Figura 5.27: Grá�co das funçõesg(x) = � x2 � 3 eh(x) = 2x3.
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Por �m, observe quef se escreve como soma deg e h:

g(x)+ h(x) = ( � x2 � 3)+ 2x3 = 2x3 � x2 � 3 = f (x):

Proposição 5.3:SejamX � R um conjunto simétrico em relação a origem,f : X ! R uma
função qualquer,g : X ! R uma função par eh : X ! R uma função �́mpar tais quef = g+ h.
Então, as funçõesg eh são únicas.

DEMONSTRAÇÃO: Suponha quef possa ser escrita como as seguintes somas

f = g+ h e f = u+ v;

ondeg eu são funções pares eh e v são funções �́mpares.
Então,g+ h = u+ v. Ou ainda, queg� u = v� h. Comog e u são funções pares, pelo item

(a) da proposição 5.1 tem-se queg� u é par. Analogamente, comoh ev são �́mpares, pelo item
(b) da mesma proposição segue-se quev� h é �́mpar.

Assim, deg� u = v� h, segue-se que o primeiro membro é par e o segundo membro é uma
função �́mpar. Mas a igualdade implica dizer que as funç˜oesg� u e v� h são simultaneamente
par e �́mpar. O exemplo 5.4 mostrou que a única função simultaneamente par e �́mpar é a função
identicamente nula. Isto implica emg� u � 0 ev� h � 0, ou seja, queg = u e h = v. Portanto,
segue-se da�́ a decomposição em soma de funções par e �́mpar é única.

Exemplo 5.9:Sejaf : [� 1;0) [ (0;1] ! R uma função de�nida por

f (x) =
2x3 � 1

x
�

Deseja-se determinar duas funçõesg e f , par e �́mpar, respectivamente, tais quef = g+ h.
Parag, tem-se:

g(x) =
f (x)+ f (� x)

2
=

1
2

�
2x3 � 1

x
+

2(� x)3 � 1
(� x)

�

=
1
2

�
2x3 � 1

x
+

2x3 + 1
x

�

=
1
2

�
4x3

x
= 2x2:

Parah, tem-se:
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Figura 5.28: Grá�co da funçãof .

h(x) =
f (x) � f (� x)

2

=
1
2

�
2x3 � 1

x
�

2(� x)3 � 1
(� x)

�

=
1
2

�
2x3 � 1

x
�

2x3 + 1
x

�

=
1
2

�
�

2
x

�

= �
1
x

�

É fácil veri�car queg(x) = 2x2 eh(x) = � 1=x são, respectivamente, par e �́mpar e quef (x) =
g(x)+ h(x).

A decomposição em soma de função par e �́mpar é única. Assim, outros procedimentos para
a determinação de funções par e �́mpar podem ser usados,desde que as operações sejam viáveis
e corretas. Por exemplo,

f (x) =
2x3 � 1

x
=

2x3

x
�

1
x

=
�
2x2�

+
�

�
1
x

�
= g(x)+ h(x):
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Figura 5.29: Grá�co das funçõesg eh.

Exemplo 5.10:Consideref : R ! R de�nida por

f (x) =

(
� 2; � 3 < x < 0;

2; 0 < x < 3;

e periódica de per�́odoT = 6. Note-se que o dom�́nioX = ( � 3;0) [ (0;3) é simétrico e que

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

x

y

Figura 5.30: Grá�co da funçãof .

f (� x) = � f (x) para todox 2 X. Portantof é uma função �́mpar.
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Exemplo 5.11:Sejaf : R ! R dada por

f (x) =

(
cosx; se 0< x < p

0; se p < x < 2p;

e periódica de per�́odoT = 2p. Esta função não é par e nem �́mpar.

-2p -p p 2p

x

y

Figura 5.31: Grá�co da funçãof do exemplo 5.11.

Exemplo 5.12:Seja f : R ! R uma função de�nida porf (x) = x(10� x) para 0< x < 10 e
periódica de per�́odoT = 10. Um simples grá�co paraf revela que ela é uma função par.

Proposição 5.4:SejamX � R um intervalo aberto e simétrico ef : X ! R uma função
diferenciável. Tem-se:

(a) Sef for uma função par, entãof 0será uma função �́mpar;

(b) Sef for uma função �́mpar, entãof 0será uma função par.

DEMONSTRAÇÃO: Para mostrar (a), suponha quef seja par. Então, para qualquerx 2 X,
tem-se

f (� x+ h) � f (� x) = f [� (x� h)] � f (� x) = f (x� h) � f (x):

Segue-se, portanto, que

f 0(� x) = lim
h! 0

f (� x+ h) � f (� x)
h

= lim
h! 0

f (x� h) � f (x)
h

= �
�

lim
h! 0

f (x� h) � f (x)
� h

�
�

Agora façah = � Dx. Tem-se:
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f 0(� x) = �
�

lim
h! 0

f (x+ Dx) � f (x)
Dx

�

= �
�

lim
� Dx! 0

f (x+ Dx) � f (x)
Dx

�
= � f 0(x);

donde se conclui que
f 0(� x) = � f 0(x);

logo f 0 é uma função �́mpar.

Para (b), suponha quef seja uma função �́mpar. Assim, para todox 2 X, tem-se

f (� x+ h) � f (� x) = f [� (x� h)] � f (� x) = � f (x� h)+ f (x):

Assim,

f 0(� x) = lim
h! 0

f (� x+ h) � f (� x)
h

= lim
h! 0

� f (x� h)+ f (x)
h

= lim
h! 0

f (x� h) � f (x)
� h

�

Façah = � Dx. Tem-se:

f 0(� x) = lim
h! 0

(x+ Dx) � f (x)
Dx

= lim
� Dx! 0

f (x+ Dx) � f (x)
Dx

= f 0(x);

donde se conclui quef 0(� x) = f 0(x); isto é, quef 0 é uma função par.

Proposição 5.5:SejamX � R um intervalo simétrico ej : X ! R uma função de�nida por

j (x) =
Z x

0
f (t) dt:

Tem-se:

(a) Sef é uma função par, entãoj é uma função �́mpar.

(b) Sef é uma função �́mpar, entãoj é uma função par.

DEMONSTRAÇÃO: Note-se, primeiro, que

j (� x) =
Z � x

0
f (t) dt:

Fazendou = � t, tem-se que� du= dt, de modo que
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(5.3) j (� x) =
Z x

0
� f (� u) du= �

Z x

0
f (� u) du:

(a) Por hipótese,f é par, isto é,f (� u) = f (u). Usando este fato em (5.3), tem-se

j (� x) = �
Z x

0
f (u) du= � j (x);

mostrando quej é �́mpar.

(b) Por hipótese,f é �́mpar, isto é,f (� u) = � f (u). Assim, usando este fato em (5.3), obtém-
se

j (� x) = �
Z x

0
f (� u) du= �

Z x

0
� f (u) du=

Z x

0
f (u) du= j (x);

o que mostra quej é uma função par.

Proposição 5.6:Seja f : [� L;L] ! R uma função par e integrável. Então,
Z L

� L
f (x) dx= 2

Z L

0
f (x) dx:

DEMONSTRAÇÃO: Observe-se, primeiro, que se pode escrever
Z L

� L
f (x) dx=

Z 0

� L
f (x) dx+

Z L

0
f (x) dx:

Agora usa-se a hipótese de quef é uma função par, isto é,f (x) = f (� x) para todox 2 R, na
primeira integral do segundo membro acima. Tem-se:

Z L

� L
f (x) dx=

Z 0

� L
f (� x) dx+

Z L

0
f (x) dx:

Em seguida usa-se a mudança de variáveisy = � x, tal que� dy= dx, na primeira integral do
segundo membro da igualdade acima, mas mantendo a segunda integral. Note-se que os novos
limites de integração passam a sery1 = � (� L) = L e y2 = � 0 = 0, onde usou-se a própria
mudança de variáveis,y = � x, para obtê-los. Assim,

Z L

� L
f (x) dx= �

Z 0

L
f (y) dy+

Z L

0
f (x) dx

=
Z L

0
f (y) dy+

Z L

0
f (x) dx

= 2
Z L

0
f (x) dy;

onde inverteu-se o sinal de integração ao trocar a ordem dos limites de integração. Além disso,
somou-se as duas integrais em virtudes das variáveis de integração serem “mudas”.
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Proposição 5.7:Seja f : [� L;L] ! R uma função �́mpar e integrável. Então,
Z L

� L
f (x) dx= 0:

DEMONSTRAÇÃO: Note-se que
Z L

� L
f (x) dx=

Z 0

� L
f (x) dx+

Z L

0
f (x) dx:

Em seguida usa-se a hipótese de quef é uma função �́mpar, isto é,f (x) = � f (� x) para todo
x 2 R, na primeira integral do segundo membro acima. Tem-se:

Z L

� L
f (x) dx= �

Z 0

� L
f (� x) dx+

Z L

0
f (x) dx:

Agora usa-se a mudança de variáveisy = � x, tal que� dy = dx, na primeira integral do
segundo membro da igualdade acima, mas mantendo a segunda integral. Os novos limites de
integração passam a sery1 = � (� L) = L e y2 = � 0 = 0, onde usou-se a própria mudança de
variáveis,y = � x, para obtê-los. Assim,

Z L

� L
f (x) dx= �

Z 0

L
� f (y) dy+

Z L

0
f (x) dx=

Z 0

L
f (y) dy+

Z L

0
f (x) dx

= �
Z L

0
f (y) dy+

Z L

0
f (x) dx= 0;

onde inverteu-se o sinal da primeira integral do segundo membro em um dos passos acima ao
realizar a troca da ordem dos limites de integração. Alémdisso, somou-se as duas integrais em
virtudes das variáveis de integração serem “mudas”.

Os vários resultados obtidos nesta seção são muito úteis para simpli�car os cálculos dos
coe�cientes de Fourier. Os resultados a seguir são bem simples, porém se mostram úteis na
prática. Os mesmos serão enunciados na forma de proposições apenas para facilitar citações
nas seções seguintes.

Proposição 5.8:Sejaf : R ! R uma função par, periódica de per�́odo 2L, integrável e abso-
lutamente integrável. Então,

a0 =
2
L

Z L

0
f (x) dx; an =

2
L

Z L

0
f (x) cos

� npx
L

�
dx e bn = 0:

DEMONSTRAÇÃO: A expressão para o coe�cientea0 segue imediatamente da proposição
5.6, pois, por hipótese,f é par. Para justi�car a a�rmação para os coe�cientesan, basta observar
inicialmente que a função cos(npx=L) é par, como foi mostrado no exemplo 5.2. Além disso,
pelo item (c) da proposição 5.1, o produto entre duas funções pares resulta em uma função par.
Assim, o integrando na expressão paraan, que éf (x) � cos(npx=L), é uma função par. Aplicando



196 2 Séries de Fourier

a proposição 5.6, resulta que este coe�ciente pode ser calculado multiplicando-se a integral por
2 e integrando no semi-intervalo[0;L].

Para justi�car que os coe�cientesbn são todos nulos para uma funçãof par, basta observar
que o exemplo 5.2 mostra que as funções sen(npx=L) são �́mpares. E pelo item (e) da proposição
5.1, o produto entre uma função par por outra �́mpar resulta em uma função �́mpar. Assim,
o integrando na expressão que de�nebn, que éf (x) � sen(npx=L), é uma função �́mpar. Logo,
pela proposição 5.7, a integral de uma função �́mpar em intervalo simétrico é sempre zero. Isto
mostra quebn = 0 para todon 2 N.

Proposição 5.9:Seja f : R ! R uma função �́mpar, periódica de per�́odo 2L, integrável e
absolutamente integrável. Então,

a0 = 0; an = 0 e bn =
2
L

Z L

0
f (x) sen

� npx
L

�
dx:

DEMONSTRAÇÃO: A expressão para o coe�cientea0 segue imediatamente da proposição
5.7, pois, por hipótese,f é �́mpar. Para justi�car a a�rmação para os coe�cientesan, basta
observar inicialmente que a função cos(npx=L) é par, como foi mostrado no exemplo 5.2. Além
disso, pelo item (e) da proposição 5.1, o produto entre umafunção par por outra �́mpar resulta
em uma função �́mpar. Assim, o integrando na expressão paraan, que éf (x) � cos(npx=L), é uma
função �́mpar. Logo, pela proposição 5.7, a integral deuma função �́mpar em intervalo simétrico
é sempre zero. Isto mostra quean = 0 para todon 2 N.

Para justi�car a expressão dada para os coe�cientesbn, basta observar que o exemplo 5.2
mostra que as funções sen(npx=L) são �́mpares. E pelo item (d) da proposição 5.1, o produto
entre duas funções �́mpares resulta em uma função par. Assim, o integrando na expressão que
de�ne bn, que éf (x) � sen(npx=L), é uma função par. Aplicando a proposição 5.6, resultaque este
coe�ciente pode ser calculado multiplicando-se a integralpor 2 e integrando no semi-intervalo
[0;L].

Encerra-se esta seção com outros conceitos de simetria para funções periódicas.

DEFINIÇÃO: Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT > 0. Diz-se quef tem
simetria de meia ondaquando a mesma satisfaz

f (x) = � f
�

x+
T
2

�
�

Proposição 5.10:Seja f : R ! R periódica com simetria de meia onda. Então,

f (x) = � f
�

x�
T
2

�
�
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DEMONSTRAÇÃO: Como f tem simetria de meia onda, então, por de�nição, tem-se que

f (x) = �
�

x+
T
2

�
�

Como f é periódica de per�́odoT, segue-se que

f
�

x+
T
2

�
= f

�
x+

�
T �

T
2

��
= f

��
x�

T
2

�
+ T

�
= f

�
x�

T
2

�
�

Portanto,

f (x) = � f
�

x+
T
2

�
= � f

�
x�

T
2

�
�

DEFINIÇÃO: Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT > 0 e com simetria de
meia onda. Sef for par ou �́mpar, diz quef tem simetria de quarto de onda,par ou �́mpar,
respectivamente.

Muitas vezes a simetria de uma função periódica é obscurecida por um termo constante. O
exemplo a seguir mostra este fato.

Exemplo 5.13:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
<

:

a�
a
T

x; para 0� x < T;

periódica de per�́odoT.

Então, é poss�́vel construir uma nova função, subtraindo uma constantea=2 de f , obtendo-se
uma função �́mpar.

De fato, a funçãog : R ! R, dada por

g(x) =

8
<

:

f (x) �
a
2

; para 0� x < T;

periódica de per�́odoT,

simplesmente desloca o grá�co def para baixo de uma distânciaa=2.
Para se convencer que a funçãog é �́mpar, sugere-se ao leitor esboçar o grá�co da mesma.
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2.6 Śeries de Fourier de funç̃oes pares e �́mpares

Até este ponto as funções dadas nos exemplos sempre estavam de�nidas em intervalos do
tipo [� L;L], ou(� L;L], ou ainda[� L;L). A questão que agora se apresenta é: O que fazer caso
a funçãof esteja de�nida em um intervalo do tipo[0;L] e nada for dito sobre o per�́odo? Em
princ�́pio, seria poss�́vel escolher um per�́odoT qualquer, tal queT > L, e estender a função de
maneira conveniente no intervalo(L;T). Como consequência desta possibilidade, ter-se-ia uma
funçãof : [0;L] ! R que pode ser representada por mais de uma série de Fourier.

Como exemplo, considere a funçãof : [0;p] ! R de�nida por f (x) = x. Os próximos exem-
plos mostram que esta função pode ser estendida de váriasmaneiras, sendo assim representadas
por séries distintas.

Exemplo 6.1:Seja f : [0;p) ! R de�nida por f (x) = x. Represente esta função como uma
série de senos.

SOLUÇÃO: Para obter uma série de senos é necessário fazer uma extensão da funçãof de
modo que resulte em uma função �́mpar e periódica. Denotar-se-á a extensão porf . Assim,

f (x) =

(
x; se � p � x < p;

periódica de per�́odoT = 2p:

-p p

p

x

y

Figura 6.32: Grá�co da funçãof .

O leitor poderá veri�car facilmente quef é uma função �́mpar e periódica, isto é, quef (� x) =
f (x) e quef (x+ 2p) = f (x).

Para os coe�cientesa0 ean, tem-se

a0 =
1
p

Z p

� p
f (x) dx e an =

1
p

Z p

� p
f (x) cos(nx) dx:

Como f é �́mpar, pela proposição 5.7, tem-se quea0 = 0, pois se trata de uma integral em
intervalo simétrico de uma função �́mpar. Paraan, tem-se que o integrando é o produto de uma
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-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p
-p

p

x

y

Figura 6.33: Grá�co da função estendidaf .

função �́mpar por uma par, isto é, o produto def que é �́mpar por cos(nx), que é uma função
par. Pelo item (e) da proposição 5.1, este integrando é uma função �́mpar e pela proposição 5.7 a
integral em intervalo simétrico de uma função �́mpar é sempre igual a zero. Assim,an = 0 para
todon 2 N.

Já os coe�cientesbn precisam ser determinados pela de�nição. Porém, por serf uma função
�́mpar e sen(nx) também uma função �́mpar, tem-se que o integrando embn é uma função par.
Assim, pela proposição 5.6, basta multiplicar a integralpor 2 e integrar no semi-intervalo[0;L].
Assim, realizando uma integração por partes, obtém-se

bn =
1
p

Z p

� p
f (x) sen(nx) dx=

2
p

Z p

0
x� sen(nx) dx

=
2
p

�
�

x
n

� cos(nx)

�
�
�
�

p

0
+

1
n

Z p

0
cos(nx) dx

�

=
2
p

�
�

x
n

� cos(nx)+
1
n2 � sen(nx)

� �
�
�
�

p

0

=
2
p

�
�

p
n

� cos(np)+
1
n2 sen(np)

�
�

�
2
p

�
�

0
n

� cos0+
1
n2 sen0

�

= �
2
n

cos(np) = � 2�
1
n

(� 1)n = 2�
(� 1)n+ 1

n
�

A série de Fourier paraf é dada por

f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

[ancos(nx)+ bnsen(nx)] ;

que após substituição dos valores dos coe�cientesa0, an e bn, obtidos acima, resulta em

f (x) � 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen(nx); 8 x 2 R:
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-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p
-p

p

x

y

Figura 6.34: Grá�co das somas parciais atén = 4.

Para expressar a funçãof , dada originalmente, em termos de uma série de senos é necessário
restringir os valores dex para o dom�́nio def , isto é, para o intervalo 0� x < p. Assim,

f (x) = 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen(nx); 0 � x < p:

Neste ponto chama-se atenção para o fato da série de Fourier não ser igual af (x) = x para
x = p, pois neste ponto a funçãof é descont�́nua e, assim sua série de Fourier converge neste
ponto para a média dos limites laterais e que é diferente def (p) = p. Por isso tomou-se o
intervalo[0;p) como dom�́nio def .

-p p

p

x

y

Figura 6.35: Grá�co da funçãof e das cinco primeiras somas parciais restritas ao intervalo[0;p).

Exemplo 6.2:Seja f : [0;p) ! R de�nida por f (x) = x. Represente esta função como uma
série de cossenos.

SOLUÇÃO: Para determinar uma série de cossenos para representarf , é necessário fazer uma
extensão desta função de modo que resulte em uma nova func¸ão par e periódica. Denotando a
extensão porf , pode-se escrever
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f (x) =

(
j xj; se � p � x < p;

periódica de per�́odoT = 2p:

-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p

p

x

y

Figura 6.36: Grá�co da funçãof .

Facilmente se veri�ca quef (� x) = f (x) e que f (x + 2p) = f (x). Como f é par, pela
proposição 5.6, obtém-se

a0 =
1
p

Z p

� p
f (x) dx=

2
p

Z p

0
xdx

=
x2

p

�
�
�
�

p

0
= p:

Como f é par, o integrando nos coe�cientesan é par, pois se trata do produto entre duas
funções pares (veja proposição 5.1). Além disso, pelaproposição 5.6, basta multiplicar a integral
por 2 e integrar no intervalo[0;L]. Assim, fazendo uma integração por partes, obtém-se

an =
1
p

Z p

� p
f (x) cos(nx) dx=

2
p

Z p

0
x� cos(nx) dx

=
2
p

�
x
n

sen(nx)

�
�
�
�

p

0
�

1
n

Z p

0
sen(nx) dx

�

=
2
p

�
x
n

sen(nx) �
1
n2 cos(nx)

� �
�
�
�

p

0

=
2
p

�
p
n

sen(np) �
1
n2 cos(np)

�
�

2
p

�
0
n

sen0�
1
n2 cos0

�

= �
2

pn2 cos(np)+
2

pn2 =
2

pn2 [ (� 1)n � 1];

ou seja,

a2k = 0 e a2k� 1 = �
4

(2k� 1)2p
, k 2 N:

Para os coe�cientesbn, basta notar quef é par e que sen(nx) é �́mpar, de modo que o produto
entre estas duas funções, que é o integrando na integral que de�ne bn, é �́mpar. Assim, pela
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proposição 5.7, tem-se que a integral de uma função �́mpar em intervalo simétrico é igual a
zero, de modo quebn = 0 para todon 2 N.

-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p

p

x

y

Figura 6.37: Grá�co da funçãof e das três primeiras somas parciais.

O passo seguinte consiste em substituir os coe�cientes de Fourier encontrados na série de
Fourier paraf , isto é,

f (x) �
a0

2
+

¥

å
k= 1

[ak cos(kx)+ bn sen(kx)] ;

ou ainda,

f (x) �
p
2

�
4
p

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 � cos(2k� 1)x; 8 x 2 R:

Por �m, para representar a funçãof , dada originalmente, através de uma série de cossenos,
é necessário restringir os valores dex na série paraf (x) para aquelesx no dom�́nio def , isto é,
para o intervalo 0� x < p. Assim,

f (x) =
p
2

�
4
p

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 � cos(2k� 1)x; 0 � x < p:

-p p

p

x

y

Figura 6.38: Grá�co da funçãof e as três primeiras somas parciais.
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Exemplo 6.3:Seja f : [0;p) ! R de�nida por f (x) = x. Represente esta função como uma
série de senos e cossenos.

SOLUÇÃO: Para que se representef por uma série envolvendo senos e cossenos é necessário
fazer uma extensão periódica def , mas de tal modo que resulte em uma função que não seja par
e nem �́mpar. A maneira de se estenderf para� p < x < 0 não importa, mas desde que não seja
par ou �́mpar (ou seja, não seja simétrica em relação ao eixo y e nem seja simétrica em relação
�a origem). Assim, é natural escolher uma extensão mais simples, como 0 parap < x < 0, isto é,

f (x) =

8
>><

>>:

0; � p < x < 0;

x; 0 � x � p;

periódica de per�́odoT = 2p:

-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p

p

x

y

Figura 6.39: Grá�co da funçãof .

Agora passa-se �a determinação dos coe�cientes de Fourier. Paraa0, tem-se

a0 =
1
p

Z p

� p
f (x) dx=

1
p

Z 0

� p
0dx+

1
p

Z p

0
xdx

=
x2

2p

�
�
�
�

p

0
=

p
2

�

Para os coe�cientesan, realizando uma integração por partes, obtém-se

an =
1
p

Z p

� p
f (x) cos(nx) dx=

1
p

Z 0

� p
0� cos(nx) dx+

1
p

Z p

0
x� cos(nx) dx

=
1
p

�
x
n

� sen(nx)

�
�
�
�

p

0
�

1
n

Z p

0
sen(nx) dx

�

=
1
p

�
x
n

� sen(nx)+
1
n2 � cos(nx)

� �
�
�
�

p

0

=
1
p

�
p
n

� sen(np)+
1
n2 � cos(np)

�
�

1
p

�
0
n

� sen0+
1
n2 � cos0

�
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=
1

n2p
cos(np) �

1
n2p

=
1

n2p
[(� 1)n � 1] ;

ou ainda,

a2k = 0; e a2k� 1 = �
2

(2k� 1)2p
, k 2 N:

Para os coe�cientesbn, onde será feita uma integração por partes, obtém-se

bn =
1
p

Z p

� p
f (x) sen(nx) dx

=
1
p

Z 0

� p
0� sen(nx) dx+

1
p

Z p

0
x� sen(nx) dx

=
1
p

�
�

x
n

� cos(nx)

�
�
�
�

p

0
+

1
n

Z p

0
cos(nx) dx

�

=
1
p

�
�

x
n

� cos(nx)+
1
n2 � sen(nx)

� �
�
�
�

p

0

=
1
p

�
�

p
n

� cos(np)+
1
n2 � sen(np)

�
�

1
p

�
�

0
n

cos0+
1
n2 � sen0

�

= �
1
n

� cos(np) = �
1
n

(� 1)n

=
(� 1)n+ 1

n
�

Portanto, determinou-se os seguintes coe�cientes de Fourier:

a0 =
p
2

; ak = �
2

(2k� 1)2p
, e bk =

(� 1)k+ 1

k
�

Deste modo, a série de Fourier para a funçãof é dada por

f (x) �
a0

2
+

¥

å
k= 1

[akcos[(2k� 1)x] + bksen(kx)]

�
p=2

2
+

¥

å
k= 1

�
�

2
(2k� 1)2p

� cos[(2k� 1)x] +
(� 1)k+ 1

k
� sen(kx)

�

�
p
4

�
2
p

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 � cos[(2k� 1)x] +

¥

å
k= 1

(� 1)k+ 1

k
� sen(kx);

para todox 2 R.
Assim, para representar a funçãof , dada originalmente, basta retringir os valores dex na

série paraf (x) para aquelesx no dom�́nio def , isto é,
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-4p -3p -2p -p p 2p 3p 4p

p

x

y

Figura 6.40: Grá�co das quatro primeiras somas parciais.

-p p

p

x

y

Figura 6.41: Grá�co da funçãof e das quatros primeiras somas parciais no intervalo[0;p).

f (x) =
p
4

�
2
p

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 � cos[(2k� 1)x] +

¥

å
k= 1

(� 1)k+ 1

k
� sen(kx);

para todo 0� x < p.
Por �m, chama-se a atenção do leitor para que seja observado que a representação def em

séries de senos e cossenos pode ser obtida pela soma das séries encontradas nos exemplos 6.1 e
6.2, mas dividindo o resultado por 2.

Observaç̃ao 6.1:Nos exemplos anteriores desta seção nada foi comentado sobre a maneira
de estender a função de maneira periódica. Na prática o que se viu foi uma extensão periódica
“dobrando-se” o comprimento do intervalo de de�nição da função, isto é, adotando-se como
per�́odo o menor poss�́vel. Não é necessário que seja assim, ou seja, é poss�́vel adotar como
per�́odo qualquerT > L.

Assim, a função do exemplo 6.1 pode ser estendida de maneira �́mpar, mas usando como
per�́odo 4p e não necessariamente 2p como foi visto. Deste modo, uma extensãof : R ! R
de�nida por
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f (x) =

8
>>>>><

>>>>>:

� 2p � x; se � 2p < x < � p;

x; se � p � x < p;

2p � x; se p � x � 2p;

periódica de per�́odoT = 4p.

também permite que se representef : [0;p) ! R, dada porf (x) = x, em uma série de senos.
Como visto anteriormente, por serf uma função �́mpar, segue-se dos resultados da seção 2.5

que os coe�cientesa0 = 0 = an para todon 2 N. Assim, basta calcular os coe�cientesbn.
Lembrando que agoraL = 2p e que o integrando embn será par, por ser produto def que é

impar por sen(nx=2) que também é �́mpar, resultando em uma função par, obtém-se

bn =
1

2p

Z 2p

� 2p
f (x) sen

� nx
2

�
dx=

1
p

Z 2p

0
f (x) sen

� nx
2

�
dx

=
1
p

Z p

0
x� sen

� nx
2

�
dx+

1
p

Z 2p

p
(2p � x) sen

� nx
2

�
dx

=
1
p

Z p

0
x� sen

� nx
2

�
dx+ 2

Z 2p

p
sen

� nx
2

�
dx�

1
p

Z 2p

p
x� sen

� nx
2

�
dx:

A segunda integral no segundo membro acima pode ser resolvida através de uma substituição
simples. Já a primeira e a última integrais no segundo membro podem ser resolvidas por
integração por partes do seguinte modo:

8
<

:

u = x;

dv= sen
� nx

2

�
dx;

)

8
<

:

du= dx;

v = �
2
n

cos
� nx

2

�
�

Assim,

bn =
1
p

Z p

0
x� sen

� nx
2

�
dx+ 2

Z 2p

p
sen

� nx
2

�
dx�

1
p

Z 2p

p
x� sen

� nx
2

�
dx:

=
1
p

�
�

2x
n

� cos
� nx

2

� �
�
�
�

p

0
+

2
n

Z p

0
cos

� nx
2

�
dx

�
+ 2

"

�
2
n

� cos
� nx

2

� �
�
�
�

2p

p

#

�

�
1
p

"

�
2x
n

� cos
� nx

2

� �
�
�
�

2p

p
+

2
n

Z 2p

p
cos

� nx
2

�
dx

#

=
1
p

�
�

2x
n

� cos
� nx

2

�
+

4
n2 � sen

� nx
2

� � �
�
�
�

p

0
�

4
n

� cos
� nx

2

� �
�
�
�

2p

p
�

�
1
p

�
�

2x
n

� cos
� nx

2

�
+

4
n2 � sen

� nx
2

� � �
�
�
�

2p

p
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=
1
p

�
�

2p
n

� cos
� np

2

�
+

4
n2 � sen

� np
2

� �
�

1
p

�
�

2:0
n

� cos0+
4
n2 � sen0

�
�

�
4
n

h
cos(np) � cos

� np
2

�i
�

�
1
p

�
�

4p
n

� cos(np)+
4
n2 � sen(np)

�
+

1
p

�
�

2p
n

� cos
� np

2

�
+

4
n2 � sen

� np
2

� �

= �
2
n

� cos
� np

2

�
+

4
n2p

� sen
� np

2

�
�

4
n

� cos(np)+
4
n

� cos
� np

2

�
+

+
4
n

� cos(np) �
2
n

� cos
� np

2

�
+

4
n2p

� sen
� np

2

�

=
8

n2p
� sen

� np
2

�
�

Portanto, a série de Fourier para a funçãof é dada por

f (x) �
8
p

¥

å
n= 1

1
n2 � sen

� np
2

�
� sen

� nx
2

�
, 8 x 2 R:

Agora basta restringir os valores dex para a série de Fourier def para os valores dex no
dom�́nio def , isto é,

f (x) =
8
p

¥

å
n= 1

1
n2 � sen

� np
2

�
� sen

� nx
2

�
, 0 � x < p

e, assim, tem-se uma nova representação por meio de uma série de senos para a funçãof do
exemplo 6.1.

Note-se que o procedimento usado ao restrigir os valores dex ao dom�́nio def , isto é, para
0 � x < 1, também poderia ser usado parax = p. Isto se deve ao fato que a extensãof adotada é
cont�́nua em todos os pontos, de maneira que a série de Fourier converge para o valor da função
em cada ponto de seu dom�́nio. De outro modo: a extensão da noexemplo 6.1 não é adequada
casof esteja de�nida no intervalo[0;p], mas a extensão feita nesta observação, sim.

2.7 Diferenciaç̃ao de śeries de Fourier

As séries de Fourier constituem um importante modo de representar soluções de equações
diferenciais parciais (EDP), isto é, representar funções que são soluções de equações deste tipo.
Isto será visto em cap�́tulo futuro. Além disso, também será visto que candidatos �a soluções
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de EDP, que são representadas através de séries de Fourier, precisam satisfazer não apenas a
equação como também condições de contorno e/ou condic¸ões iniciais. Com isso, será necessário
derivar o candidato �a solução, isto é, a série de Fourier deverá ser derivada termo a termo.

As condições que permitem derivar termo a termo dadas através da seguinte proposição:

Sejamun : [a;b] ! R funções de classe C1 [(a;b)]. Suponha que a série
¥

å
n= 1

u0
n(x) das

funções derivadas convirja uniformemente para uma funçãov(x) no intervalo[a;b]. Suponha

ainda que a série numérica
¥

å
n= 1

un(x0) seja convergente para algumx0 2 [a;b]. Então, a série

de funções
¥

å
n= 1

un(x) converge uniformemente em[a;b] para uma funçãou(x), ondeu(x)

é derivável eu0(x) = v(x), isto é,

d
dx

"
¥

å
n= 1

un(x)

#

=
¥

å
n= 1

u0
n(x):

(Uma demonstração pode ser encontrada na referência [54].)

Porém esta proposição exige condições su�cientes e n˜ao necessárias. Além disso, a derivação
termo a termo de uma série de Fourier também tem aspectos delicados, visto que as derivadas
das funções senos e cossenos que aparecem nesta série contêm a variáveln, que em geral
aparece multiplicando tais funções e, com isso, atrapalhando a convergência da série. O teo-
rema dado a seguir possui exigências um pouco menores do queaquelas da proposição acima,
mas também deve ser usado com cuidado, isto é, nem sempre époss�́vel derivar termo a termo
uma série de Fourier.

Teorema 7.1 (diferenciaç̃ao da śerie de Fourier): Seja f : R ! R uma função cont�́nua,
periódica de per�́odoT = 2L e tal quef 00é seccionalmente diferenciável. Então, a série de
Fourier paraf 0 pode ser obtida derivando-se termo a termo a série de Fourier para a funçãof ,
isto é,

f 0(x) �
¥

å
n= 1

h� np
L

� bn

�
cos

� npx
L

�
�

� np
L

� an

�
sen

� npx
L

�i
�

DEMONSTRAÇÃO: Comof 00́e seccionalmente diferenciável e é periódica de per�́odoT = 2L,
pode-se aplicar o teorema de Fourier (teorema 4.1) para concluir que f 0 possui uma série de
Fourier que converge paraf 0, isto é,

(7.1) f 0(x) �
A0

2
+

¥

å
n= 1

h
An � cos

� npx
L

�
+ B0 � sen

� npx
L

�i
�

Assim, a demonstração deste teorema se reduz a mostrar que

A0 = 0; An =
np
L

� bn e Bn = �
np
L

� an:
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Para isto, usa-se as fórmulas dos coe�cientes de Fourier, mas aplicados �a funçãof 0 (e não a
f ). ParaA0, tem-se

A0 =
1
L

Z L

� L
f 0(x) dx=

1
L

� f (x)

�
�
�
�

L

� L

=
1
L

[ f (L) � f (� L)] =
1
L

� 0 = 0;(7.2)

onde usou-se o fato def ser periódica de per�́odoT = 2L, isto é, fazendo-sex = � L em

f (x+ 2L) = f (x) ) f (L) = f (� L + 2L) = f (� L):

Como f 00é seccionalmente cont�́nua, tem-se que ela é integrável, de modo que faz sentido
integrar por partes os coe�cientesAn e Bn. ParaAn, fazendo

8
<

:

u = cos
� npx

L

�
,

dv= f 0(x) dx;
)

8
<

:

du= �
np
L

sen
� npx

L

�
,

v = f (x):

tem-se

An =
1
L

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

=
1
L

"

f (x) � cos
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L
+

np
L

Z L

� L
f (x) � sen

� npx
L

�
dx

#

=
1
L

[ f (L) � cos(np) � f (� L) � cos(� np)] +
np
L

� bn

=
(� 1)n

L
[ f (L) � f (� L)] +

np
L

� bn

=
(� 1)n

L
� 0+

np
L

� bn

=
np
L

� bn;(7.3)

onde usou-se que cos(� np) = cos(np) = ( � 1)n (isto é, a paridade de cosseno),f (L) � f (� L) =
0 (isto é, a periodicidade def , como foi visto anteriormente), bem como

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx:

ParaBn, fazendo
8
<

:

u = sen
� npx

L

�
,

dv= f 0(x) dx;
)

8
<

:

du=
np
L

cos
� npx

L

�
,

v = f (x):



210 2 Séries de Fourier

tem-se

Bn =
1
L

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

"

f (x) � sen
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L
�

np
L

Z L

� L
f (x) � cos

� npx
L

�
dx

#

=
1
L

[ f (L) � sen(np) � f (� L) � sen(� np)] �
np
L

Z L

� L
f (x) � cos

� npx
L

�
dx

=
sen(np)

L
[ f (L)+ f (� L)] �

np
L

� an

= �
np
L

� an;(7.4)

onde usou-se o fato que sen(� np) = sen(np) = (isto é, a imparidade de seno) e que

an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx:

Substituindo (7.2), (7.3) e (7.4) em (7.1), obtém-se o resultado desejado, ou seja, substituindo

A0 = 0; An =
np
L

� bn e Bn = �
np
L

� an:

em

f 0(x) �
A0

2
+

¥

å
n= 1

h
An � cos

� npx
L

�
+ B0 � sen

� npx
L

�i
�

encontra-se

f 0(x) �
¥

å
n= 1

h� np
L

� bn

�
cos

� npx
L

�
�

� np
L

� an

�
sen

� npx
L

�i
�

Observaç̃ao 7.1:A hipótese de continuidade def , ao invés de seccionalmente cont�́nua, é
natural e não deveria surpreender. De fato, se existe a derivada em um ponto, então a funçãof
é cont�́nua neste ponto. Assim, se existe a derivadaf 0(x) em todos os pontos de seu dom�́nio,
então a funçãof (x) deverá ser cont�́nua em todos os pontos de seu dom�́nio.

Por outro lado, é importante frisar a necessidade da continuidade def : caso a funçãof no
teorema 7.1 seja descont�́nua, então a conclusão do mesmo, em geral, é falsa. Ou seja, mesmo
que f possua uma série de Fourier que converge paraf em seus pontos de continuidade, não
será poss�́vel derivar, termo a termo, a série de Fourier para f a �m de obter a série de Fourier
paraf 0.
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Os dois próximos exemplos ilustram o caso de uma funçãof cuja derivadaf 0 possui uma
série de Fourier, mas que não pode ser obtida derivando termo a termo a série de Fourier para
f .

Exemplo 7.1:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

x; se � L < x < L;

0; se x = � L e x = L;

periódica de per�́odoT = 2L.

Mostre quef 0(x) pode ser representada por uma série de Fourier e determine esta série.

SOLUÇÃO: Note-se, primeiro, que para os valores dex 2 (� L;L), tem-se quef (x) = x e
isto implica emf 0(x) = 1. Mas f é descont�́nua nos pontosx = � kL, de modo que não existe
derivada neles, ou seja,f 0(x) não está de�nida para estes valores dex. Porém, sem perda de
generalidade, é poss�́vel de�nirf 0(� kL) = 1. Assim,

f 0(x) =

8
>><

>>:

1; se � L < x < L;

1; se x = � L e x = L;

periódica de per�́odoT = 2L,

ou seja,f 0(x) = 1 para todox 2 R.
Facilmente conclui-se quef 00(x) = 0 para todox 2 R. Assim, tem-se quef 00(x) é uma função

seccionalmente cont�́nua (por ser cont�́nua). Além disso, pela proposição 2.4, tem-sef 0́e uma
função periódica de per�́odoT = 2L, pois f é periódica e tem este per�́odo. Isto permite deter-
minar, segundo o teorema de Fourier, uma série de Fourier para a funçãof 0(x).

Como f 0(x) = 1 para todox 2 R, pode-se calcular os coe�cientes de Fourier paraf 0 através
de suas fórmulas. ParaA0, tem-se

A0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx=

1
L

Z L

� L
1:dx

=
x
L

�
�
�
�

L

� L
=

1
L

� [L � (� L)] = 2:

Para os coe�cientesAn, obtém-se

An =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx=

1
L

Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx

=
1
L

�
L

np
� sen

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
=

1
np

� [ sen(np) � sen(� np)]



212 2 Séries de Fourier

=
1

np
� [ sen(np)+ sen(np)] =

1
np

� sen(np) = 0:

Para os coe�cientesBn, obtém-se

Bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx=

1
L

Z L

� L
sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

�
�

�
L

np

�
� cos

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L

= �
1

np
� [cos(np) � cos(� np)]

= �
1

np
� [cos(np) � cos(np)] = 0:

Substituindo os coe�cientesA0, An e Bn na série de Fourier paraf 0, obtém-se

f (x) =
A0

2
+

¥

å
n= 1

h
An � cos

� npx
L

�
+ Bn � sen

� npx
L

�i

=
2
2

+
¥

å
n= 1

h
0� cos

� npx
L

�
+ 0� sen

� npx
L

�i
,

= 1;

isto é, a série de Fourier para a funçãof 0 é dada por

f 0(x) = 1; 8 x 2 R:

Exemplo 7.2:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

x; se � L < x < L;

0; se x = � L e x = L;

periódica de per�́odoT = 2L.

Mostre que a série de Fourier paraf 0não pode ser obtida derivando termo a termo a série de
Fourier para a funçãof .

SOLUÇÃO: Como foi visto no exemplo 7.1, apesar de existir uma série de Fourier paraf 0(x),
a mesma não pode ser obtida derivando termo a termo a série de Fourier paraf , pois tal série
assim obtida é divergente. De fato, foi visto no exemplo 4.7, a série de Fourier paraf é dada
por

f (x) =
2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
sen

� npx
L

�
�
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Derivando termo a termo o segundo membro da expressão acima, obtém-se

2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
�

d
dx

h
sen

� np
L

�i
=

2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n

hnp
L

� cos
� npx

L

�i

= 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1cos
� npx

L

�
�(7.5)

A série no segundo membro de (7.5), resultante de derivaç˜ao termo a termo, é divergente em
todos os pontos. Por exemplo, fazendox = 0, a série em (7.5) se escrever como

2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1 cos
� npx

L

� �
�
�
�
x= 0

= 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1cos0

= 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

= 2(1� 1+ 1� 1+ � � � ) :

A série numérica acima oscila entre os valores 2 e 0. Já parax = L em (7.5), obtém-se

2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1cos
� npx

L

� �
�
�
�
x= L

= 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1cos(np)

= 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1 � (� 1)n

= 2
¥

å
n= 1

(� 1)n

= 2(� 1+ 1� 1+ � � � ) ;

que oscila entre os valores� 2 e 0.
Em geral, a série diverge em qualquer ponto, pois

lim
n! ¥

cos(nx) 6= 0; 8 x 2 R:

Para veri�car tal a�rmação, suponha por absurdo que lim
n! ¥

cos(nx) = 0 para algumx 2 R. Isto

implica que

lim
n! ¥

cos2(nx) = lim
x! ¥

[cos(nx) � cos(nx)]

=
h

lim
n! ¥

cos(nx)
ih

lim
n! ¥

cos(nx)
i

= 0� 0 = 0:
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Como a sequência de funçõesf cos(nx)g é convergente para zero, segue-se que toda sub-
sequência sua também é convergente e converge para o mesmo limite. Assim, em particular, a
subsequênciaf cos(2nx)g def cos(nx)g converge para zero, isto é, lim

n! ¥
cos(2nx) = 0.

Por outro lado, considere a seguinte identidade trigonométrica

cos2(nx) =
1+ cos(2nx)

2
�

Tomando limite paran ! ¥ em ambos os membros da identidade acima, obtém-se

0 = lim
n! ¥

cos2(nx) = lim
n! ¥

�
1+ cos(2nx)

2

�

=
lim
n! ¥

1+ lim
n! ¥

cos(2nx)

lim
n! ¥

2
=

1+ 0
2

=
1
2

,

ou seja, um absurdo, pois 06= 1=2.
Isto mostra que

lim
n! ¥

cos(nx) 6= 0; 8 x 2 R

e, portanto, que a série diverge em todos os pontos.

2.8 Integração de śeries de Fourier

Se uma funçãof : R ! R for igual �a sua série de Fourier, isto é,

f (x) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i
,

a qual se supõe convergir uniformemente, então é poss�́vel usar a proposição sobre integração
termo a termo para concluir que

Z b

a
f (x) dx) =

Z b

a

a0

2
dx+

¥

å
n= 1

�
an

Z b

a
cos

� npx
L

�
dx+ bn

Z b

a
sen

� npx
L

�
dx

�
�

Em comparação com a derivação termo a termo da série de Fourier, as hipóteses necessárias
para integração termo a termo de tal série paraf são bem mais fracas. Mostrar-se-á nesta seção
que a integração termo a termo de uma série de Fourier é verdadeira mesmo que a série de
Fourier não convirja uniformente paraf e mesmo que a série de Fourier não convirja pontual-
mente paraf . Não para a�́: mesmo quando a série de Fourier seja divergente ainda é poss�́vel
integrá-la termo a termo!
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Isto, por si só, já sugere que a série de Fourier tem uma caracter�́stica especial e rica em
propriedades interessantes.

Teorema 8.1 (integraç̃ao da śerie de Fourier): Sejamf : R ! R uma função periódica de
per�́odoT = 2L e seccionalmente cont�́nua e

a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i

a sua série de Fourier.

Tem-se:

(a) A série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral def ;
mais precisamente:

(8.1)
Z b

a
f (x) dx=

Z b

a

a0

2
dx+

¥

å
n= 1

�
an

Z b

a
cos

� npx
L

�
dx+ bn

Z b

a
sen

� npx
L

�
dx

�
;

(b) A função

j (x) =
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt

é periódica de per�́odo 2L, cont�́nua, tem derivadaj 0seccionalmente cont�́nua e é representada
por sua série de Fourier

(8.2) j (x) =
L
p

¥

å
n= 1

bn

n
+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �

e

(8.3)
L
p

¥

å
n= 1

bn

n
=

1
2L

Z L

� L
j (x) dx:

DEMONSTRAÇÃO: De�na a funçãoj : R ! R por

(8.4) j (x) =
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt;

a qual é cont�́nua.
Como consequência do teorema fundamental do cálculo, tem-se quej 0(x) existe em todos os

pontosx onde f é cont�́nua. Além disso,j 0(x) = f (x) nesses pontos. Portanto,j 0(x) é seccio-
nalmente cont�́nua.

Note-se quej é periódica de per�́odo 2L, pois

j (x+ 2L) � j (x) =
Z x+ 2L

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt �

Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt

=
Z x+ 2L

x

h
f (t) �

a0

L

i
dt =

Z L

� L

h
f (t) �

a0

2

i
dt;(8.5)
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onde usou-se o fato def (t) � a0=2 ser periódica de per�́odo 2L, bem como o corolário 2.1, que
diz Z a+ L

a� L
g(t) dt =

Z L

� L
g(t) dt;

para todo funçãog periódica de per�́odo 2L e todo númeroa 2 R �xado.
Agora observe que

Z L

� L

h
f (t) �

a0

2

i
dt =

Z L

� L
f (t) dt �

a0

2

Z L

� L
dt

=
Z L

� L
f (t) dt �

a0 t
2

�
�
�
�

L

� L

= a0 � L �
a0

2
[L � (� L)] = 0:

Isto mostra que, em (8.5), o primeiro membro

j (x+ 2L) � j (x) = 0;

isto é, que a funçãoj de�nida em (8.4) é cont�́nua, tem derivadaj 0 cont�́nua por partes e é
periódica de per�́odo 2L. Com isso, é poss�́vel usar o teorema de Fourier (teorema 4.1) para
escrever

(8.6) j (x) =
A0

2
+

¥

å
n= 1

h
An cos

� npx
L

�
+ Bnsen

� npx
L

�i
,

onde os coe�cientes de FourierAn e Bn são dados por

An =
1
L

Z L

� L
j (x) cos

� npx
L

�
dx; n � 0;(8.7)

Bn =
1
L

Z L

� L
j (x) sen

� npx
L

�
dx; n � 1:(8.8)

O próximo passo consiste em usar integração por partes para relacionar os coe�cientes de
Fourier dej com os coe�cientes de Fourier da funçãof . Assim, fazendo,

8
<

:

u = j (x);

dv= cos
� npx

L

�
dx;

)

8
<

:

du= j 0(x) dx

v =
L

np
� sen

� npx
L

�
,

observando quej 0(x) = f (x) (em virtude do teorema fundamental do cálculo), para os coe�-
cientesAn, obtém-se

An =
1
L

Z L

� L
j (x) cos

� npx
L

�
dx

=
1
L

"
L

np
� j (x) � sen

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
�

L
np

Z L

� L
j 0(x) � sen

� npx
L

�
dx

#
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=
1
L

�
L

np
� j (L) � sen(np) �

L
np

� j (� L) � sen(� np) �
L

np

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

�

= �
1
L

�
L

np

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx= �

1
np

� (bn � L)

= �
L

np
� bn; n � 1;(8.9)

onde usou o fato que seno é �́mpar, isto é, sen(� np) = � sen(np), bem como o fato de ser
sen(np) = 0.

Antes de relacionar os coe�cientesBn com os coe�cientes da funçãof , observe-se primeiro
que, por serj periódica de per�́odo 2L, isto é,j (x+ 2L) = j (x), tomandox = � L, tem-se que

j (� L) = j (� L + 2L) = j (L):

Assim, fazendo,
8
<

:

u = j (x);

dv= sen
� npx

L

�
dx;

)

8
<

:

du= j 0(x) dx

v = �
L
np

� cos
� npx

L

�
,

observando quej 0(x) = f (x) (em virtude do teorema fundamental do Cálculo), para os coe�-
cientesBn, obtém-se

Bn =
1
L

Z L

� L
j (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

"

�
L

np
� j (x) � cos

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
+

L
np

Z L

� L
j 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

#

=
1
L

�
�

L
np

� j (L) � cos(np) �
L

np
� j (� L) � cos(� np)+

L
np

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx

�

=
1
L

�
�

L
np

cos(np) [j (L) � j (� L)] +
L

np

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx

�

=
1
L

�
L

np

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx=

1
np

(an � L)

=
L

np
� an; n � 1;(8.10)

onde usou-se os fato que cosseno é par, isto é, que cos(� np) = cos(np) e quej (L) = j (� L).
Já para o coe�cienteA0 é preciso um tratamento �a parte: deve-se fazerx = 0 em (8.6). Além

disso, deve ser observaddo que segue-se da de�nição dej , dada em (8.4), quej (0) = 0. Assim,
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0 = j (0) =
A0

2
+

¥

å
n= 1

�
An cos

�
np:0

L

�
+ Bnsen

�
np:0

L

��

=
A0

2
+

¥

å
n= 1

An (que por (8.9) resulta em)

=
A0

2
�

L
p

¥

å
n= 1

1
n

� bn;

donde
A0

2
=

L
p

¥

å
n= 1

bn

n
,

ou seja,

(8.11) A0 =
2L
p

¥

å
n= 1

bn

n
�

Agora usa-se (8.4) paraj (x), a expressão para a série de Fourier dej que é dada em (8.6),
bem como as relações dos coe�cientes de Fourier obtidas em(8.9), (8.10) e (8.11) para escrever

j (x) =
A0

2
+

¥

å
n= 1

h
An cos

� npx
L

�
+ Bnsen

� npx
L

�i
,

ou seja,
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt =

L
p

¥

å
n= 1

bn

n
+

¥

å
n= 1

�
�

L
np

� bn � cos
� npx

L

�
+

L
np

� an � sen
� npx

L

� �

=
L
p

¥

å
n= 1

bn

n
+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �
,

ou ainda,

(8.12)
Z x

0

h
f (t) dt �

a0

2

i
dt =

L
p

¥

å
n= 1

bn

n
+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �
,

que é (8.2) na parte (b) deste teorema.
A expressão (8.3) na parte (b) deste teorema é uma consequˆencia imediata do coe�cienteA0

da série de Fourier para a funçãoj (x). De fato, viu-se que

A0 =
2L
p

¥

å
n= 1

bn

n
�

Porém, por de�nição deA0, tem-se que

A0 =
1
L

Z L

� L
j (x) dx:

Combinando estas duas últimas expressões, obtém-se
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1
L

Z L

� L
j (x) dx=

2L
p

¥

å
n= 1

bn

n
)

1
2L

Z L

� L
j (x) dx=

L
p

¥

å
n= 1

bn

n
,

que é a expressão dada em (8.3).

Para mostrar a parte (a), basta notar que a expressão (8.12)pode ser reescrita como

(8.13)
Z x

0
f (t) dt =

Z x

0

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
an

�
L

np
� sen

� npx
L

� �
+ bn �

L
np

h
1� cos

� npx
L

�i �
�

Por outro lado,
Z x

0
cos

� npt
L

�
dt =

L
np

� sen
� npt

L

� �
�
�
�

x

0

=
L

np

h
sen

� npx
L

�
� sen0

i

=
L

np
� sen

� npx
L

�
�(8.14)

Também tem-se que
Z x

0
sen

� npt
L

�
dt = �

L
np

� cos
� npt

L

� �
�
�
�

x

0

= �
L

np

h
cos

� npx
L

�
� cos0

i

=
L

np

h
1� cos

� npx
L

�i
�(8.15)

Substituindo (8.14) e (8.15) em (8.13), obtém-se

(8.16)
Z x

0
f (t) dt =

Z x

0

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
an

Z x

0
cos

� npt
L

�
dt + bn

Z x

0
sen

� npt
L

�
dt

�
�

Por �m, faz-sex = a e x = b na expressão (8.16) e depois uma subtração entre os resultados
obtidos para chegar ao resultado desejado. Tem-se:

8
>>>><

>>>>:

Z a

0
f (t) dt =

Z a

0

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
an

Z a

0
cos

� npt
L

�
dt + bn

Z a

0
sen

� npt
L

�
dt

�

Z b

0
f (t) dt =

Z b

0

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
an

Z b

0
cos

� npt
L

�
dt + bn

Z b

0
sen

� npt
L

�
dt

�

que multiplicando a primeira linha acima por� 1, resulta em
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8
>>>><

>>>>:

�
Z a

0
f (t) dt = �

Z a

0

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
� an

Z a

0
cos

� npt
L

�
dt � bn

Z a

0
sen

� npt
L

�
dt

�

Z b

0
f (t) dt =

Z b

0

a0

2
dt +

¥

å
n= 1

�
an

Z b

0
cos

� npt
L

�
dt + bn

Z b

0
sen

� npt
L

�
dt

�

e invertendo a ordem os limites de integração, obtém-se
8
>>>><

>>>>:

Z 0

a
f (t) dt =

Z 0

a

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
an

Z 0

a
cos

� npt
L

�
dt + bn

Z 0

a
sen

� npt
L

�
dt

�

Z b

0
f (t) dt =

Z b

0

a0

2
dt+

¥

å
n= 1

�
an

Z b

0
cos

� npt
L

�
dt + bn

Z b

0
sen

� npt
L

�
dt

�

que somado membro a membro resulta em
Z b

a
f (t) dt =

Z b

a

a0

2
dt +

¥

å
n= 1

�
an

Z b

a
cos

� npt
L

�
dt+ bn

Z b

a
sen

� npt
L

�
dt

�
,

que é o resultado em (8.1) na parte (a) deste teorema.

Observaç̃ao 8.1:Para as aplicações, o teorema 8.1 toma a forma prática seguinte: se

f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i
,

então,

j (x) =
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt

=
1

2L

Z L

� L
j (x) dx+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �
�

Exemplo 8.1:Sejaf : [� L;L] ! R uma função de�nida porf (x) = x. Tem-se que a sua série
de Fourier é dada por

f (x) �
2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
� sen

� npx
L

�
�

Note-se, primeiro, que

a0 = 0; an = 0 e bn =
2L
p

�
(� 1)n+ 1

n
�

Pela observação 8.1, será necessário determinarj (x) e a sua integral. Tem-se
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j (x) =
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt =

Z x

0

�
t �

0
2

�
dt

=
t2

2

�
�
�
�

x

0
=

x2

2
�

Além disso,

1
2L

Z L

� L
j (x) dx=

1
2L

Z L

� L

x2

2
dx=

1
12L

� x3
�
�
�
�

L

� L
=

1
12L

�
L3 � (� L)3�

=
L2

6
�

Substituindo os resultados obtidos em

j (x) =
1

2L

Z L

� L
j (x) dx+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �
,

obtém-se

x2

2
=

L2

6
+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

2L
p

�
(� 1)n+ 1

n
�
1
n

� cos
� npx

L

�
+

0
n

� sen
� npx

L

� �

=
L2

6
+

2L2

p2

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 2

n2 � cos
� npx

L

�

=
L2

6
+

2L2

p2

¥

å
n= 1

(� 1)n

n2 � cos
� npx

L

�
, � L � x � L;

que é a série de Fourier para a funçãoj (x) = x2=2.

Exemplo 8.2:Considere a funçãof : [� L;L] ! R dada porf (x) = x2=2. Determine a série de
Fourier para a funçãoj : [� L;L] ! R de�nida por

j (x) =
x3

6
�

L2

6
x:

SOLUÇÃO: O exemplo 8.1 mostrou que a série de Fourier para a funçãof dada neste exemplo
é

f (x) =
x2

2
=

L2

6
+

L2

p2

¥

å
n= 1

(� 1)n

n2 � cos
� npx

L

�
�

A ideia consiste em aplicar novamente o teorema 8.1 a esta série, tomando

a0 =
L2

3
, an =

2L2

p2 �
(� 1)n

n2 e bn = 0:

Agora determina-sej (x). Tem-se:
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j (x) =
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt =

Z x

0

�
t2

2
�

L2

6

�
dt

=
�

t3

6
�

L2 t
12

� �
�
�
�

x

0
=

x3

6
�

L2

6
x:

Agora determina-se a integral dej (x):

1
2L

Z L

� L
j (x) dx=

1
2L

Z L

� L

�
x3

6
�

L2

6
x
�

dx

=
1

2L

�
x4

24
�

L2x2

12

� �
�
�
�

L

� L

=
1

2L

��
L4

24
�

L4

12

�
�

�
L4

24
�

L4

12

��
= 0:

Substituindo os resultados obtidos em

j (x) =
1

2L

Z L

� L
j (x) dx+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �
,

obtém-se

x3

6
�

L2

6
x = 0+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

0
n

� cos
� npx

L

�
+

2L2

p2 �
(� 1)n

n2 �
1
n

� sen
� npx

L

� �

=
2L3

p3

¥

å
n= 1

(� 1)n

n3 � sen
� npx

L

�
, � L � x � L;

que é a série de Fourier para a funçãoj (x).

Exemplo 8.3:Sejaf : [� L;L] ! R uma função de�nida por

f (x) =
x3

6
�

L2

6
x:

Determine a série de Fourier para a funçãoj : [� L;L] ! R dada por

j (x) =
x4

24
�

L2

12
x2

e, fazendox = L, mostre que
p4

90
=

¥

å
n= 1

1
n4 �

SOLUÇÃO: Pelo exemplo 8.2, a série de Fourier paraf é dada por
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f (x) =
2L3

p3

¥

å
n= 1

(� 1)n

n3 � sen
� npx

L

�
, � L � x � L;

cujos coe�cientes de Fourier são dados por

a0 = 0; an = 0 e bn =
2L3

p3 �
(� 1)n

n3 �

Novamente se usa o teorema 8.1. Porém, antes, con�rmar-se-á a expressão paraj (x) e
determinar-se-á a sua integral. Tem-se:

j (x) =
Z x

0

h
f (t) �

a0

2

i
dt

=
Z x

0

�
t3

6
�

L2

6
t
�

dt

=
�

t4

24
�

L2 t2

12

� �
�
�
�

x

0

=
x4

24
�

L2x2

12
�

Em seguida, determina-se a integral dej (x):

1
2L

Z L

� L
j (x) dx=

1
2L

Z L

� L

�
x4

24
�

L2x2

12

�
dx

=
1
2L

�
x5

120
�

L2x3

36

� �
�
�
�

L

� L

=
1
2L

��
L5

120
�

L5

36

�
�

�
�

L5

120
+

L5

36

��

=
L4

120
�

L4

36
=

3L4 � 10L4

360
= �

7L4

360
�

Substituindo os resultados obtidos em

j (x) =
1

2L

Z L

� L
j (x) dx+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

bn

n
� cos

� npx
L

�
+

an

n
� sen

� npx
L

� �
,

obtém-se

j (x) =
x4

24
�

L2x2

12
=

= �
7L4

360
+

L
p

¥

å
n= 1

�
�

2L3

p3 �
(� 1)n

n3 �
1
n

cos
� npx

L

�
+

0
n

� sen
� npx

L

� �
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= �
7L4

360
+

2L4

p4

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n4 cos
� npx

L

�
, � L � x � L:

Para �nalizar, basta fazerx = L na série de Fourier paraj (x), isto é, em

x4

24
�

L2x2

12
= �

7L4

360
+

2L4

p4

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n4 cos
� npx

L

�
,

ou seja,
L4

24
�

L4

12
= �

7L4

360
+

2L4

p4

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n4 cos(np):

Assim,

�
L4

24
= �

7L4

360
+

2L4

p4

¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n4 � (� 1)n;

que implica em
7L4

360
�

L4

24
=

2L4

p4

¥

å
n= 1

(� 1)2n+ 1

n4
,

ou ainda,
7L4 � 15L4

360
= �

2L4

p4

¥

å
n= 1

1
n4 �

A última expressão pode ser simplicada para obter

8L4

360
=

2L4

p4

¥

å
n= 1

1
n4 )

p4

90
=

¥

å
n= 1

1
n4

,

que é a série numérica pedida.

2.9 Velocidade da converĝencia

Esta seção é dedicada �a certas estimativas dos coe�cientes de Fourier de uma dada função a
partir de hipóteses sobre a diferenciabilidade da mesma. Através destas estimativas será visto
que a rapidez da convergência da série de Fourier dependerá de seus coe�cientes.

Proposição 9.1:Sejaf : R ! R uma função periódica de per�́odoT = 2L, integrável e abso-
lutamente integrável. Então, existe uma constanteM � 0 tal que

(9.1) j an j � M e j bn j � M:
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DEMONSTRAÇÃO: A demonstração é muito simples, basta usar o fato de que as funções seno
e cosseno são limitadas, isto é,

�
�
� sen

� npx
L

� �
�
� � 1 e

�
�
�cos

� npx
L

� �
�
� � 1:

Para os coe�cientesan, tem-se

j an j =

�
�
�
�
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

�
�
�
�

�
1
L

Z L

� L

�
�
� f (x) sen

� npx
L

� �
�
� dx=

1
L

Z L

� L
j f (x)j

�
�
� sen

� npx
L

� �
�
� dx

�
1
L

Z L

� L
j f (x)j dx:

Como f é absolutamente integrável, fazendo

(9.2) M =
1
L

Z L

� L
j f (x) j dx;

obtém-sej an j � M, que é a primeira desigualdade em (9.1).
Para os coe�cientesbn, tem-se

j bn j =

�
�
�
�
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx

�
�
�
�

�
1
L

Z L

� L

�
�
� f (x) cos

� npx
L

� �
�
� dx=

1
L

Z L

� L
j f (x)j

�
�
�cos

� npx
L

� �
�
� dx

�
1
L

Z L

� L
j f (x)j dx:

Usando a mesma constanteM � 0 em (9.2) obtém-se quej bn j � M, que é a segunda de-
sigualdade em (9.1).

Observaç̃ao 9.1:A proposição 9.1 dá uma informação importante: basta ahipótese de in-
tegrabilidade def e j f j para que os coe�cientes de Fourier sejam limitados. Se isto não fosse
verdade, então certamente a série de Fourier seria divergente. Por outro lado, tomando como
hipótese apenas a integrabilidade def e j f j o máximo que se obtém é limitação dos coe�-
cientes, não garantindo ainda que a série de Fourier seráconvergente, isto é, com estas hipóteses
a série poderá ser divergente.

A ideia de exigir quef e j f j sejam integráveis é natural:f deve ser integrável para que as
fórmulas que de�nem os coe�cientes de Fourier façam sentido; já a integrabilidade dej f j é
necessária para que a estimativa faça sentido, isto é, aotomar o valor absoluto dos coe�cientes.
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Assim, a integral resultante �ca dependente dej f (x)j e que também deve fazer sentido, isto é,
ser integrável.

O próximo resultado melhora bastante o anterior: informac¸ões sobre a derivada def dão
condições para a convergência da série de Fourier paraf , isto é, com hipóteses adicionais sobre
f 0os coe�cientes de Fourier tendem a zero quandon tende para in�nito.

Proposição 9.2:Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT = 2L, derivável e tal
que f 0(x) seja uma função integrável e absolutamente integrável. Então, existe uma constante
M � 0 tal que

(9.3) j an j �
M
n

e j bn j �
M
n

,

para todon 2 N.

DEMONSTRAÇÃO: A ideia consiste em integrar por partes os coe�cientes de Fourier e depois
fazer as estimativas necessárias. Assim, para os coe�cientesan, fazendo

8
<

:

u = f (x);

dv= cos
� npx

L

�
dx;

)

8
><

>:

du= f 0(x) dx;

v =
L

np
sen

� npx
L

�
�

obtém-se

an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx

=
1
L

"
L

np
� f (x) � sen

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
�

L
np

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx

#

=
1

np
[ f (L) � sen(np) � f (� L) � sen(� np)] �

1
np

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx

= �
1

np

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx;(9.4)

onde usou-se o fato de a função seno ser �́mpar e sen(np) = 0. Note-se que a hipótese da
integrabilidade def 0 foi usada para dar sentido aos procedimentos acima.

Agora se faz a estimativa para os coe�cientesan tomando-se o valor absoluto da expressão
obtida em (9.4). Tem-se:

j an j =

�
�
�
��

1
np

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx

�
�
�
�
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�
1

np

Z L

� L

�
�
� f 0(x) � sen

� npx
L

� �
�
� dx

=
1

np

Z L

� L

�
� f 0(x)

�
�
�
�
� sen

� npx
L

� �
�
� dx

�
1

np

Z L

� L

�
� f 0(x)

�
� dx:

Como, por hipótese,f 0 é absolutamente integrável, fazendo

(9.5) M =
1
p

Z L

� L

�
� f 0(x)

�
� dx;

segue-se da estimativa acima que

j an j �
M
n

, 8 n 2 N;

que é a primeira desigualdade em (9.3).
De modo análogo se realiza os procedimentos para os coe�cientesbn. Fazendo

8
<

:

u = f (x);

dv= sen
� npx

L

�
dx;

)

8
><

>:

du= f 0(x) dx;

v = �
L
np

cos
� npx

L

�
,

obtém-se

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

"

�
L

np
� f (x) � cos

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
+

L
np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

#

= �
1

np
[ f (L) � cos(np) � f (� L) � cos(� np)] +

1
np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

= �
cos(np)

np
[ f (L) � f (� L)] +

1
np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

=
1

np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx;(9.6)

onde usou-se o fato de a função cosseno ser par. Além disso, usou-se a periodicidade def para
concluir quef (L) � f (� L) = 0, isto é, fazendox = � L, tem-se

f (x+ 2L) = f (x) ) f (L) = f [(� L)+ 2L] = f (� L):

Agora se faz a estimativa para os coe�cientesbn tomando-se o valor absoluto da expressão
obtida em (9.6). Tem-se:
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j bn j =

�
�
�
�

1
np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

�
�
�
�

�
1

np

Z L

� L

�
�
� f 0(x) � cos

� npx
L

� �
�
� dx

=
1

np

Z L

� L

�
� f 0(x)

�
�
�
�
�cos

� npx
L

� �
�
� dx

�
1

np

Z L

� L

�
� f 0(x)

�
� dx:

Usando a mesma constanteM � 0 obtida em (9.5), conclui-se que

j bn j �
M
n

, 8 n 2 N;

que é a segunda desigualdade em (9.3)

A proposição 9.2, que considera hipóteses adicionais sobre f (isto é, existirf 0 e esta ser in-
tegrável e absolutamente integrável) que implicaram na convergência para zero dos coe�cientes
de Fourier. Porém isso ainda não assegura que a série de Fourier seja convergente.

Com hipóteses adicionais sobref 0e f 00́e poss�́vel melhorar ainda mais as estimativas obtidas
na proposição 9.2.

Proposição 9.3:Seja f : R ! R uma função periódica de per�́odoT = 2L, com derivada
cont�́nua e segunda derivada integrável e absolutamente integrável. Então, existe uma constante
M � 0 tal que

(9.7) j an j �
M
n2 e j bn j �

M
n2

,

para todon 2 N.

DEMONSTRAÇÃO: Na demonstração da proposição 9.2 viu-se que nas igualdades (9.4) e
(9.6) que

an = �
1

np

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx e bn =

1
np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx:

Como, por hipótese,f 00é integrável, então faz sentido integrar por partes, cada uma das
expressões acima, novamente. Assim, para os coe�cientesan, fazendo

8
<

:

u = f 0(x);

dv= sen
� npx

L

�
dx;

)

8
><

>:

du= f 00(x) dx;

v = �
L

np
cos

� npx
L

�
�

obtém-se
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an = �
1

np

Z L

� L
f 0(x) � sen

� npx
L

�
dx

= �
1

np

"

�
L
np

� f 0(x) � cos
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L
+

L
np

Z L

� L
f 00(x) � cos

� npx
L

�
dx

#

=
L

n2p2

�
f 0(L) � cos(np) � f 0(� L) cos(� np)

�
�

L
n2p2

Z L

� L
f 00(x) � cos

� npx
L

�
dx

=
L � cos(np)

n2p2

�
f 0(L) � f 0(� L)

�
�

L
n2p2

Z L

� L
f 00(x) � cos

� npx
L

�
dx

= �
L

n2p2

Z L

� L
f 00(x) � cos

� npx
L

�
dx;(9.8)

onde usou-se a paridade das funções cosseno. Além disso,na proposição 2.4, mostrou-se que
se f é uma função periódica de per�́odoT, entãof 0 também é periódica de mesmo per�́odoT.
Isto mostra quef 0(L) � f 0(� L) = 0 e que foi usado no desenvolvimento acima, pois fazendo
x = � L obtém-se

f 0(x+ 2L) = f 0(x) ) f 0(L) = f 0(� L + 2L) = f 0(� L):

Em seguida se faz a estimativa para os coe�cientesan tomando-se o valor absoluto na ex-
pressão obtida em (9.8). Tem-se:

j an j =

�
�
�
� �

L
n2p2

Z L

� L
f 00(x) � cos

� npx
L

�
dx

�
�
�
�

�
L

n2p2

Z L

� L

�
�
� f 00(x) � cos

� npx
L

� �
�
� dx

=
L

n2p2

Z L

� L

�
� f 00(x)

�
�
�
�
�cos

� npx
L

� �
�
� dx

�
L

n2p2

Z L

� L

�
� f 00(x)

�
� dx:

Como, por hipótese,f 00é absolutamente integrável, fazendo

(9.9) M =
M
p2

Z L

� L

�
� f 00(x)

�
� dx;

segue-se da estimativa acima que

j an j �
M
n2

, 8 n 2 N;

que é a primeira desigualdade em (9.7).
De modo análogo se realiza os procedimentos para os coe�cientesbn. Fazendo
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8
<

:

u = f 0(x);

dv= cos
� npx

L

�
dx;

)

8
><

>:

du= f 00(x) dx;

v =
L

np
sen

� npx
L

�
,

obtém-se

bn =
1

np

Z L

� L
f 0(x) � cos

� npx
L

�
dx

=
1

np

"
L

np
� f 0(x) � sen

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
�

L
np

Z L

� L
f 00(x) � sen

� npx
L

�
dx

#

=
L

n2p2

�
f 0(L) � sen(np) � f 0(� L) sen(� np)

�
�

L
n2p2

Z L

� L
f 00(x) � sen

� npx
L

�
dx

=
L � sen(np)

n2p2

�
f 0(L) � f 0(� L)

�
�

L
n2p2

Z L

� L
f 00(x) � sen

� npx
L

�
dx

= �
L

n2p2

Z L

� L
f 00(x) � sen

� npx
L

�
dx;(9.10)

onde usou-se a imparidade das funções seno e o fato que sen(np) = 0.
Em seguida se faz a estimativa para os coe�cientesbn tomando-se o valor absoluto na ex-

pressão obtida em (9.10). Tem-se:

j bn j =

�
�
�
��

L
n2p2

Z L

� L
f 00(x) � sen

� npx
L

�
dx

�
�
�
�

�
L

n2p2

Z L

� L

�
�
� f 00(x) � sen

� npx
L

� �
�
� dx

=
L

n2p2

Z L

� L

�
� f 00(x)

�
�
�
�
� sen

� npx
L

� �
�
� dx

�
L

n2p2

Z L

� L

�
� f 00(x)

�
� dx:

Usando a mesma constanteM � 0 obtida em (9.9), conclui-se que

j bn j �
M
n2 ; 8 n 2 N;

que é a segunda desigualdade em (9.7).

A proposição 9.3 mostra que, sem fazer uso do teorema de Fourier (teorema 4.1), com o uso

do teste de comparação, a série de Fourier é convergente, pois a série
¥

å
n= 1

1
n2 é convergente.
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Cabe observar que a proposição 9.3 garante a convergência da série de Fourier, porém este
resultado não garante que a convergência da série de Fourier será exatamente para a própria
funçãof .

Observaç̃ao 9.2:Com as hipóteses de integrabilidade e integrabilidade absoluta de f 00, a
rapidez da convergência da série de Fourier é de ordem quadrática. Mais geralmente, usando-se
indução e os mesmos procedimentos usados nas demonstrações das proposições desta seção,
é poss�́vel mostrar que mais rapidamente os coe�cientes deFourier convergem para zero e,
portanto, com maior rapidez convergirá a série de Fourier. Assim, supondo quef (k), a derivada
de ordemk de f , seja integrável e absolutamente integrável, é poss�́vel mostrar que

janj �
M
nk e jbnj �

M
nk

, 8 n 2 N:

2.10 Forma complexa da śerie de Fourier

Usando afórmula de Euler,

ei q = cosq + i senq ; i =
p

� 1;

decorre, em virtude da paridade do cosseno e a imparidade do seno, que

ei q = cos(� q)+ i sen(� q) ) e� i q = cosq � i senq :

Assim, o sistema abaixo (
ei q = cosq + i senq

e� i q = cosq � i senq

pode ser resolvido para obter

cosq =
ei q + e� i q

2
e senq =

ei q � e� i q

2i
�

Assim, tomandoq = npx=L, tem-se que

an � cos
� npx

L

�
+ bn � sen

� npx
L

�
= an

einpx=L + e� inpx=L

2
+ bn

einpx=L � e� inpx=L

2i

=
�

an

2
+

bn

2i

�
einpx=L +

�
an

2
�

bn

2i

�
e� inpx=L
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=
�

an

2
� i �

bn

2

�
einpx=L +

�
an

2
+ i �

bn

2

�
e� inpx=L:

Faça

cn =
an

2
� i �

bn

2
e dn =

an

2
+ i �

bn

2
�

Então, usando as fórmulas dos coe�cientes de Fourier,

an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx e bn =

1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx;

emcn, obtém-se

cn =
an

2
� i �

bn

2

=
1

2L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx� i �

1
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
� i � sen

� npx
L

�i
dx;

que pela fórmula

e� inpx=L = cos
� npx

L

�
� i � sen

� npx
L

�
,

que é consequência da fórmula de Euler, permite escrever

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� npx=L dx; n = 1;2;3; : : :

De maneira análoga, mostra-se que

c� n = dn =
1

2L

Z L

� L
f (x) enpx=L dx:

Agora, paran = 0, de�ne-se

(10.1) c0 =
a0

2
=

1
2L

Z L

� L
f (x) dx:

Assim, vê-se que a série de Fourier

f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i

pode ser escrita na forma

a0

2
+

¥

å
n= 1

�
cn � einpx=L + c� n � e� inpx=L

�
=

a0

2
+

¥

å
n= 1

cn � einpx=L +
¥

å
n= 1

c� n � e� inpx=L

=
¥

å
n= 1

c� n � e� inpx=L + c0 +
¥

å
n= 1

cn � einpx=L
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=
n= � 1

å
n= � ¥

cn � einpx=L +
¥

å
n= 0

cn � einpx=L

=
¥

å
n= � ¥

cn � einpx=L;(10.2)

onde

(10.3) c0 =
a0

2
, cn

an � ibn

2
, c� n =

an + ibn

2
, n 2 N:

Observa-se que o somatório de� ¥ a¥ é entendido como sendo uma soma de duas séries

¥

å
n= � ¥

cneinpx=L =
¥

å
n= 0

cn einpx=L +
¥

å
n= 1

c� ne� inpx=L; n 2 Z :

Se as duas séries no segundo membro acima são convergentes, então o resultado é o mesmo
daquele na série no primeiro membro de (10.2).

A forma complexa da série de Fourier, dada em (10.2), apresenta várias vantagens. Por exem-
plo, todos os coe�cientescn podem ser de�nidos diretamente em termos def (x):

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=L dx; n 2 Z ;

pois a integral no segundo membro acima é dada por

1
2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
� i � sen

� npx
L

�i
�

Quandon = 0, isso dá1
2 a0; quandon > 0, a integral é igual a12 (an � i bn) e quandon < 0,

vale 1
2 (a� n + ib� n). Tem-se, portanto, que

f (x) �
¥

å
n= � ¥

cn einpx=L; cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=L dx;

sempre que a série converge paraf (x).
A série acima paraf é conhecida comosérie de Fourier na forma complexa,onde seus

coe�cientes podem ser encontrados pela fórmula que de�ne oscn.

Observaç̃ao 10.1:Aqui cabe um comentário importante: na prática, quando sedetermina
os coe�cientescn da série na forma complexa, pode ocorrer a presença den no denominador
de uma dada expressão que representacn. Neste caso, para a determinação do coe�cientec0,
não é poss�́vel fazer a substituição direta tomando-sen = 0, pois isto anularia o denominador.
Quando isto acontece, então é necessário determinar o coe�cientec0 diretamente a partir de sua
de�nição, que é dada por (10.1).
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Exemplo 10.1:Sejaf : R ! R de�nida por

f (x) =

(
x; para � p < x � p;

periódica de per�́odoT = 2p.

Use a forma complexa para obter a série de Fourier para a func¸ão f .

SOLUÇÃO: Note-se queT = 2p, de modo queL = p. Agora deve-se determinar os coe�-
cientescn para a série na forma complexa. Tem-se:

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=Ldx=

1
2p

Z p

� p
xe� inxdx

=
1

2p

�
�

1
in

xe� inx
�
�
�
�

p

� p
+

1
in

Z p

� p
e� inxdx

�

=
1

2p

�
�

1
in

�
p � e� inp + p einp �

�
1

i2n2 e� inx
�
�
�
�

p

� p

�

=
1

2p

�
�

2p
in

�
einp + e� inp

2

�
+

1
n2

�
e� inp � einp �

�

=
1

2p

�
2pi
n

�
einp + e� inp

2

�
�

2i
n2

�
einp � e� inp

2i

��

=
i

np

�
p cos(np)+

1
n

sen(np)
�

=
i
n

(� 1)n;

onde nos passos acima realizou-se integração por partes,usou-se a fórmula de Euler, multiplicou-
se e dividiu-se por constantes convenientes, bem como usou-se os fatos

cos(np) = ( � 1)n e sen(np) = 0:

Os coe�cientesc� n podem ser obtidos a partir dos coe�cientescn, substituindon por � n na
expressão encontrada, ou seja,

c� n =
i

� n
(� 1)� n = �

i
n

(� 1)n:

Por outro lado, o coe�cientec0 não pode ser obtido pela substituiçãon = 0 emcn, poisn
aparece no denominador; logo deve ser obtido diretamente por sua fórmula. Assim,

c0 =
1

2L

Z L

� L
f (x) dx=

1
2p

Z p

� p
xdx
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=
1

2p
�
x2

2

�
�
�
�

p

� p
=

1
4p

�
p2 � (� p)2�

= 0:

Com as expressões dadas em (10.2), constitui-se um sistemaque deve ser resolvido. Tem-se:
8
>><

>>:

an

2
� i

bn

2
= cn

an

2
+ i

bn

2
= c� n

)

(
an = cn + c� n

bn = i (cn � c� n)

Assim,

an = cn + c� n =
i
n

(� 1)n �
i
n

(� 1)n = 0

e

bn = i (cn � c� n) = i
�

i
n

(� 1)n +
i
n

(� 1)n
�

= i 2 �
2
n

(� 1)n = �
2
n

(� 1)n

= 2
(� 1)n+ 1

n
�

Deste modo, foram determinados os seguintes coe�cientes reais da série de Fourier:

a0 = 0; an = 0 e bn = 2
(� 1)n+ 1

n
�

Portanto, a série de Fourier para a funçãof é dada por

f (x) � 2
¥

å
n= 1

(� 1)n+ 1

n
sen(nx):

Observaç̃ao 10.2:O leitor deve estar atento o bastante para não a�rmar que a funçãof , dada
no exemplo 10.1, restrita ao intervalo(� p;p], é �́mpar. Isto se deve ao fato deste intervalo não
ser simétrico. Basta tomarx = p para veri�car imediatamente que� x (que é igual a� p) não
pertence a tal intervalo. Deve ser notado que a função est´a, na verdade, de�nida em todoR
através de uma extensão periódica.

Como a funçãof deste exemplo é uma extensão periódica ao conjuntoR, ao se fazer isto, o
número� p passa a fazer parte do dom�́nio da função, de modo que se temde fato uma função
�́mpar. Em suma, o dom�́nio da funçãof é todoR, que é simétrico, de modo que a função é
�́mpar.
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Além disso, pela imparidade da funçãof do exemplo 10.1, já seria esperado que os coe�-
cientesa0 e an de sua série de Fourier fossem zeros. A resolução deste exemplo permitiu tal
con�rmação. Mas observa-se que o valor zero para estes coe�cientes foi uma decorrência do
método empregado, ou seja, a imparidade def não foi usada em momento algum.

Observaç̃ao 10.3:O leitor também deve estar atento ao fato de que os coe�cientescn e c� n

da série na forma complexa são números complexos. Portanto tais coe�cientes podem conter a
unidade imagináriai =

p
� 1. Por outro lado, os coe�cientesa0, an ebn da série de Fourier são

sempre números reais, isto é, não podem conter a unidade imaginária. Se a unidade imaginária
aparecer nestes coe�cientes, então um erro foi introduzido durante a resolução.

Exemplo 10.2:Use a forma complexa da série de Fourier para determinar os coe�cientes
(reais)a0, an e bn da série (real) de Fourier para a funçãof : [� p;p] ! R dada porf (x) = j xj,
periódica de per�́odoT = 2p.

SOLUÇÃO: Deve-se determinar, inicialmente, os coe�cientes da forma complexa e que são
dados por

c0 =
1

2L

Z L

� L
f (x) dx e cn =

1
2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=Ldx:

Observando queL = p e realizando integração por partes, com

u = x e dv= e� inxdx;

du= dx e v = �
1
in

e� inx;

obtém-se

cn =
1

2p

Z p

� p
j xje� inpx=p dx=

1
2p

Z 0

� p
� xe� inxdx+

1
2p

Z p

0
xe� inxdx

= �
1

2p

Z 0

� p
xe� inxdx+

1
2p

Z p

0
xe� inxdx

= �
1

2p

"
�

�
x
in

e� inx
� �

�
�
�

0

� p
+

1
in

Z 0

� p
e� inxdx

#

+

+
1

2p

� �
�

x
in

e� inx
� �

�
�
�

p

0
+

1
in

Z p

0
e� inxdx

�

= �
1

2p

 

�
p
i n

einp �
1

i2n2 e� inx
�
�
�
�

0

� p

!

+
1

2p

�
�

p
i n

e� inp �
1

i2n2 e� inx
�
�
�
�

p

0

�
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= �
1

2p

 

�
p
i n

einp +
1
n2 e� inx

�
�
�
�

0

� p

!

+
1

2p

�
�

p
i n

e� inp +
1
n2 e� inx

�
�
�
�

p

0

�

= �
1

2p

�
�

p
i n

einp +
1
n2 �

1
n2 einp

�
+

1
2p

�
�

p
i n

e� inp +
1
n2 e� inp �

1
n2

�

=
1

2in
einp �

1
2pn2 +

1
2pn2 einp �

1
2in

e� inp +
1

2pn2 e� inp �
1

2pn2

=
1

2pn2

�
einp + e� inp �

+
1

2in

�
einp � e� inp �

�
1

p n2 �(10.4)

Das fórmulas de Euler

einp = cos(np)+ i sen(np) e e� inp = cos(np) � i sen(np);

segue-se que

einp + einp = 2cos(np) = 2(� 1)n;

einp � einp = 2sen(np) = 0;

que substitu�́dos em (10.4) resulta em

cn =
1

2pn2 � 2(� 1)n �
1

2in
� 0�

1
pn2 =

(� 1)n

pn2 �
1

pn2

=
1

pn2 [(� 1)n � 1] :(10.5)

Segue-se de (10.5), paran 6= 0, que

c� n =
1

p(� n)2

�
(� 1)� n � 1

�

=
1

pn2 [(� 1)n � 1] :(10.6)

Observe-se que o coe�cientec0 não pode ser obtido fazendon = 0 na expressão paracn, pois
surge um zero no denominador de (10.5). Para determinarc0 deve-se usar a de�nição. Assim,

c0 =
1

2p

Z p

� p
f (x) dx=

1
2p

Z 0

� p
� xdx+

1
2p

Z p

0
xdx= �

x2

4p

�
�
�
�

0

� p
+

x2

4p

�
�
�
�

p

0

= �
1

4p

�
02 � (� p)2�

+
1

4p

�
p2 � 02�

=
p
4

+
p
4

=
p
2

�(10.7)

Comoa0 = 2c0, então usando (10.7), obtém-se que

a0 = 2�
p
2

= p:

Para determinar os valores dos coe�cientesan ebn deve-se usar as seguintes fórmulas
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an = cn + c� n e bn = i (cn � c� n) ;

ondecn ec� n são dados por (10.5) e (10.6), respectivamente, isto é,

cn =
1

pn2 [(� 1)n � 1] e c� n =
1

pn2 [(� 1)n � 1] :

Assim,

an = cn + c� n =
1

pn2 [(� 1)n � 1] +
1

pn2 [(� 1)n � 1]

=
2

pn2 [(� 1)n � 1] ;

que, paran = 2k� 1, resulta em

ak = �
4

p(2k� 1)2
,

pois, paran par, tem-se quean = a2k = 0.
Para o cálculos dos coe�cientes reaisbn deve-se usar a seguinte fórmula:

bn = i (cn � c� n) :

Deste modo,

bn = i (cn � c� n)

= i
�

1
pn2 [(� 1)n � 1] �

1
pn2 [(� 1)n � 1]

�

= i � 0 = 0:

Portanto, os coe�cientes (reais) da série de Fourier, paraa funçãof (x) dada, são

a0 = p; ak = �
4

p(2k� 1)2 e bk = 0:

Proposição 10.1:Seja f : R ! R uma função seccionalmente diferenciável e periódica de
per�́odoT = 2L. Tem-se:

(a) Sef for par, então todos os seus coe�cientes de Fourier complexos são números reais.

(b) Sef for �́mpar, entãoc0 = 0 ecn, paran 6= 0 inteiro, é um imaginário puro.

(c) Sef for uma função real, entãoc� n = cn, onde a barra indica a conjugação complexa.

DEMONSTRAÇÃO: Para a parte (a), deve-se mostrar quecn 2 R para todon 2 Z e quecn =
c� n. Paran = 0, tem-se que

c0 =
1

2L

Z L

� L
f (x) dx;



2.10 Forma complexa da série de Fourier 239

que é real, visto serf uma função real.
Paran 6= 0 inteiro, usa-se a de�nição dos coe�cientescn, a fórmula de Euler, a paridade def

e das funções cossenos, bem como a imparidade das funções senos, para obter

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=L dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
� i sen

� npx
L

�i
dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx�

i
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

Z L

0
f (x) cos

� npx
L

�
dx;(10.8)

onde no penúltimo passo acima usou-se a paridade da função f , a paridade da função cosseno
e a imparidade da função seno: produto de funções pares (f e cosseno) é par, de modo que
se deve multiplicar a integral por 2 e integrar no semi-per�́odo; o produto de uma função par
( f ) por outra �́mpar (seno) é �́mpar, de modo que a integral de uma função �́mpar em intervalo
simétrico é igual a zero.

Agora observef é uma função real, de modo que a integral em (10.8) é um número real para
cadan 2 Z . Resta, agora, mostrar quecn = c� n, comn 2 Z . Usando a de�nição dos coe�cientes
c� n, a fórmula de Euler, a paridades das funçõesf e cossenos, a imparidade das funções senos,

c� n =
1

2L

Z L

� L
f (x) einpx=L dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
+ i sen

� npx
L

�i
dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx+

i
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1
L

Z L

0
f (x) cos

� npx
L

�
dx;(10.9)

onde usou-se os mesmos argumentos anteriores para chegar naexpressão (10.9).
Para encerrar a parte (a), basta observar que os segundos membros de (10.8) e de (10.9) são

iguais, de modo quecn = c� n para todon 2 Z .

Para demonstrar (b) deve-se mostrar quec0 = 0 e que, paran 6= 0, cn é um número da forma
cn = irn, ondern é um número real. Paran = 0, tem-se que

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) dx= 0;

pois por hipótesef é �́mpar e o intervalo de integração, acima, é simétrico, de modo que a
integral se anula.
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Usando a expressão para os coe�cientescn, a fórmula de Euler, a paridade das funções
cossenos e a imparidade def e das funções senos, obtém-se

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=L dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
� i sen

� npx
L

�i
dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx�

i
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

= �
i
L

Z L

0
f (x) sen

� npx
L

�
dx;(10.10)

onde no penúltimo passo acima usou-se a imparidade da função f , a paridade da função cosseno
e a imparidade da função seno, isto é, nesta ordem foram usados: o produto de uma função
�́mpar (f ) por uma função par (cosseno) é �́mpar, de modo que a integral de uma função �́mpar
em intervalo simétrico é igual a zero; produto de funções �́mpares (f e seno) é par, de modo que
se deve multiplicar a integral por 2 e integrar no semi-per�́odo.

Faça

rn = �
1
L

Z L

0
f (x) sen

� npx
L

�
dx:

Por serf uma função real, tem-se quern é um número real para cadan 6= 0 inteiro. Segue-se
de (10.10) e dern dado acima, quecn = i rn. Isto mostra que para funções �́mpares, os coe�-
cientescn são imaginários puros.

Para a parte (c), basta observar as fórmulas para os coe�cientescn ec� n, isto é,

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=L dx e c� n =

1
2L

Z L

� L
f (x) einpx=L dx:

Portanto, usando a fórmula de Euler e as fórmulas para os coe�cientescn ec� n, obtém-se

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inpx=L dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
� i sen

� npx
L

�i
dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx�

i
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1

2L

Z L

0
f (x) cos

� npx
L

�
dx+

i
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

=
1

2L

Z L

� L
f (x)

h
cos

� npx
L

�
+ i sen

� npx
L

�i
dx



2.11 Identidade de Parseval 241

=
1

2L

Z L

� L
f (x) einpx=L dx

= c� n;

uma vez que as integrais

1
2L

Z L

0
f (x) cos

� npx
L

�
dx e

i
2L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

são reais, por serf uma função real.

2.11 Identidade de Parseval

Dada uma funçãof : R ! R periódica de per�́odoT = 2L, ondef , j f j e j f j2 são integráveis,
é poss�́vel demonstrar rigorosamente aidentidade de Parseval,(veja, por exemplo, a referência
[31]) que é dada por

a2
0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

=
1
L

Z L

� L
j f (x)j2 dx:

Com as hipóteses dadas, a demonstração é mais delicada esó será apresentada no próximo
cap�́tulo. Um procedimento formal (isto é, sem rigor) e quepermite mostrar tal identidade é
supor que a série de Fourier para a funçãof converge uniformemente para a própria função
e, então, realizar os cálculos formalmente, realizando trocas entre os sinais de integração e
somatório, etc.

Assim, nesse cenário, tem-se que a série de Fourier paraf é escrita na forma

(11.1) f (x) =
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i
,

onde os coe�cientes de Fourier são dados por

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx; an =

1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx e bn =

1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx:

Multiplicando ambos os membros de (11.1) porf (x) e integrando de� L atéL, encontra-se

Z L

� L
[ f (x)]2 dx=

a0

2

Z L

� L
f (x) dx+

Z L

� L

(
¥

å
n= 1

h
an f (x) cos

� npx
L

�
+ bn f (x)

� npx
L

�i
)

dx:
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Como se está supondo convergência uniforme da série, é poss�́vel trocar a ordem entre a
integração e o somatório no segundo membro da última expressão. Assim,

Z L

� L
[ f (x)]2 dx=

a0

2

Z L

� L
f (x) dx+(11.2)

+
¥

å
n= 1

�
an

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx+ bn

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx

�
:

Por outro lado, os coe�cientes da série de Fourier são dados por

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx; an =

1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx e bn =

1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx;

que substitu�́dos em (11.2) resulta em
Z L

� L
[ f (x)]2 dx=

a0

2
� (a0L)+

¥

å
n= 1

[an � (an L)+ bn � (bnL)] ;

ou seja,
Z L

� L
[ f (x)]2 dx= L

"
a2

0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�
#

;

ou ainda,
1
L

Z L

� L
[ f (x)]2 dx=

a2
0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

;

que é a identidade de Parseval.

Exemplo 11.1:Seja f : R ! R uma função de�nida porf (x) = x3 � L2x para� L � x � L e
periódica de per�́odoT = 2L.

(a) Determine os coe�cientes da série de Fourier para a func¸ão f .

(b) Use a identidade de Parseval para demonstrar que

¥

å
n= 1

1
n6 =

p6

945
�

SOLUÇÃO: Para a parte (a), determinar-se-á os coe�cientes da série de Fourier para a função
dada. Note-se quef é uma função �́mpar, pois

f (� x) = ( � x)3 � L2(� x) = � x3 + L2x = �
�
x3 � L2x

�
= � f (x):

Assim, os coe�cientesa0 = 0 ean = 0, de modo que basta calcular os coe�cientesbn. Tem-se:

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx=

1
L

Z L

� L

�
x3 � L2x

�
sen

� npx
L

�
dx
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=
1
L

Z L

� L
x3 sen

� npx
L

�
dx� L

Z L

� L
x sen

� npx
L

�
dx:(11.3)

As duas integrais em (11.3) devem ser calculadas por integração por partes. Isto será feito
separadamente.

Z L

� L
x sen

� npx
L

�
dx= �

L
np

x cos
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L
+

L
np

Z L

� L
cos

� npx
L

�
dx

= �
L
np

[L � cos(np)+ L � cos(� np)] +
L2

n2p2 � sen
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L

= �
2L2

np
(� 1)n +

L2

n2p2 [sen(np) � sen(� np)]

=
2L2

np
(� 1)n+ 1;(11.4)

onde usou-se a paridade da função cosseno, a imparidade dafunção seno e os fatos cos(np) =
(� 1)n e sen(np) = 0.

Para o cálculo da outra integral no segundo membro de (11.3)deve-se integrar três vezes por
partes. Tem-se:

Z L

� L
x3 sen

� npx
L

�
dx= �

L
np

x3 cos
� npx

L

� �
�
�
�

L

� L
+

3L
np

Z L

� L
x2 cos

� npx
L

�
dx

= �
L

np

�
L3 cos(np)+ L3 cos(� np)

�
+

3L
np

Z L

� L
x2 cos

� npx
L

�
dx

= �
L4

np
[(� 1)n + ( � 1)n] +

3L
np

Z L

� L
x2 cos

� npx
L

�
dx

=
2L4

np
(� 1)n+ 1 +

3L
np

Z L

� L
x2 cos

� npx
L

�
dx

=
2L4

np
(� 1)n+ 1 +

3L
np

"
L

np
x2 sen

� npx
L

� �
�
�
�

L

� L
�

2L
np

Z L

� L
x sen

� npx
L

�
dx

#

=
2L4

np
(� 1)n+ 1 +

3L2

n2p2

�
L2sen(np) � L2 sen(� np)

�

�
6L2

n2p2

Z L

� L
x sen

� npx
L

�
dx

=
2L4

np
(� 1)n+ 1 +

3L4

n2p2 [2sen(np)] �
6L2

n2p2

Z L

� L
x sen

� npx
L

�
dx
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=
2L4

np
(� 1)n+ 1 �

6L2

n2p2

Z L

� L
x sen

� npx
L

�
dx

=
2L4

np
(� 1)n+ 1 �

6L2

n2p2 �
2L2

np
(� 1)n+ 1

=
�

2L4

np
�

12L4

n3p3

�
(� 1)n+ 1;(11.5)

onde usou-se o valor encontrado em (11.4) para a última integral acima.
Agora substitui-se (11.4) e (11.5) em (11.3) para determinar os valores dos coe�cientesbn.

Tem-se:

bn =
1
L

�
2L4

np
�

12L4

n3p3

�
(� 1)n+ 1 � L �

2L2

np
(� 1)n+ 1

=
2n2p2L3

n3p3 (� 1)n+ 1 �
12L3

n3p3 (� 1)n+ 1 �
2n2p2L3

n2p2 (� 1)n+ 1

= �
12L3

n3p3 (� 1)n+ 1 =
12L3

n3p3 (� 1)n:(11.6)

Portanto, os coe�cientes da série de Fourier paraf são dados por

a0 = an = 0 e bn =
12L3

n3p3 (� 1)n:

(b) Para aplicar a identidade de Parseval deve-se, primeiro, determinar o valor da integral de
j f j2 de� L atéL. Tem-se:

Z L

� L
j f (x)j2 dx=

Z L

� L

�
x3 � L2x

� 2
dx=

Z L

� L

�
x6 � 2L2x4 + L4x2

�
dx

=
�

x7

7
�

2L2

5
x5 +

L4

3
x3

� �
�
�
�
�

L

� L

=
�

L7

7
�

2L7

5
+

L7

3

�
�

�
�

L7

7
+

2L7

5
�

L7

3

�

=
2L7

7
�

4L7

5
+

2L7

3
=

30L7 � 84L7 + 70L7

105

=
16
105

L7:(11.7)

Como a0 = an = 0, basta usar o valor debn, encontrado na parte (a), bem como o valor
da integral dej f j2 na identidade de Parserval. Assim, usando (11.6) e (11.7) naidentidade de
Parseval,

a0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

=
1
L

Z L

� L
j f (x)j2 dx;
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obtém-se
¥

å
n= 1

�
12L3

n3p3 (� 1)n
� 2

=
1
L

�
16
105

� L7;

isto é,
¥

å
n= 1

144L6

n6p6 (� 1)2n =
16
105

� L6

ou seja,
1

p6

¥

å
n= 1

1
n6 =

16
144� 105

)
1

p6

¥

å
n= 1

1
n6 =

1
9� 105

,

donde se conclui que
¥

å
n= 1

1
n6 =

p6

945
�

Exemplo 11.2:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

0; � p � x < 0;

1; 0 � x < p;

periódica de per�́odoT = 2p:

(a) Determine os coe�cientes de Fourier para a funçãof .

(b) Use a identidade de Parseval para mostrar que

¥

å
n= 1

1
(2n� 1)2 =

p2

8
�

SOLUÇÃO: Para a parte (a), inicia-se determinando o coe�cientea0 para a funçãof dada.
Observe-se queT = 2p, de modo queL = p. Tem-se:

a0 =
1
L

Z L

� L
f (x) dx=

1
p

Z p

� p
f (x) dx

=
1
p

Z 0

p
f (x) dx+

1
p

Z p

0
f (x) dx=

1
p

Z p

0
dx

=
1
p

x
�
�
�
0

� p
=

1
p

(p � 0) = 1:(11.8)

Para o cálculo dean, tem-se

an =
1
L

Z L

� L
f (x) cos

� npx
L

�
dx=

1
p

Z p

� p
f (x) cos(nx) dx
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=
1
p

Z 0

� p
0� cos(nx) dx+

1
p

Z p

0
1� cos(nx) dx

=
1
p

Z p

0
cos(nx) dx=

1
p

�
1
n

� sen(nx)

�
�
�
�

p

0

=
1

np
[ sen(np) � sen0] = 0;(11.9)

onde usou-se a imparidade do seno e o fato sen(np) = 0.
Para o cálculo debn, tem-se

bn =
1
L

Z L

� L
f (x) sen

� npx
L

�
dx=

1
p

Z p

� p
f (x) sen(nx) dx

=
1
p

Z 0

� p
0� sen(nx) dx+

1
p

Z p

0
1� sen(nx) dx

=
1
p

Z p

0
sen(nx) dx=

1
p

�
�

�
1
n

�
� cos(nx)

�
�
�
�

p

0

= �
1

np
[cos(np) � cos0]

= �
1

np
[(� 1)n � 1] =

1
np

[1� (� 1)n]

=

8
><

>:

0; paran par,

2
np

, paran �́mpar,

Portanto, fazendon = 2k� 1, parak 2 N, tem-se que

(11.10) bk =
2

(2k� 1)p
, k 2 N:

(b) Para usar a identidade de Parseval é necessário determinar o valor da integralj f j2 de� p
atép. Tem-se:

Z p

� p
j f (x)j2 dx=

Z 0

� p
j f (x)j2 dx+

Z p

0
j f (x)j2 dx

=
Z 0

� p
j0j2dx+

Z p

0
j1j2dx=

Z p

0
dx

= x
�
�
�
p

0
= p:(11.11)

Substituindo os valores dos coe�cientes de Fourier paraf , obtidos em (11.8), (11.9) e (11.10),
bem como o valor da integral dej f j2 obtido em (11.11), na identidade de Parseval, obtém-se



2.11 Identidade de Parseval 247

a2
0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

=
1
p

Z p

p
j f (x)j2 dx;

isto é,
1
2

+
¥

å
n= 1

"

02 +
�

2
(2n� 1)p

� 2
#

=
1
p

� p;

ou ainda,
4

p2

¥

å
n= 1

1
(2n� 1)2 = 1�

1
2

,

donde segue-se que

4
p2

¥

å
n= 1

1
(2n� 1)2 =

1
2

)
¥

å
n= 1

1
(2n� 1)2 =

p2

8
,

que é o resultado desejado.
Observa-se que este resultado permite determinar o valor dep2 com a aproximação desejada,

bastando realizar a soma

p2 = 8
¥

å
n= 1

1
(2n� 1)

= 8
�

1+
1
32 +

1
52 +

1
72 + � � �

�

= 8+
8
9

+
8
25

+
8
49

+ � � �

Neste ponto, o leitor poderá se perguntar se toda série trigonométrica, isto é, séries do tipo

a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i

é uma série de Fourier.
A resposta é: em geral, não! Como foi visto, a identidade deParseval mostra uma estreita

relação entre a função dada e os coe�cientes da série. Ou seja, é justamente a identidade de
Parseval que dá uma caracterização para que séries trigonométricas sejam séries de Fourier. De
modo geral pode-se dizer que toda série de Fourier é uma série trigonométrica, mas a rec�́proca
é falsa. O próximo exemplo mostra isso.

Exemplo 11.3:Considere a seguinte série trigonométrica

¥

å
n= 1

sen(nx)
na

,

ondea > 0.
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É poss�́vel mostrar que esta série converge para todox 2 R; na verdade é poss�́vel mostrar
que ela converge uniformemente em todo subintervalo fechado de(0;2p). Porém esta série con-
vergente não é absolutamente convergente sea < 1. Assim, o testeM de Weierstrass não pode
ser utilizado, precisando, neste caso, de outros tipos de testes de convergência condicionada,
como os testes de Abel e Dirichlet. A maneira mais conveniente de mostrar a convergência
desta série em particular é usando o teste de Abel,2 mas isto não será feito aqui. Caso o leitor
esteja interessado na demonstração da convergência da série dada, basta tomarun(x) = sen(nx)
e vn(x) = 1=na no teste de Abel.

Em suma, a série dada de�ne uma funçãof (x), isto é,

f (x) =
¥

å
n= 1

sen(nx)
na �

O interesse deste exemplo é mostrar que esta série trigonométrica não é uma série de Fourier.
Para isso será usada a identidade de Parseval. Primeiro, note-se que a expressão acima pode ser
escrita na forma

f (x) =
¥

å
n= 1

sen(nx)
na

=
0
2

+
¥

å
n= 1

�
0� cos(nx)+

1
na � sen(nx)

�
;

isto é,a0 = 0, an = 0, bn = 1=na e L = p.
Por outro lado, a identidade de Parseval é dada por

1
L

Z L

� L
j f (x)j2 dx=

a2
0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

;

isto é,

1
p

Z p

� p
j f (x)j2 dx=

a2
0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

=
02

2
+

¥

å
n= 1

"

02 +
�

1
na

� 2
#

2 TESTE DEABEL: Sejamf un(x)g e f vn(x)g sequência de funções de�nidas em um intervaloI � R. Suponha que:

(a) A sequênciaf vn(x)g convirja uniformemente para 0 emI;

(b) A série
¥

å
n= 1

jvn+ 1(x) � vn(x)j convirja uniformemente;

(c) Exista uma constanteK > 0 tal que

�
�
�
�
�

n

å
i= 1

ui(x)

�
�
�
�
�

� K para todox 2 I e todon.

Então, a série
¥

å
n= 1

un(x) vn(x) converge uniformemente.

Para demonstração deste teorema, bem como outros resultados correlatos, sugere-se o livro [30] da bibliogra�a.
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=
¥

å
n= 1

1
n2a �(11.12)

Assim, paraa = 1=2, a expressão (11.12) é escrita como

1
p

Z p

� p
j f (x)j2 dx=

¥

å
n= 1

1

n2� 1
2

=
¥

å
n= 1

1
n

= 1+
1
2

+
1
3

+
1
4

+ � � � +
1
n

+ � � � ,

que é a série harmônica, que é divergente.
A divergência da série paraa = 1=2 implica na divergência da integral do primeiro membro,

ou seja, diz quef não é uma função quadrado integrável. Logo, a identidade de Parseval não
é satisfeita e isto demonstra que a série trigonométricadada não é uma série de Fourier (pois
funções representadas por série de Fourier sempre satisfazem a identidade de Parseval).

O leitor interessado poderá demonstrar que a série dada diverge para todoa � 1=2, isto é, que
para testes valores dea a série trigonométrica nunca será uma série de Fourier.

2.12 Interpretações f�́sicas

Finaliza-se este cap�́tulo com uma seção que pretende apresentar algumas interpretações
f�́sicas associadas as séries de Fourier. Os resultados serão apresentados na forma de proposições.

Proposição 12.1:Sejau : R ! R uma função seccionalmente diferenciável e periódica de
per�́odoT = 2L. Se

u(x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i

é a série de Fourier parau, então esta série também pode ser escrita na seguinte forma:

(12.1) u(x) � A0 +
¥

å
n= 1

An cos
� npx

L
� qn

�
;

onde

A0 =
a0

2
, An =

q
a2

n + b2
n e qn = arc tg

�
bn

an

�
�

DEMONSTRAÇÃO: Observe que se pode escrever
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ancos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
=

q
a2

n + b2
n

"
anp

a2
n + b2

n

cos
� npx

L

�
+

bnp
a2

n + b2
n

sen
� npx

L

�
#

�

Fazendo

(12.2) cosqn =
anp

a2
n + b2

n

e senqn =
bnp

a2
n + b2

n

;

a igualdade anterior pode ser escrita do seguinte modo:

(12.3) an cos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
=

q
a2

n + b2
n

h
cosqn � cos

� npx
L

�
+ senqn � sen

� npx
L

�i
�

Agora usa-se a identidade trigonométrica

cos(a� b) = cosa� cosb+ sena� senb;

com
a = qn e b =

npx
L

;

que resulta em

(12.4) cos
� npx

L
� qn

�
= cosqn � cos

� npx
L

�
+ senqn � sen

� npx
L

�
�

Substituindo (12.4) em (12.3), obtém-se

ancos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
=

q
a2

n + b2
n cos

� npx
L

� qn

�
�

Fazendo

(12.5) An =
q

a2
n + b2

n;

pode-se escrever

(12.6) ancos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
= An cos

� npx
L

� qn

�
�

Além disso, segue-se de (12.2) que

bn

an
=

 
bnp

a2
n + b2

n

!  p
a2

n + b2
n

an

!

=
senqn

cosqn
= tgqn:

Logo,

(12.7) tgqn =
bn

an
) qn = arc tg

�
bn

an

�
�

Agora faça

(12.8) A0 =
a0

2
�

Por �m, basta substituir (12.6) e (12.8) na série de Fourierpara escrever
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u(x) � A0 +
¥

å
n= 1

An cos
� npx

L
� qn

�
;

ondeAn e qn são dados, respectivamente, por (12.5) e (12.7), isto é,

An =
q

a2
n + b2

n e qn = arc tg
�

bn

an

�
�

Naturalmente, existe uma representação similar parau, mas usando-se senos no lugar de
cossenos.

Proposição 12.2:Sejau : R ! R uma função seccionalmente diferenciável e periódica de
per�́odoT = 2L. Se

u(x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i

é a série de Fourier parau, então esta série também pode ser escrita na seguinte forma:

(12.9) u(x) � A0 +
¥

å
n= 1

Ansen
� npx

L
+ qn

�
;

onde

An =
q

a2
n + b2

n e qn = arc tg
�

an

bn

�
�

DEMONSTRAÇÃO: Observe que se pode escrever

ancos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
=

q
a2

n + b2
n

"
anp

a2
n + b2

n

cos
� npx

L

�
+

bnp
a2

n + b2
n

sen
� npx

L

�
#

�

Fazendo

(12.10) senqn =
anp

a2
n + b2

n

e cosqn =
bnp

a2
n + b2

n

;

a igualdade anterior pode ser escrita do seguinte modo:

an cos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
=

=
q

a2
n + b2

n

h
senqn � cos

� npx
L

�
+ cosqn � sen

� npx
L

�i
�(12.11)

Agora usa-se a identidade trigonométrica

sen(a+ b) = sena� cosb+ senb� cosa;

com
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a = qn e b =
npx
L

;

que resulta em

(12.12) sen
�

qn +
npx
L

�
= senqn � cos

� npx
L

�
+ sen

� npx
L

�
� cosqn�

Substituindo (12.12) em (12.11), obtém-se

ancos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
=

q
a2

n + b2
nsen

� npx
L

+ qn

�
�

Agora se faz

(12.13) An =
q

a2
n + b2

n;

que permite escrever

(12.14) ancos
� npx

L

�
+ bnsen

� npx
L

�
= An sen

� npx
L

+ qn

�
�

Além disso, segue-se de (12.10) que

an

bn
=

 
anp

a2
n + b2

n

!  p
a2

n + b2
n

bn

!

=
senqn

cosqn
= tgqn:

Logo,

(12.15) tgqn =
an

bn
) qn = arc tg

�
an

bn

�
�

Agora faça

(12.16) A0 =
a0

2
�

Por �m, basta substituir (12.14) e (12.16) na série de Fourier para escrever

u(x) � A0 +
¥

å
n= 1

Ansen
� npx

L
+ qn

�
;

ondeAn e qn são dados, respectivamente, por (12.13) e (12.15), isto é,

An =
q

a2
n + b2

n e qn = arc tg
�

an

bn

�
�

Observaç̃ao 12.1:A partir de (12.1) (ou a partir (12.9)), vê-se que a representação em
série de Fourier de uma função periódicau representa tal função como soma de componentes
cossenoidais (ou senoidais, a partir de (12.9)) de frequências distintas.
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Viu-se na primeira seção deste cap�́tulo que os númerosTn = 2L=n são osper�́odospara as
funções cossenos e senos da série de Fourier. Mas estes mesmosTn também são os per�́odos
para as funções cossenos e senos das proposições 12.1 e 12.2, isto é,

cos
� npx

L
� qn

�
e sen

� npx
L

+ qn

�
:

A frequência f(não confundir com a função, que aqui é denotada poru) é de�nida como o
inverso do per�́odo, ou seja,

f =
1
T

) fn =
n

2L
�

Já afrequência angulaŕe de�nida pelos números

wn =
2np
T

, ou ainda, wn =
2np
2L

=
np
L

�

Grosso modo, a frequência angular representa uma taxa de variação de uma grandeza angular,
mas não necessariamente relacionada a uma rotação. Além disso, é poss�́vel encontrar uma
relação entre a frequência e a frequência angular:

wn =
np
L

=
2np
2L

= 2p
� n

2L

�
= 2p � f ; ou seja, wn = 2p � f :

A componente cossenoidal, isto é, a função

cos
� npx

L
� qn

�
= cos(wnx� qn);

é chamada den-ésimo harmônicoda função periódicau.
Analogamente, também é chamado den-ésimo harmônico da função periódicau a compo-

nente senoidal
sen

� npx
L

+ qn

�
= sen(wnx+ qn):

O primeiro harmônico, isto é, a função cos(px=L � q1), é chamado deharmônico fundamen-
tal, pois ele (isto é, a função cosseno acima comn = 1) tem o mesmo per�́odoT = 2L da
funçãou. Além disso,w0 = p=L é chamadafrequência angular fundamental.Analogamente
para sen(px=L + q1).

Já os coe�cientesAn e os ângulosqn são chamados deamplitudes harmônicasedeslocamen-
tos de fases(ou ângulos de fases), respectivamente.

Com esta linguagem, observado a série de Fourier paraf periódica de per�́odoT = 2L,

f (x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
ancos

� npx
L

�
+ bnsen

� npx
L

�i
,

tem-se uma anologia com o caso do som: o termo

a0

2

representa a posição neutra (isto é, sem vibrações); otermo
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a1cos
� px

L

�
+ b1sen

� px
L

�

é o harmônico fundamental ( o tom fundamental); o segundo termo

a2cos
�

2px
L

�
+ b2sen

�
2px
L

�

é primeiro harmônico(a oitava), e assim por diante. Deste modo, o som ouvido é uma
combinação (ou superposição) de vibrações harmônicas simples, isto é, os termos

ancos
� npx

L

�
+ bn

� npx
L

�
�

O próximo resultado mostra que o valor médio quadrático de uma função periódicau(x) é
igual �a soma dos valores médios quadráticos dos seus harmônicos.

Proposição 12.3:Sejau : R ! R uma função seccionalmente diferenciável e periódica de
per�́odoT = 2L. Então,

(12.17)
1

2L

Z L

� L
[ f (x)]2 dx= A2

0 +
¥

å
n= 1

�
�
�
�

Anp
2

�
�
�
�

2
,

onde
A0 =

a0

2
e An =

q
a2

n + b2
n:

DEMONSTRAÇÃO: Pela proposição 12.1, se

u(x) �
a0

2
+

¥

å
n= 1

h
an cos

� npx
L

�
+ bn sen

� npx
L

�i

é a série de Fourier para a funçãou, então esta série também pode ser escrita na forma

u(x) � A0 +
¥

å
n= 1

An cos
� npx

L
� qn

�
;

onde

A0 =
a0

2
; An =

q
a2

n + b2
n e q0 = arc tg

�
bn

an

�
�

O valor raiz médio quadrático3 é An=
p

2. Logo, o valor médio quadrático don-ésimo
harmônico é(An=

p
2)2.

Além disso,

An =
q

a2
n + b2

n = 2j cn j e A0 =
a0

2
= j c0 j;

ondec0 ecn são os coe�cientes complexos da série de Fourier.
Segue-se da�́ que

3 Em inglês, root-mean-square, ou simplesmenet RMS.
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(12.18) j cn j2 =
A2

n

4
e j c0 j2 = A2

0:

Agora usa-se a identidade de Parseval, isto é,

1
L

Z L

� L
[ f (x)]2 dx=

a2
0

2
+

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

;

que multiplicada por1=2, resulta em

(12.19)
1

2L

Z L

� L
[ f (x)]2 dx=

a2
0

4
+

1
2

¥

å
n= 1

�
a2

n + b2
n
�

:

Substituindo (12.18) em (12.19), obtém-se

1
2L

Z L

� L
[ f (x)]2 dx= j c0 j2 + 2

¥

å
n= 1

j cn j2

= A2
0 +

¥

å
n= 1

�
�
�
�

Anp
2

�
�
�
�

2

�(12.20)

A potência latentede uma funçãou : R ! R periódica de per�́odoT = 2L é de�nida como o
valor médio quadrático

1
2L

Z L

� L
[ f (x)]2 dx:

Assim, seu(x) representa a forma de uma onda de tensão ou de corrente, ent˜ao a expressão
acima representa a potência média liberada poru(x) em uma resistência de 1W.

A equação (12.20) diz que o valor médio quadrático de umafunção periódicau é igual �a
soma dos valores médios quadráticos de seus harmônicos.Observa-se que a potência latente
(valor médio quadrático) de uma função periódica depende somente das amplitudes de seus
harmônicos e independe de suas fases.

2.13 Exerc�́cios propostos

Exerc�́cio 1: Para as funções dadas abaixo, determine se ela é periódica e se for, encontre o
seu per�́odo fundamental.
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(a) f (x) = senh(2x);

(b) g(x) = tg(px);

(c) u(x) =

(
0; 2n� 1 � x < 2n; n 2 Z ;

1; 2n � x < 2n+ 1;

(d) v(x) =

(
(� 1)n; 2n� 1 � x < 2n; n 2 Z ;

1; 2n � x < 2n+ 1;

Exerc�́cio 2: Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

(
x+ 1; � 1 < x < 0;

x; 0 < x < 1;

e periódica de per�́odoT = 2. Determine uma fórmula paraf (x) no intervalo 1< x < 2 e no
intervalo 8< x < 9.

Exerc�́cio 3: Considere uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

0; se � 5 < x < 0;

3; se 0< x < 5;

periódica comT = 10:

(a) Encontre os coe�cientes de Fourier.

(b) Escreva a correspondente série de Fourier.

(c) Comof (x) deverá ser de�nida nos pontosx = 0; � 5 para que a série de Fourier convirja
paraf (x) no intervalo� 5 � x � 5?

Exerc�́cio 4: Sejaf : (� L;L) ! R uma função de�nida porf (x) = x2.

(a) Faça uma extensão par e periódida de per�́odoT = 2L paraf .

(b) Determine a sua série de Fourier.

(c) Use série de Fourier obtida em (b) para mostrar que

p2

6
=

¥

å
n= 1

1
n2 =

1
12 +

1
22 +

1
32 +

1
42 � � �

Exerc�́cio 5: Encontre a série de Fourier para cada função abaixo:



2.13 Exerc�́cios propostos 257

(a) f (x) =

(
� x; � L � x < L;

L; x = L:

(b) f (x) = sen2x; � p � x � p:

(c) f (x) =

(
0; se � L � x < 0 ou x = L;

a; se 0� x < L; a 2 R:

(d) f (x) =

8
>><

>>:

L + x; � L � x � 0;

L � x; 0 � x � L;

f (x+ 2L) = f (x):

(e) f (x) =

8
>><

>>:

0; � 1 � x � 0;

x2; 0 � x < 1;

f (x+ 2) = f (x):

Exerc�́cio 6: Faça uma extensão �́mpar, periódica de per�́odo com o per�́odo indicado e deter-
mine a série de senos para as seguintes funções:

(a) f (x) =

8
>><

>>:

x; 0 � x < 1;

1; 1 � x < 2;

periódica comT = 4.

(b) f (x) =

(
1; 0 < x < p;

periódica comT = 2p.

(c) f (x) =

8
>>>>><

>>>>>:

0; 0 < x < p;

1; p < x < 2p;

2; 2p < x < 3p;

periódica comT = 6p.

(d) f (x) =

(
� x; � p < x < 0;

periódica comT = 2p.

(e) f (x) =

(
2� x2; 0 < x < 2;

periódica comT = 4.

Exerc�́cio 7: Faça uma extensão par, periódica com o per�́odo indicadoe determine a série de
cossenos para as seguintes funções:
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(a) f (x) =

8
>><

>>:

1; 0 < x < 1;

0; 1 < x < 2;

periódica comT = 4.

(b) f (x) =

(
1; 0 � x � p;

periódica comT = 2p.

(c) f (x) =

(
L � x; 0 � x � L;

periódica comT = 2L.

(d) f (x) =

8
>><

>>:

x; 0 < x < p;

0; p < x < 2p;

periódica comT = 4p.

(e) f (x) =

(
x2 � 2x; 0 < x < 4;

periódica comT = 8.

Exerc�́cio 8: Use a forma complexa para obter as séries de Fourier (forma real) para cada
função do exerc�́cio 5.

Exerc�́cio 9: Sea não for um número inteiro, use a forma complexa para obter as séries de
Fourier para as funções abaixo:

(a) f (x) =

(
cos(a x); se � p � x < p;

periódica de per�́odoT = 2p.

(b) f (x) =

(
sen(a x); se � p � x < p;

periódica de per�́odoT = 2p.

(c) f (x) =

(
ea x; se � p � x < p;

periódica de per�́odoT = 2p.

Exerc�́cio 10:Seja f : (� p;p) ! R uma função de�nida porf (x) = x.

(a) Se f for par, mostre que todos os seus coe�cientes de Fourier complexos são números
reais. Isto é, deve-se mostrar quecn 2 R e cn = c� n para todon 2 Z .

(b) Sef for �́mpar, mostre quec0 = 0 e quecn é um imaginário puro. Isto é, deve-se mostrar
que, paran 6= 0, quecn é um número da formacn = i rn, ondern é um número real.

Exerc�́cio 11:Seja f : (� p; p) ! R uma função de�nida porf (x) = x.
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(a) Faça uma expansão periódica conveniente e mostre que

x = 2
�

senx
1

�
sen(2x)

2
+

sen(3x)
3

� � � �
�

�

(b) Integre o resultado em (a) e mostre que, para� p � x � p, se tem

x2 =
p2

3
� 4

�
cosx
12 �

cos(2x)
22 +

cos(3x
32 � � � �

�
�

(c) Integre o resultado em (b) e mostre que, para� p � x � p, se tem

x(p � x)(p + x) = 12
�

senx
13 �

sen(2x)
23 +

sen(3x)
33 � � � �

�
�

Exerc�́cio 12:(a) Mostre que, para� p < x < p,

xcosx = �
1
2

senx+ 2
�

2
1� 3

sen(2x) �
3

2� 4
sen(3x)+

4
3� 5

sen(4x) � � � �
�

�

(b) Use o resultado em (a) para mostrar que, para� p � x � p,

xsenx = 1�
1
2

cosx� 2
�

cos(2x)
1� 3

�
cos(3x)

2� 4
+

cos(4x)
3� 5

� � � �
�

�

(c) Derive o resultado em (b) para mostrar que, para 0� x � p, se tem

x =
p
2

�
4
p

�
cosx
12 +

cos(3x)
32 +

cos(5x)
52 + � � �

�
�

Exerc�́cio 13: Considere a seguinte funçãof : (0;2) ! R de�nida por f (x) = x.

(a) Faça uma extensão �́mpar e periódica com per�́odoT = 4 e mostre que sua série de senos
é dada por

f (x) = �
4
p

¥

å
n= 1

cos(np)
n

� sen
� npx

2

�
=

4
p

�
sen

� px
2

�
�

1
2

sen
�

2px
2

�
+

1
3

sen
�

3px
2

�
� � � �

�

(b) Mostre que a diferenciação termo a termo na série da parte (a) não é válida.

SUGESTÃO: Basta observar que na série derivada termo a termo on� ésimo termo nesta série
não se aproxima de zero.

Exerc�́cio 14:(a) Encontre a série de Fourier para a funçãof : (0;2) ! R, dada porf (x) = x2,
integrando a série obtida na parte (a) do exerc�́cio 13.

(b) Use a parte (a) deste exerc�́cio para calcular a série numérica
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¥

å
n= 1

(� 1)n� 1

n2 �

Exerc�́cio 15: Mostre que as séries abaixo não são séries de Fourier de funções dife-
renciáveis:

¥

å
n= 1

cos(nx)
n

e
¥

å
n= 1

sen(nx)
n

�

Exerc�́cio 16:Seja f : R ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
>><

>>:

� x; se � 1 � x < 0;

x; se 0� x < 1;

periódica de per�́odoT = 2.

(a) Determine os coe�cientes de Fourier para a funçãof .

(b) Use a identidade de Parseval para mostrar que

¥

å
n= 0

1
(2n+ 1)4 =

p4

96
�

Exerc�́cio 17:Seja f (0;2) ! R de�nida por f (x) = x.

(a) Faça uma expansão par e periódica de per�́odoT = 4 e determine uma série de cossenos
para a funçãof .

(b) Use a identidade de Parseval para mostrar que

¥

å
n= 1

1
n4 =

1
14 +

1
24 +

1
34 + � � � =

p4

90
�

SUGESTÃO: A parte (a) é análoga �a solução do exerc�́cio 14. Para aparte (b) é necessário um
pouco mais de atenção. A parte (a) permite escrever uma série numérica formada por termos
�́mpares elevados a quarta potência (isto é, uma série como no exerc�́cio 14) e que também
convergirá parap4=96. Mas a série da parte (b) deste exerc�́cio envolve todos osn (ou seja,

1;2;3; : : :). Assim, sejaS=
¥

å
n= 1

1
n4 . Agora escrevaS como duas somas: uma paran �́mpar e

outra paran par. Em seguida basta observar que

S=
�

1
14 +

1
34 +

1
54 + � � �

�
+

1
24

�
1
14 +

1
24 +

1
34 + � � �

�
=

p4

96
+

S
16

�

Exerc�́cio 18:Considere a seguinte funçãof (x) = senx, com 0< x < p.

(a) Faça uma expansão periódica, par e determine uma série de cossenos paraf .
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(b) Mostre que
1

12 � 32 +
1

32 � 52 +
1

52 � 72 + � � � =
p2 � 8

16
�

Exerc�́cio 19:Mostre que
¥

å
n= 1

1
(2n� 1)6 =

p6

960
�

Exerc�́cio 20:Mostre que

1
12 � 22 � 32 +

1
22 � 32 � 42 +

1
32 � 42 � 52 + � � � =

4p2 � 39
16

�

Exerc�́cio 21:Use a identidade de Parseval para mostrar que, sef : R ! R for uma função
periódica de per�́odoT = 2L e tal quef 0 é cont�́nua, ent”ao a série abaixo é convergente:

¥

å
n= 1

q
a2

n + b2
n;

ondean e bn são os coe�cientes de Fourier.

Exerc�́cio 22:Mostre que a série trigonométrica

¥

å
n= 2

sen(nx)
lnx

não é série de Fourier de uma função integrável e absolutamente integrável.

Respostas dos exerc�́cios

Exerc�́cio 1: (a) não é periódica; (b)T = 1; (c)T = 2; (d)T = 4.

Exerc�́cio 2: f (x) = x� 1 em 1< x < 2 e f (x) = x� 8 em 8< x < 9.

Exerc�́cio 3: (a)a0 = 3, an = 0 ebn =
3(1� cos(np)

np
�

(b)
3
2

+
¥

å
n= 1

3[1� cos(np)]
np

� sen
� npx

5

�
�

(c) Nos pontos de descontinuidade� 5, 0 e 5, a série converge para(3+ 0)=2 = 3=2. A série
convergirá paraf (x) em� 5 � x � 5 se f (x) for rede�nida por
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f (x) =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

3=2; se x = � 5;

0; se � 5 < x < 0;

3=2; se x = 0;

3; se 0< x < 5;

3=2; se x = 5;

periódica de per�́odoT = 10.

Exerc�́cio 4: (b) os coe�cientes são dados por

a0 =
2L2

3
, an =

4L2

n2p2 (� 1)n e bn = 0:

(c) Monte a série de Fourier na parte (b) e, em seguida, façax = L para obter a série dada.

Exerc�́cio 5: (a)
2L
p

¥

å
n= 1

(� 1)n

n
� sen

� npx
L

�
�

(b) sen2x= 1=2� 1=2� cos(2x). Para obter essa série de Fourier não é preciso se dar ao trabalho
de calcular os coe�cientes.

(c)
a
2

+
2a
p

¥

å
k= 0

1
2k+ 1

� sen
�

(2k+ 1)px
L

�
�

(d)
L
2

+
4L
p2

¥

å
k= 1

1
(2k� 1)2 � cos

�
(2k� 1)px

L

�
�

(e)
1
6

+
¥

å
n= 1

�
2cos(np)

n2p2 � cos(npx) �
2� 2cos(np)+ n2p2 cos(np)

n3p3 � sen(npx)
�

:

Exerc�́cio 6: (a)
¥

å
n= 1

2
np

�
� cos(np)+

2
np

� sen
� np

2

� �
sen

� npx
2

�
:

(b)
4
p

¥

å
n= 1

sen[(2n� 1)x
2n� 1

�

(c)
¥

å
n= 1

2
np

�
cos

� np
3

�
+ cos

�
2np

3

�
� 2cos(np)

�
sen

� nx
3

�
�

(d) 2
¥

å
n= 1

(� 1)n

n
� sen(nx):

(e)
¥

å
n= 1

�
4n2p2[1+ cos(np)]

n3p3 +
16[1� cos(np)]

n3p3

�
sen

� npx
2

�
�
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Exerc�́cio 7: (a)
1
2

+
2
p

¥

å
n= 1

(� 1)n� 1

2n� 1
� cos

�
(2n� 1)px

2

�
�

(b) f (x) = 1.

(c)
L
2

+
4L
p2

¥

å
n= 1

1
(2n� 1)2 � cos

�
(2n� 1)px

L

�
�

(d)
p
4

+
1
p

¥

å
n= 1

�
2p
n

� sen
� np

2

�
+

4
n2

h
cos

� np
2

�
� 1

i �
cos

� nx
2

�
�

(e)
4
3

+
16
p2

¥

å
n= 1

�
1+ 3cos(np)

n2

�
cos

� npx
4

�
�

Exerc�́cio 8: as respostas são as mesmas do exerc�́cio 5.

Exerc�́cio 9: (a)a0 =
2sen(ap )

ap
, an =

2a � sen(ap )
p(a 2 � n2)

� (� 1)n; bn = 0.

(b)

(c)
senh(pa )

p

(
1
p

+ 2
¥

å
n= 1

(� 1)n

a 2 + n2 (a � cos(nx) � n� sen(nx)]

)

�

Exerc�́cio 14(a)x2 = k�
16
p2

�
cos

� px
2

�
�

1
22 cos

�
2px
2

�
+

1
32 cos

�
3px
2

�
� � � �

�
; ondek =

16
p2

�
1�

1
22 +

1
32 �

1
42 + � � �

�
.

(b) É poss�́vel determinar a constantek de outro modo, fazendok =
a0

2
=

4
3

, que é obtido

integrandof (x) dada em (a). Agora façax = 0 na série da parte (a), substitua este valor dek e
conclua que o valor da série numérica da parte (b) é igual ap2=12.

Exerc�́cio 16:(a)a0 = 1, an = 2�
(� 1)n � 1

n2p2
, bn = 0.

Exerc�́cio 17:(a)a0 = 2, an =
4[(� 1)n � 1]

n2p2 , bn = 0.

Exerc�́cio 18:(a)
2
p

�
4
p

¥

å
n= 2

1+ ( � 1)n

n2 � 1
� cos(nx).





Cap�́tulo 3

Transformada de Fourier

3.1 Introdução

Nos cap�́tulos anteriores mostrou-se que as séries de Fourier constituem um poderoso ins-
trumento para atacar problemas que envolvem funções periódicas. Por outro lado, em vários
problemas práticos que não envolvem funções periódicas, é desejável que o desenvolvimento
de um método de análise de Fourier inclua as funções nãoperiódicas.

Exemplo 1.1:Sejaf : R ! R uma função periódica de per�́odoT = 2L de�nida por

f (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

0; para � L < x < � a ;

1; para � a < x < a ;

0; para a < x < L;

f (x+ 2L) = f (x); L > a :

Agora se fazT ! ¥ , ou seja,L ! ¥ . Em particular, tomar-se-áL = 2na , comn 2 N. Assim,
tem-se queT;L ! ¥ quandon ! ¥ . Além disso, tem-se que

f (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

0; para � 2na < x < � a ;

1; para � a < x < a ;

0; para a < x < 2na ;

f (x+ 2na ) = f (x):

Assim,

j (x) = lim
T! ¥

f (x)

= lim
n! ¥

f (x)

265
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=

8
>>><

>>>:

0; para � ¥ < x < � a ;

1; para � a < x < a ;

0; para a < x < ¥ ;

=

(
1; se � a < x < a ;

0; caso contrário.

Note que, apesar de a funçãof ser periódica de per�́odoT, a funçãoj não é periódica. Dito
de outra maneira: quando se faz o per�́odoT tender para in�nito, a função resultante pode não
ser periódica.

Figura 1.1: Grá�co comL = 2a .

Figura 1.2: Grá�co comL = 4a .

Figura 1.3: Grá�co comT ! ¥ .
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Na seção 2.10 do cap�́tulo 2 viu-se que a forma complexa da série de Fourier é dada por

f (x) =
¥

å
n= � ¥

cn e(inp x)=L;

onde

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� (inp x)=L dx; n 2 Z :

Fazendoh = p=L, obtém-se

f (x) =
¥

å
n= � ¥

cneinhx e cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� inhxdx:

Agora façawn = nh, comn 2 Z para escrever

f (x) =
¥

å
n= � ¥

cn ei wnx;(1.1)

cn =
1

2L

Z L

� L
f (x) e� i wn xdx:(1.2)

Por outro lado, deh = p=L, segue-se que

1
L

=
h
p

)
1

2L
=

h
2p

=
1

p
2p

h
p

2p
,

isto é,

(1.3)
1

2L
=

h
p

2p
�

1
p

2p
�

O próximo passo consiste em escrever

(1.4) F(wn) =

p
2p
h

cn;

e usar (1.3) juntamente com (1.2) para obter

F(wn) =

p
2p
h

�
1
2L

Z L

� L
f (x) e� i wn xdx

�

=

p
2p
h

�
h

p
2p

�
1

p
2p

Z L

� L
f (x) e� i wn xdx;

isto é

(1.5) F(wn) =
1

p
2p

Z L

� L
f (x) e� i wn xdx:

Além disso, segue de (1.4) que

F(wn) =

p
2p
h

cn ) cn =
h

p
2p

F(wn);
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que substitu�́do em (1.1) implica em

f (x) =
¥

å
n= � ¥

cn � ei wn x =
¥

å
n= � ¥

h
p

2p
� F(wn) ei wn x

=
1

p
2p

¥

å
n= � ¥

�
F(wn) � ei wn x� � h:(1.6)

Portanto, de (1.5) e (1.6) tem-se as seguintes expressões paraF(wn) e f (x):

F(wn) =
1

p
2p

Z L

� L
f (x) e� i wn xd x e f (x) =

1
p

2p

¥

å
n= � ¥

F(wn) ei wnx h:

Agora, formalmente (isto é, sem rigor), toma-se limite para L ! ¥ e parah ! 0 nas ex-
pressões acima. Observa-se que a série acima tem o aspectoformal de uma soma de Riemann
para a integral deF(w) eiwnx. Assim, obtém-se (formalmente!)

F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) e� i w xdx e f (x) =

1
p

2p

Z ¥

� ¥
F(w) ei w x dw:

A primeira expressão acima é conhecida comotransformada de Fouriere a segunda ex-
pressão é a fórmula datransformada inversa de Fourier.

As condições para que as duas integrais acima existam sãodelicadas e não serão feitas em
detalhes neste texto. Neste cap�́tulo abordar-se-á as questões operacionais das transformada de
Fourier e sua inversa, restringindo-se aos seus cálculos ealgumas aplicações.

Denota-se porL (R) o espaço das funçõesf : R ! R tais que as integrais impróprias def e
j f j convergem. Isto signi�ca quef e j f j sejam integráveis em cada intervalo[� a;b] e que os
limites abaixo existam:

lim
a;b! ¥

Z b

� a
f (x) dx e lim

a;b! ¥

Z b

� a
j f (x) j dx:

Se f : R ! C, isto é, uma função de�nida emR com valores complexos, então ela pode ser
escrita na forma

f (x) = g(x)+ ih(x);

ondeg(x) eh(x) são funções reais representando suas partes real e imaginária, respectivamente.
Além disso, a integral def é dada por

Z
f (x) dx=

Z
g(x) dx+ i

Z
h(x) dx;

onde o s�́mbolo
R

denota, aqui, uma integral de�nida ou imprópria.
Diz-se quef : R ! C é uma função deL 1(R;C) se as suas partes real e imaginária ej f j,

que são funções deR emR, pertencem ao espaçoL 1(R) de�nido acima.

DEFINIÇÃO: Sejaf : R ! C uma função deL 1(R; C). De�ne-se atransformada de Fourier
de f pela expressão
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F[ f (x)] = F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w x f (x) dx:

DEFINIÇÃO: SejaF : C ! R uma função deL 1(R; C). De�ne-se atransformada inversa de
Fourier de f pela expressão

F� 1[F(w)] = f (x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
ei w xF(w) dw:

Observaç̃ao 1.1:Na de�nição dos espaçosL 1(R) eL 1(R; C) pediu-se a convergência abso-
luta da integral. De fato, esta condição é su�ciente. Suponha que a integral dej f j convirja, isto
é, Z ¥

� ¥
j f (x) j dx< ¥ :

Então, pela de�nição da transformada de Fourier, obtém-se

j F(w)j =

�
�
�
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx

�
�
�
�

�
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
� e� iwx f (x)

�
� dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
� e� iwx

�
�
�
� f (x)

�
� dx

=
1

p
2p

Z ¥

¥

�
� f (x)

�
� dx< ¥ ;

uma vez que, pela fórmula de Euler,

e� iwx = cos(wx) � i sen(wx);

implica em
�
� e� iwx

�
� =

q
[cos(wx)]2 + [ � sen(wx)]2 = 1:

Mostrar quej F(w)j < ¥ signi�ca dizer que a transformada é �nita, ou seja, que ela existe.
Analogamente, para a transformada inversa de Fourier.

Portanto, a condição de que a função seja absolutamenteintegrável é apenas su�ciente para
garantir que a transformada de Fourier está bem de�nida. Porém esta condição não é necessária.
Uma consequência disso é a existência de funções Riemann integráveis, que não são abso-
lutamente integráveis, que possuem transformadas de Fourier (mas não necessariamente uma
inversa).
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3.2 Interpretação f�́sica

Agora será feita uma breve revisão dos números complexoscom intuito de apresentar
interpretações f�́sicas para a função transformada deFourier.

Um número complexo tem a formaz = a+ ib, ondea;b 2 R e i =
p

� 1 é aunidade ima-
ginária.. O número reala é chamado departe realdo número complexoz, enquanto o número
realb chamado departe imagináriado complexoz. O conjunto de todos os números complexos
é denotado porC.

Sejamz= a+ ib ew = c+ id números complexos, ondea;b;c;d 2 R e i =
p

� 1 é a unidade
imaginária. As propriedades operatórias entre os números complexos são de�nidas por:

(a) Igualdade:z= w se, e somente se,a = c e b = d.

(b) Adição:z+ w = ( a+ ib)+ ( c+ id) = ( a+ c)+ i(b+ d).

(c) Multiplicação:z� w = ( a+ ib) � (c+ id) = ( ac� bd)+ i(ad+ bc).

Seja agoraz= x+ iy é um número complexo qualquer. De�ne-se oconjugado complexopor
z= x+ iy = x� iy. O módulodez é de�nido porjzj =

p
x2 + y2.

Sejaz= x+ iy. Um propriedade muito útil é

z� z= jzj2;

que é facilmente demonstrável, uma vez que

z� z= ( x+ iy) � (x� iy) = x2 + y2 =
� p

x2 + y2
� 2

= jzj2:

Um número complexoz= x+ iy pode ser interpretado geometricamente como um par orde-
nado, isto é,z= x+ iy se, e somente se,z= ( x;y). Assim, o conjunto dos números complexos
C pode ser representado no plano que é conhecido deplano de Argand-Gauss.

Figura 2.1: O plano de Argand-Gauss.



3.2 Interpretação f�́sica 271

Deste modo, sez= x+ iy e observando a �gura 2.1, obtém-se

cosq =
x
jzj

e senq =
y
jzj

,

ou ainda,

(2.1) x = jzj � cosq e y = jzj � senq :

Assim,
z= x+ iy = jzj � cosq + i � jzj � senq = jzj (cosq + i � senq) :

A expressão
z= jzj (cosq + i � senq)

é chamada deforma polardo número complexoz.
Também segue-se de (2.1) que

tgq =
senq
cosq

=
y
x

) q = arc tg
� y

x

�
,

ondeq é chamado deargumentodo número complexoz.
Agora considere uma funçãof : R ! C cuja transformada de Fourier é uma funçãoF :

R ! C, isto é,F(w) = F[ f (x)]. Assim sendo, a função transformada pode ser escrita na forma
F(w) = u(w)+ i � v(w), onde

u(w) = Re[F(w)] e v(w) = Im[F(w)]

representam, respectivamente, as partes real e imaginária da função transformadaF(w).
Suponha agora que a função transformada possa ser escritana formaF(w) = u(w)+ i � v(w).

Então o módulojF(w)j da função transformada é dado por

jF(w)j = ju(w)+ i � v(w)j =
q

[u(w)]2 + [ v(w)]2:

Além disso, o argumento deF(w) também será uma função que depende dew, pois

Argumento[F(w)] = arc tg
�

u(w)
v(w)

�
= f (w):

Da fórmula de Eulerei�f (w) = cos[f (w)] + i � sen[f (w)] segue-se que

F(w) = jF(w)j � f cos[f (w)] + i � sen[f (w)]g

= jF(w)j � ei�f (w) ;

onde a última expressão é a forma polar paraF(w).
Na forma polar deF(w),

(2.2) F(w) = jF(w)j � ei�f (w) ;
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o módulo deF(w),

jF(w)j =
q

[u(w)]2 + [ v(w)]2;

é chamado deamplitudeda transformada de Fourier ou deespectro de amplitudesdo sinalf (x).
O argumento deF(w),

f (w) = arc tg
�

u(w)
v(w)

�
,

é chamadôangulo de faseda transformada de Fourier ou deespectro de fasesdo sinal f (x).
Sejamf (x) uma função dada eF(w) = F[ f (x)] a sua função transformada de Fourier. De�ne-

se adensidade espectral de energiapor

jF(w)j2 = [ u(w)]2 + [ v(w)]2:

Viu-se que a transformada de Fourier e transformada inversasão de�nidas, respectivamente,
por

F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx e f (x) =

1
p

2p

Z ¥

� ¥
eiwxF(w) dw:

A natureza da representação da transformada inversa torna-se clara se a mesma for pen-
sada como uma superposição de oscilações senoidais de todas as frequências poss�́veis, que
são chamadas derepresentação espectral.Este nome é sugerido pela ótica, onde a luz é uma
superposição de cores (frequências). Na expressão quede�ne a transformada inversa, adensi-
dade espectral F(w) mede a intensidade def (x) no intervalo de frequência entrew e w + Dw
(Dw pequeno e �xado). A�rma-se que, em conexão com vibrações, a integral

Z ¥

� ¥
jF(w)j2 dw

pode ser interpretada como aenergia totaldo sistema f�́sico. Assim, a integral dejF(w)j2 dea
atéb dá a contribuição das frequênciasw entrea eb �a energia total.

Para tornar isto plaus�́vel, inicia-se com um sistema mecânico dando uma frequência única, a
saber, o oscilador harmônico (sistema massa-mola)

my00+ ky= 0:

Aqui está se denotando o tempot por x. Multiplicando a última equação pory0, obtém-se
my0y00+ ky0y = 0. Integrando esta equação em ambos os membros em relação ax, encontra-se

Z �
my0(x) � y00(x)+ ky(x) � y0(x)

�
dx=

Z
0� dx= c1:

ou ainda,

m
Z

y0(x) � y00(x) dx+ k
Z

y(x) � y0(x) dx= c1;

FazendoU = y0(x) na primeira integral, de modo quedU = y00(x) dx e fazendoV = y(x) na
segunda integral, que implica emdV = y0(x) dx, obtém-se



3.2 Interpretação f�́sica 273

m
Z

U dU + c2 + k
Z

V dV+ c3 = c1 ) m�
U2

2
+ k�

V2

2
= c1;

masU = y0eV = y, de modo que

m
2

�
�
y0� 2 +

k
2

� y2 = C;

onde se fezC = c1 � c2 � c3.
Portanto,

m
2

� v2 +
k
2

� y2 = E0 = constante;

ondev = y0 é a velocidade.
O primeiro termo é aenergia cinética, o segundo é aenergia potenciale E0 é a energia total

do sistema. A solução geral é dada por

y(x) = a1 � cos(w0x)+ b1 � sen(w0x)

= c1 � eiw0x + c� 1 � e� iw0x;
�

w2
0 =

k
m

�
;

onde
c1 =

a1 � i � b1

2
e c� 1 = c1 =

a1 + i � b1

2
�

Fazendo
A = c1 � eiw0x e B = c� 1 � e� iw0x;

resulta quey = A+ B. Por diferenciação, obtém-se

v = y0= A0+ B0= iw0(A� B):

A substituição dev ey no segundo membro da equação paraE0 resulta em

E0 =
m
2

� v2 +
k
2

� y2

=
m
2

(iw0)2(A� B)2 +
k
2

(A+ B)2:

Aqui, w2
0 = k=m, como já foi dito. Assim,mw2

0 = k. Comoi2 = � 1, tem-se

E0 =
k
2

�
� (A� B)2 + ( A+ B)2�

= 2kAB

= 2kc1 � eiw0x � c� 1 � e� iw0x

= 2� k� c1 � c� 1

= 2k� jc1j2:
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Portanto,a energia é proporcional ao quadrado da amplitudejc1j.
Como próximo passo, se um sistema mais complicado conduz �asoluções periódicasy = f (x)

que pode ser representada por uma série de Fourier, então ao invés de um termo único de energia
jc1j2, obtém-se uma série de quadradosjcnj2 dos coe�cientes de Fouriercn. Neste caso, tem-se
um “espectro discreto”consistindo de frequências enumeráveis, com o correspondentejcnj2

sendo as contribuições para a energia total.
Finalmente, um sistema cuja solução pode ser representado pela integral da transformada in-

versa de Fourier conduz a integral acima para a energia, comoé plaus�́vel dos caos já discutidos.

Daqui por diante objetiva-se seguir, grosso modo, os procedimentos adotados para a trans-
formada de Laplace, ou seja, deseja-se deduzir fórmulas para a transformada de Fourier para
algumas funções, assumindo-se que o procedimento inverso produz a transformada inversa de
Fourier. Com isso, será poss�́vel construir uma tabela comfórmulas que deverão ser usadas para
resolver vários exerc�́cios.

3.3 Propriedades b́asicas

Nesta seção serão apresentadas as propriedades básicas sobre as transformadas de Fourier.

Proposição 3.1:Sejaf : R ! R uma função deL 1(R). Então, as partes real e imaginária de
F(w) são dadas por

(3.1) u(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dx e v(w) = �

1
p

2p

Z ¥

� ¥
f (x) sen(wx) dx:

Além disso, as funçõesu(w) e v(w) são, respectivamente, funções par e �́mpar dew. Tem-se
também que

F(� w) = F(w);

onde a barra indica a conjugação complexa.

DEMONSTRAÇÃO: Observe-se inicialmente que, por hipótese, a funçãof é real, isto é, não
tem parte imaginária. Agora aplica-se a identidade de Euler, tem-se

e� iwx = cos(wx) � i sen(wx):

Aplicando a de�nição de transformada de Fourier e lembrando quef é real, obtém-se

F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) e� iwx dx
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=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x)

�
cos(wx) � i sen(wx)

�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dx� i

1
p

2p

Z ¥

¥
f (x) sen(wx) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dx+ i

�
�

1
p

2p

Z ¥

¥
f (x) sen(wx) dx

�
:(3.2)

SeF(w) = u(w)+ iv(w) e seF(w) também é dada por (3.2), então, igualando-se as partes
real e imaginária de cada expressão, obtém-se

u(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dx e v(w) = �

1
p

2p

Z ¥

� ¥
f (x) sen(wx) dx;

que é (3.1).
Para mostrar a segunda parte, deve-se observar inicialmente que, por serf uma função real,

u(� w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(� wx) dx=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dx= u(w);

v(� w) = �
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) sen(� wx) dx=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
f (x) sen(wx) dx= � v(w);

onde usou-se a paridade da função cosseno e a imparidade dafunção seno nos passos acima.
Isto mostra queu é uma função par e quev é uma função �́mpar da variávelw.

Por �m, deF(w) = u(w)+ iv(w), da paridade deu e da imparidade dev, segue-se que

F(� w) = u(� w)+ iv(� w)

= u(w) � i v(w)

= u(w)+ iv(w)

= F(w);

mostrando que a inversão do sinal dew sobF equivale a conjugação complexa da funçãoF.

Corolário 3.1: A condiçãoF(� w) = F(w) é uma condição necessária e su�ciente para que
f seja uma função real.

DEMONSTRAÇÃO: Suponha quef (x) é uma função real. Então, mostrou-se na proposição
3.1 queF(� w) = F(w). Resta, portanto, demonstrar a rec�́proca, isto é, que a condição
F(� w) = F(w) implica em serf uma função real.

Faça
f (x) = g(x)+ ih(x) e F(w) = u(w)+ iv(w):



276 3 Transformada de Fourier

Usando a de�nição da transformada inversa de Fourier paraa funçãof acima, bem como a
fórmula de Euler, obtém-se

f (x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
F(w) eiwx dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
u(w)+ iv(w)

� �
cos(wx)+ i sen(wx)

�
dw

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

h
u(w) � cos(wx)+ iu(w) � sen(wx) +

+ iv(w) � cos(wx) � v(w) � sen(wx)
i

dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
u(w) � cos(wx) dw + i

1
p

2p

Z ¥

� ¥
u(w) � sen(wx) dw

+ i
1

p
2p

Z ¥

� ¥
v(w) � cos(wx) dw �

1
p

2p

Z ¥

� ¥
v(w) � sen(wx) dw

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
u(w) � cos(wx) � v(w) � sen(wx)

�
dw +

+ i
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
u(w) � sen(wx)+ v(w) � cos(wx)

�
dw:(3.3)

Como as expressõesf (x) = g(x)+ ih(x) e (3.3) representam a mesma funçãof (x), segue-se
que seus segundos membros são iguais, de modo que

(3.4) g(x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
u(w) � cos(wx) � v(w) � sen(wx)

�
dw

e

(3.5) h(x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
u(w) � sen(wx)+ v(w) � cos(wx)

�
dw:

Mas, por hipótese,F(� w) = F(w), isto é,

u(� w)+ iv(� w) = u(w) � i v(w);

donde se conclui que

u(� w) = u(w) e v(� w) = � v(w);

isto é,u(w) ev(w) são, respectivamente, funções par e �́mpar na variávelw.
Portanto o produtou(w) � sen(wx) é �́mpar (u é par e seno é �́mpar emw). Analogamente, o

produtov(w) � cos(wx) também é �́mpar (v é �́mpar e cosseno é par emw). Assim, o integrando
em (3.5),

u(w) � sen(wx)+ v(w) � cos(wx);
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é soma de duas funções �́mpares, logo é uma função �́mpar. Segue-se da�́ que a integral em (3.5)
é nula, que implica emh(x) = 0. Isto mostra quef (x) é uma função real.

Corolário 3.2: Sejamf : R ! R uma função deL 1(R) eF(w) = F[ f (x)] a sua transformada
de Fourier. Então, o espectro de amplitudesj F(w)j é uma função par dew e o espectro de fases
f (w) é uma função �́mpar dew.

DEMONSTRAÇÃO: Por hipótese,f é uma função real (isto é, não tem parte imaginária).
Logo, pela proposição 3.1, tem-se queF(� w) = F(w).

Por (2.2), a funçãoF(w) pode ser escrita na forma

F(w) = u(w)+ iv(w) = j F(w)j ei f (w) :

Segue-se da�́ que

(3.6) F(� w) = j F(� w)j ei f (� w):

Também por (2.2), segue-se que

F(w) = j F(w)j ei f (w)

= j F(w)j ei f (w)

= j F(w)j e� i f (w) :(3.7)

ComoF(� w) = F(w), então os segundos membros em (3.6) e (3.7) devem-ser iguais, ou
seja,

j F(� w)j ei f (� w) = j F(w)j e� i f (w) :

Portanto,
j F(� w)j = j F(w)j e f (� w) = � f (w):

Isto mostra que os espectros de amplitudes e de fases são, respectivamente, funções pares e
�́mpares dew.

Proposição 3.2:Sejamf : R ! C uma função deL 1(R; C) e F(w) a sua transformada de
Fourier. Tem-se:

(a) A transformada de FourierF(w) será uma função real se, e somente se,f (x) for uma
função par;

(b) A transformada de FourierF(w) será um imaginário puro se, e somente se,f (x) for uma
função �́mpar.
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DEMONSTRAÇÃO: EscrevaF(w) = u(w)+ iv(w). Pela proposição 3.1, tem-se

u(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dw e v(w) = �

1
p

2p

Z ¥

� ¥
f (x) sen(wx) dx:

Parte (a): Suponha que a transformada de FourierF(w) é real. Então,F(w) = u(w) ev(w) =
0. Comov(w) = 0, tem-se que o integrando,f (x) sen(wx), para a integral que de�nev(w) deve
ser uma função �́mpar em relação a variávelx para que a integral se anule. Como sen(wx) é uma
função �́mpar na variávelx, para que o integrando seja �́mpar é necessário quef (x) seja uma
função par (“o produto de uma função par por outra �́mparé uma função �́mpar”). Isto mostra
que f (x) é par.

Reciprocamente, suponha quef (x) seja uma função par. Por ser sen(wx) uma função �́mpar
na variávelx, segue-se que o produtof (x) sen(wx) é �́mpar (na variávelx). Logo, a integral

Z ¥

� ¥
f (x) sen(wx) dx= 0;

mostrando quev(w) = 0, de modo queF(w) = u(w), isto é, queF(w) é uma função real.

Parte (b): Suponha que a transformada de FourierF(w) é um imaginário puro. Então,F(w) =
iv(w) e u(w) = 0. Comou(w) = 0, tem-se que o integrando,f (x) cos(wx), para a integral que
de�ne u(w) deve ser uma função �́mpar em relação a variávelx para que a integral se anule.
Como cos(wx) é uma função par na variávelx, para que o integrando seja �́mpar é necessário
que f (x) seja uma função �́mpar (“o produto de uma função �́mpar por outra par é uma função
�́mpar”). Isto mostra quef (x) é �́mpar.

Reciprocamente, suponha quef (x) seja uma função �́mpar. Por ser cos(wx) uma função par
na variávelx, segue-se que o produtof (x) cos(wx) é �́mpar (na variávelx). Logo, a integral

Z ¥

� ¥
f (x) cos(wx) dx= 0;

mostrando queu(w) = 0, de modo queF(w) = iv(w), isto é, queF(w) é um imaginário puro.

Observaç̃ao 3.1:Segue-se da proposição 3.2 que, sef (x) é uma função real e

F[ f (x)] = F(w) = u(w)+ iv(w);

então
F[ fp(x)] = u(w) e F[ fi(x)] = iv(w):

ondef (x) = fp(x)+ fi(x), sendofp(x) e fi(x), respectivamente, as partes par e �́mpar def (x).

Exemplo 3.1:Encontre a transformada de Fourier para a funçãof : R ! R de�nida por
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f (x) =

8
<

:

1; se� a < x < a ;

0; caso contrário.

SOLUÇÃO: O grá�co da funçãof (x) encontra-se na �gura 3.1.

Figura 3.1: Grá�co da funçãof (x).

Usar-se-á a de�nição de transformada de Fourier para determinarF(w). Paraw 6= 0, tem-se:

F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) e� iwx dx

=
1

p
2p

Z � a

� ¥
f (x) e� iwx dx+

1
p

2p

Z a

� a
f (x) e� iwx dx+

+
1

p
2p

Z ¥

a
f (x) e� iwx dx

=
1

p
2p

Z a

� a
e� iwxdx= �

1

iw
p

2p
e� iwx

�
�
�
�

a

� a

= �
1

iw
p

2p

�
e� iaw � eiaw �

=
1

iw
p

2p

�
eiaw � e� iaw �

:(3.8)

Das fórmulas de Euler,

ei q = cosq + i senq e e� i q = cosq � i senq ;

segue-se facilmente que

senq =
eq � e� q

2i
�

Fazendoq = aw , obtém-se

2i � sen(aw ) = eiaw � e� iaw

que substitu�́do em (3.8) resulta em
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F(w) =
1

iw
p

2p

�
eiaw � e� iaw �

=
1

iw
p

2p
[2i sen(aw )]

=
1

p
2p

�
2
w

� sen(aw )

=
2

p
2p

�
�

sen(aw )
w

�
�

Agora deve-se calcular a transformada para o casow = 0. Tem-se:

F(0) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
ei:0:x f (x) dx

=
1

p
2p

Z � a

� ¥
f (x) dx+

1
p

2p

Z a

� a
f (x) dx+

1
p

2p

Z ¥

a
f (x) dx

=
1

p
2p

Z a

� a
dx=

1
p

2p
� x

�
�
�
�

a

� a
=

1
p

2p
[a � (� a )]

=
2a

p
2p

�

Portanto, mostrou-se que

F(w) = F

"(
1; se j xj � a

0; se j xj > a ;

#

=

8
>>><

>>>:

2
p

2p
�
�

sen(aw )
w

�
; se w 6= 0;

2a
p

2p
, se w = 0:

Figura 3.2: Grá�co da funçãoF(w) coma = 1.
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Observaç̃ao 3.2:O leitor deve estar se perguntando se é verdade que

f (x) = F� 1
�

sen(aw )
w

�
=

p
2p
2

�

(
1; se j xj � a

0; se j xj > a :

Esse assunto merece cuidado e atenção, uma vez que a funç˜ao

F(w) =
sen(aw )

w
, (w 6= 0);

não é absolutamente integrável, como mostra o apêndicea este cap�́tulo, de modo queF 62L (R).
Por outro lado, já foi dito que a integrabilidade absoluta ´e uma condição su�ciente, mas não
necessária. Ao longo deste cap�́tulo este assunto voltar´a a aparecer outras vezes.

Recorde-se que a função de Heaviside é de�nida por

uc(x) =

(
1; se x < c;

0; caso contrário:

Observe que decorre da de�nição da função de Heaviside que

uc(x) = u0(x� c) e uc(� x) = u� c(x):

Exemplo 3.2:Sejama > 0 e f : R ! R uma função de�nida por

f (x) = e� a x � u0(x) =

(
e� a x; se x � 0;

0; se x < 0;

ondea > 0.
Mostre que

F(w) = F
�
e� a x � u0(x)

�
=

1
p

2p
�

1
a + iw

e

f (x) = F� 1
�

1
a + iw

�
=

p
2p � e� a x � u0(x):

SOLUÇÃO: A �gura 3.3 exibe o grá�co da funçãof (x) quandoa = 1.
Usando a de�nição de transformada de Fourier, obtém-se

F[ f (x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx

=
1

p
2p

Z 0

� ¥
e� iwx f (x) dx+

1
p

2p

Z ¥

0
e� iwx f (x) dx
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Figura 3.3: Grá�co da funçãof (x) coma = 1.

=
1

p
2p

Z 0

� ¥
e� iwx � 0dx+

1
p

2p

Z ¥

0
e� iwx � e� axdx

=
1

p
2p

Z ¥

0
e� (a + iw)xdx

= �
1

p
2p

� lim
T! ¥

Z T

0
e� (a + iw)xdx

= �
1

p
2p

�
1

i(a + w)
� lim

T! ¥

h
e� (a + iw)x

i �
�
�
�

T

0

= �
1

p
2p

�
1

i(a + w)
� lim

T! ¥

h
e� (a + iw)T � e� (a + iw):0

i

= �
1

p
2p

�
1

(a + iw)
� lim

T! ¥

�
e� iwT � e� a T � 1

�

=
1

p
2p

�
1

(a + iw)
�

Observe que usou-se o fato que

lim
T! ¥

�
e� iwT � e� a T�

= 0:

Isto se justi�ca, pois a funçãoe� iwT é limitada, uma vez que

�
� e� iwT �

� = jcos(wT) � i sen(wT)j =
q

[cos(wT)]2 + [ � sen(wT)]2 = 1:

Além disso, lim
T! ¥

�
e� a T �

= 0, poisa > 0 por hipótese. Agora aplica-se o teorema que a�rma

que o limite do produto de duas funções, onde uma é limitada e a outra tende para zero com o
limite, é igual a zero.

Portanto, mostrou-se que

F(w) = F
�
e� a x � u0(x)

�
=

1
p

2p
�

1
a + iw

,

ou equivalentemente,
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f (x) = F� 1
�

1
a + iw

�
=

p
2p � e� a x � u0(x):

Exemplo 3.3:Sejama > 0 ec[0;a ] : R ! R a função caracter�́sticaque é de�nida por

c[0;a ](x) =

(
1; se 0< x < a ;

0; caso contrário.

Mostre que

F
�

c[0;a ](x)
�

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
1� e� iaw

iw
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

e

F� 1
�

1� e� iaw

iw

�
=

p
2p � c[0;a ](x); (w 6= 0):

SOLUÇÃO: O grá�co da funçãof (x) = c[0;a ](x) se encontra na �gura 3.4.

Figura 3.4: Grá�co da funçãof (x).

Para calcular a transformada de Fourier parac[0;a ] deve-se dividir em dois casos:w 6= 0 e
w = 0. Paraw 6= 0, tem-se

F
�

c[0;a ](x)
�

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx c[0;a ](x) dx

=
1

p
2p

Z 0

� ¥
e� iwx c[0;a ](x) dx+

1
p

2p

Z a

0
e� iwx c[0;a ](x) dx+

+
1

p
2p

Z ¥

a
e� iwx c[0;a ](x) dx

=
1

p
2p

Z a

0
e� iwxdx=

1
p

2p

�
�

1
iw

�
e� iwx

�
�
�
�

a

0
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= �
1

p
2p

�
1
iw

�
e� iaw � 1

�

=
1

p
2p

�
1� e� iaw

iw
�

Paraw = 0, tem-se que

F
�

c[0;a ](0)
�

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i:0:x c[0;a ](x) dx

=
1

p
2p

Z 0

� ¥
c[0;a ](x) dx+

1
p

2p

Z a

0
c[0;a](x) dx+

1
p

2p

Z ¥

a
c[0;a ](x) dx

=
1

p
2p

Z a

0
dx=

1
p

2p
x

�
�
�
�

a

0

=
a

p
2p

�

Portanto, a transformada de Fourier parac[0;a ] é dada por

F
�

c[0;a ](x)
�

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
1� e� iaw

iw
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

ou, equivalentemente,

F� 1
�

1� e� iaw

iw

�
=

p
2p � c[0;a ](x); (w 6= 0):

Exemplo 3.4:Considere a seguinte função:

f (x) =

8
><

>:

1�
j xj
a

, se j xj � a ;

0; se j xj > a :

Observe que está função tem suporte compacto, mas não pertence ao espaço C¥ (R) (apesar
de ser cont�́nua emx = 0, nesse ponto não existe derivada).

Agora, calcula-se (formalmente) sua transformada de Fourier. Paraw 6= 0, tem-se:

F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w x f (x) dx

=
1

p
2p

Z a

� a
e� i w x f (x) dx+

1
p

2p

Z

j xj> a
e� i w x f (x) dx
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Figura 3.5: Grá�co da funçãof (x) coma = 1.

=
1

p
2p

Z a

� a
e� i w x

�
1�

j xj
a

�
dx+

1
p

2p

Z

j xj> a
e� i w x :0dx

=
1

p
2p

Z a

� a
e� i w x

�
1�

j xj
a

�
dx

=
1

p
2p

Z a

� a
e� i w x dx�

1
p

2p
�

1
a

Z a

� a
e� i w x j xj dx

=
1

p
2p

Z a

� a
e� i w x dx �

1

a
p

2p

Z 0

� a
e� i w x (� x)j dx �

1

a
p

2p

Z a

0
e� i w xxdx

=
1

p
2p

�
�

1
i w

e� i w x
� �

�
�
�
�

a

� a

+
1

a
p

2p

�
�

x
i w

e� i w x +
1

w2 e� i w x
� �

�
�
�
�

0

� a

�

�
1

a
p

2p

�
�

x
i w

e� i w x +
1

w2 e� i w x
� �

�
�
�
�

a

0

=
1

p
2p

�
1

i w

�
ei a w � e� i a w �

+
1

a
p

2p

�
1

w2 �
a
i w

ei a w �
1

w2 ei a w
�

�

�
1

a
p

2p

�
�

a
i w

e� i a w +
1

w2 e� i a w �
1

w2

�

=
1

p
2p

�
1

i w

�
ei a w � e� i a w �

�
1

p
2p

�
1

i w

�
ei a w � e� i a w �

+

+
1

p
2p

�
1

a w2

�
2� ei a w � e� i a w �

=
1

p
2p

�
1

a w2

�
2� ei a w � e� i a w �

;

onde usou-se a técnica de integração por partes em uma dasetapas acima.
Mas, como observado anteriormente,

ei a w + e� i a w = 2cos(a w ):
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Assim,

F(w) =
1

p
2p

�
1

a w2 (2� 2cos(a w ))
�

=
2(1� cosaw )

a
p

2p w2
�

Agora calcula-se a transformada de Fourier paraf quandow = 0. Tem-se:

F(0) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i:0:x f (x) dx

=
1

p
2p

Z a

� a

�
1�

j xj
a

�
dx

=
1

p
2p

� Z a

� a
dx�

1
a

Z a

� a
j xj dx

�

=
1

p
2p

�
x

�
�
�
�

a

� a
�

1
a

Z 0

� a
� xdx�

1
a

Z a

0
xdx

�

=
1

p
2p

�
x

�
�
�
�

a

� a
+

1
a

Z 0

� a
xdx�

1
a

Z a

0
xdx

�

=
1

p
2p

 

2a +
x2

2a

�
�
�
�

0

� a
�

x2

2a

�
�
�
�

a

0

!

=
1

p
2p

�
2a �

a
2

�
a
2

�

=
a

p
2p

�

Portanto, apesar de a função

f (x) =

8
><

>:

1�
j xj
a

, se j xj < a ;

0; se j xj � a :

ter suporte compacto (o intervalo[� a ;a ]), a função transformada de Fourier paraf ,

F(w) =

8
>><

>>:

2

a
p

2p
�
1� cos(a w )

w2
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

não tem suporte compacto.
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Figura 3.6: Grá�co da funçãoF(w) coma = 1.

3.4 Propriedades mais gerais

Proposição 4.1 (linearidade):Sejamf1; f2 : R ! C funções deL 1(R;C) e a e b escalares
quaisquer. Então,

F[a f1(x)+ b f2(x)] = a F[ f1(x)] + b F[ f2(x)]; para w 2 R:

DEMONSTRAÇÃO: Basta usar a de�nição de transformada de Fourier e a linearidade da in-
tegral. De fato,

F
�
a f1(x)+ b f2(x)

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx� a f1(x)+ b f2(x)

�
dx

=
a

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f1(x) dx+

b
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f2(x) dx

= a F
�

f1(x)
�

+ b F
�

f2(x)
�
:

Proposição 4.2 (escalonamento):Sejama 6= 0 e f 2 L 1(R;C). SeF(w) = F[ f (x)], então,

F[ f (a t)] =
1

ja j
� F

� w
a

�
; 8 w 2 R:

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração será feita em dois casos:a > 0 e a < 0.

CASO 1: a > 0 Tem-se:



288 3 Transformada de Fourier

F[ f (a x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w x f (a x) dx

=
1

a
p

2p

Z ¥

� ¥
e(� i wu)=a f (u) du

=
1
a

�
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i( w

a )u f (u) du

=
1
a

� F
� w

a

�
,

onde se fez a mudança de variáveisu = a x nas integrais acima.

CASO 2: a < 0. Tem-se:

F[ f (a x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w x f (a x) dx

=
1

a
p

2p

Z � ¥

¥
e(� i wu)=a f (u) du

= �
1

a
p

2p

Z ¥

� ¥
e(� i w u)=a f (u) du

= �
1
a

�
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i( w

a )u f (u) du

= �
1
a

� F
� w

a

�
,

onde também se fez a mudança de variáveisu = a x nas integrais acima.
Portanto, considerando-se os dois casos, tem-se que

F[ f (a x)] =
1

j a j
� F

� w
a

�
, 8 w 2 R:

Observaç̃ao 4.1:A função f (a x) representa a funçãof (x) reduzida na escala dos tempos
por um fatora . Analogamente, a funçãoF (w=a ) representa a função ampliada na escala de
frequências pelo mesmo fatora . Assim, a propriedade de escalonamento a�rma que a redução
no dom�́nio do tempo é equivalente a ampliação no dom�́nio da frequência e vice-versa. A
propriedade do escalonamento também é conhecida comodilatação.
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Corolário 4.1: Sejaf 2 L 1(R;C). SeF[ f (x)] = F(w) denota a transformada de Fourier para
f , então

F [ f (� x)] = F(� w):

DEMONSTRAÇÃO: Façaa = � 1 na proposição 4.2. Assim,

F [ f (� x)] =
1

j � 1j
F

�
w
� 1

�
= F(� w):

Observa-se que também é poss�́vel demonstrar este resultado usando a de�nição de transfor-
mada de Fourier.

Exemplo 4.1:Considere a funçãof : R ! R de�nida por

f (x) =

(
ea x; se x < 0;

0; se x � 0;

ondea > 0.
Mostre que

F(w) = F

"(
ea x; se x < 0;

0; se x � 0;

#

=
1

p
2p

�
1

a � iw
,

e

f (x) = F� 1
�

1
a � iw

�
=

p
2p �

(
ea x; se x < 0;

0; se x � 0;

SOLUÇÃO: Considere a função de Heavisideuc : R ! R dada por

uc(x) =

(
1; se x > c;

0; caso contrário.

Note-se quef pode ser escrita na formaf (x) = ea xu0(� x). Agora de�nag : R ! R por
g(x) = e� a xu0(x), ondeu0 é a função de Heaviside comc = 0. Segue-se da�́ quef (x) = g(� x).
Pelo corolário 4.1, tem-se queF[g(� x)] = G(� w), ondeG = F[g]. Além disso, pelo exemplo
3.2, tem-se que

G(w) =
1

p
2p

�
1

a + iw
�

Portanto,

F[ f (x)] = F[g(� x)] = ( cor. 4.1)

= G(� w) = ( ex. 3.2)
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=
1

p
2p

�
1

a + i(� w)

=
1

p
2p

�
1

a � iw
,

que é a transformada de Fourier paraf .
Mostrou-se, portanto, que

F(w) = F

"(
ea x; se x < 0;

0; se x � 0;

#

=
1

p
2p

�
1

a � iw
,

ou, equivalentemente,

f (x) = F� 1
�

1
a � iw

�
=

p
2p �

(
ea x; se x < 0;

0; se x � 0;

Exemplo 4.2:Considere a funçãof : R ! R dada por

f (x) =

(
1; se � a < x < 0;

0; caso contrário,

ondea > 0.
Mostre que

F(w) = F

"(
1; se � a < x < 0;

0; caso contrário,

#

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
eiaw � 1

iw
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

e

f (x) = F� 1
�

eiaw � 1
iw

�
=

(
1; se � a < x < 0;

0; caso contrário,

paraw 6= 0 ea > 0.

SOLUÇÃO: Observe quef pode ser reescrita na formaf (x) = c[� a ;0]. Deste modo, tem-se

f (x) = c[� a ;0](x) = c[0;a ](� x):

Para determinar a transformada de Fourier paraf , basta usar o corolário 4.1 e o exemplo 3.3,
que mostram que



3.4 Propriedades mais gerais 291

F
�

c[0;a ](x)
�

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
1� e� iaw

iw
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0:

Tem-se:

F(w) = F
�

f (x)
�

= F
�

c[� a ;0](x)
�

= ( cor. 4.1)

= F[c ](� w) = ( ex. 3.3)

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
1� e� ia (� w)

i(� w)
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

=

8
>><

>>:

�
1

p
2p

�
1� eiaw

iw
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
eiaw � 1

iw
, para w 6= 0;

a
p

2p
, para w = 0;

ou equivalentemente,

f (x) = F� 1
�

eiaw � 1
iw

�
=

(
1; se � a < x < 0;

0; caso contrário,

paraw 6= 0 ea > 0.

Exemplo 4.3:Considere a função caracter�́sticac[� a ;a ] : R ! R dada por

c[� a ;a ](x) =

(
1; se � a < x < a ;

0; caso contrário,

ondea > 0.
Mostre que

F
�

c[� a ;a ](x)
�

=

8
>><

>>:

2
p

2p
�

sen(aw )
w

, se w 6= 0;

2a
p

2p
, se w = 0:
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SOLUÇÃO: Observe inicialmente que a função dada pode ser escrita na seguinte forma:

c[� a ;a ](x) = c[� a ;0](x)+ c[0;a ](x):

Assim, pela linearidade da transformada, basta somar as transformadas de Fourier das duas
funções do primeiro membro e que já foram determinadas nos exemplos 3.3 e 4.2, isto é,

F
�

c[0;a ](x)
�

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
1� e� iaw

iw
, se w 6= 0;

a
p

2p
, se w = 0;

e

F
�

c[� a ;0](x)
�

=

8
>><

>>:

1
p

2p
�
eiaw � 1

iw
, se w 6= 0;

a
p

2p
, se w = 0:

Além disso, será necessário usar a fórmula de Euler, do seguinte modo
(

eiaw = cos(aw)+ i sen(aw);

e� iaw = cos(aw) � i sen(aw);
) sen(aw ) =

eiaw � e� iaw

2i
�

Agora é poss�́vel determinar a transformada de Fourier para a função dada. Paraw 6= 0, tem-
se

F
�

c[� a ;a ](x)
�

= F
�

c[� a ;0](x)+ c[0;a ](x)
�

= F
�

c[� a ;0](x)
�

+ F
�

c[0;a ](x)
�

= ( ex. 3.2 e 4.2)

=
1

p
2p

�
eiaw � 1

iw
+

1
p

2p
�
1� e� iaw

iw

=
1

p
2p

�
eiaw � e� iaw

iw

�

=
1

p
2p

�
2
w

�
eiaw � e� iaw

2i

�

=
2

p
2p

�
sen(aw )

w
�

Agora calcula-se a transformada paraw = 0. Tem-se:

F
�

c[� a ;a ](x)
�

= F
�

c[� a ;0](x)+ c[0;a ](x)
�

= F
�

c[� a ;0](x)
�

+ F
�

c[0;a ](x)
�

= ( ex. 3.2 e 4.2)
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=
a

p
2p

+
a

p
2p

=
2a

p
2p

�

Portanto, a transformada de Fourier para a função dada no enunciado do exemplo é dada por

F
�

c[� a ;a ](x)
�

=

8
>><

>>:

2
p

2p
�

sen(aw )
w

, se w 6= 0;

2a
p

2p
, se w = 0:

Observe que este exemplo está em concordância com a resposta do exemplo 3.1.

Exemplo 4.4:Considere a funçãof : R ! R de�nida por f (x) = e� a j xj , coma > 0. Mostre
que

F(w) = F
�

e� a j xj
�

=
2

p
2p

�
a

w2 + a 2

e

f (x) = F� 1
�

a
w2 + a 2

�
=

p
2p
2

� e� a j xj:

SOLUÇÃO: O grá�co de f (x) = e� a jxj encontra-se na �gura 4.1.

Figura 4.1: Grá�co da funçãof (x) coma = 1.

Observe-se, primeiro, quef pode ser reescrita na forma

(4.1) f (x) = ea x � u0(� x)+ e� a x � u0(x);

ondeu0(x) é a função de Heaviside comc = 0.
Pelo exemplo 4.1, tem-se que

(4.2) F
�
ea xu0(� x)

�
=

1
p

2p
�

1
a � iw

�

Pelo exemplo 3.2, tem-se que

(4.3) F
�
e� a xu0(x)

�
=

1
p

2p
�

1
a + iw

�
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Aplicando a linearidade da transformada (proposição 4.1) em f dada em (4.1) e usando (4.2)
e (4.3), obtém-se

F(w) = F
�

f (x)
�

= F
�
ea x � u0(� x)+ e� a x � u0(x)

�

= F [ea xu0(� x)] + F
�
e� a x � u0(x)

�

=
�

1
p

2p
�

1
a � iw

�
+

�
1

p
2p

�
1

a + iw

�

=
1

p
2p

�
1

a � iw
+

1
a + iw

�

=
1

p
2p

�
(a + iw)+ ( a � iw)

(a � iw)(a + iw

�

=
2

p
2p

�
a

w2 + a 2
,

ou, equivalentemente,

f (x) = F� 1
�

a
w2 + a 2

�
=

p
2p
2

� e� a j xj:

Figura 4.2: Grá�co da funçãoF(w) coma = 1.

Proposição 4.3 (translaç̃ao): Sejamw0 e x0 escalares,f 2 L 1(R;C). SeF(w) = F[ f (x)],
então:

(a)F [ f (x� x0)] = e� i wx0 F(w);

(b) F
�
eiw0x f (x)

�
= F(w � w0).

DEMONSTRAÇÃO: Demonstrar-se-á o item (a). Fazendo a mudança de variáveis t = x� x0

em uma das integrais a seguir, obtém-se
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F [ f (x� x0) ] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i wx f (x� x0) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w(t+ x0) f (t) dt

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w t e� i wx0 f (t) dt

= e� i wx0

�
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i w t f (t) dt

�

= e� i wx0 F(w):

Item (b): Tem-se que:

F
�
ei w0x f (x)

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx �

eiw0x f (x)
�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i (w� w0)x f (x) dx

= F (w � w0) :

Com isto, completa-se a demonstração da proposição.

O item (a) da proposição 4.3 é conhecido comopropriedade deslocamento no tempoe o
item (b) é conhecido comopropriedade de variação de frequência, ambos da transformada
de Fourier. As propriedades de deslocamento e de variaçãoforam aqui resumidas como pro-
priedade de translação.

Exemplo 4.5:Sejaf : R ! R uma função dada por

f (x) =

(
cos(ax); se � b < x < b;

0; caso contrário.

Mostre que

F(w) = F
�

f (x)
�

=

8
>>><

>>>:

1
p

2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
+

sen[b(w + a)]
w + a

�
, se w 6= � a;

1
p

2p

�
b+

sen(2ab)
2a

�
, se w = � a:

SOLUÇÃO: Pela fórmula de Euler,ei q = cosq + i senq , fazendo primeiroq = ax e depois
q = � ax, obtém-se
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eiax = cos(ax)+ i sen(ax);

e� iax = cos(ax) � i sen(ax);

onde usou-se a paridade de cosseno e a imparidade de seno. Somando as duas últimas equações,
encontra-se

cos(ax) =
eiax + e� iax

2
�

Agora observa-se quef pode ser reescrita na seguinte forma:

(4.4) f (x) = [ cos(ax)] � c[� b;b](x) =
�

eiax + e� iax

2

�
� c[� b;b](x):

Além disso, pelo exemplo 4.4, tem-se que

(4.5) F
�
c[� b;b](x)

�
=

8
>><

>>:

2
p

2p
�

sen(bw)
w

, se w 6= 0;

2b
p

2p
, se w = 0:

Faça

g(x) =
c[� b;b](x)

2
Então, por (4.5), paraw 6= 0, tem-se que

(4.6) G(w) = F[g(x)] =
1

p
2p

�
sen(bw)

w
�

Pela propriedade de translação (item (b) da proposição4.3), tem-se que

(4.7) F
�
eiw0xg(x)

�
= G(w � w0):

Tomandow0 = a em (4.7) e usando (4.6), obtém-se

F
�
eiaxg(x)

�
= G(w � a)

=
1

p
2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
, se w 6= a:(4.8)

Analogamente, ao tomarw0 = � a em (4.7) e a mesma funçãog(x), obtém-se

F
�
e� iaxg(x)

�
= G(w + a):

=
1

p
2p

�
sen[b(w + a)]

w + a
, se w 6= � a:(4.9)

Agora usa-se as propriedades de linearidade (proposição4.1) para determinar a transformada
de Fourier paraf . Assim, paraw 6= � a, tem-se
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F
�

f (x)
�

= F
��

eiax + e� iax

2

�
c[� b;b](x)

�

= F
�
eiaxg(x)+ e� iaxg(x)

�
= ( lin.)

= F
�
eiaxg(x)

�
+ F

�
e� iaxg(x)

�
= ( por (4.8) e (4.9)

=
1

p
2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
+

1
p

2p
�

sen[b(w + a)]
w + a

=
1

p
2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
+

sen[b(w + a)]
w + a

�
�(4.10)

Para determinar a transformada de Fourier paraw = � a e w = a, deve-se calcular o limite
paraw ! a na expressão obtida em (4.10). A razão se deve ao fato de o valor deF

�
c[� b;b](x)

�

ser constante paraw = 0, de modo que paraw = � a este valor não pode ser transladado.
Assim, usa-se a propriedade de continuidade da transformada de Fourier para calcular seu valor
nos pontosw = � a. Paraw ! a, tem-se

F
�

f (a)
�

= lim
w! a

F(w) = lim
w! a

F
�

f (x)
�

= lim
w! a

1
p

2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
+

sen[b(w + a)]
w + a

�

=
1

p
2p

lim
w! a

sen[b(w � a)]
w � a

+
1

p
2p

lim
w! a

sen[b(w + a)]
w + a

=
1

p
2p

lim
x! 0

sen(bx)
x

+
1

p
2p

sen(2ab)
2a

=
1

p
2p

� b� lim
x! 0

sen(bx)
bx

+
1

p
2p

sen(2ab)
2a

=
1

p
2p

�
b+

sen(2ab)
2a

�
,

onde se fez a mudança de variáveisx = w � a.
Analogamente, paraw ! � a, tem-se

F
�

f (� a)
�

= lim
w!� a

F(w) = lim
w!� a

F
�

f (x)
�

= lim
w!� a

1
p

2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
+

sen[b(w + a)]
w + a

�

=
1

p
2p

lim
w!� a

sen[b(w � a)]
w � a

+
1

p
2p

lim
w!� a

sen[b(w + a)]
w + a
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=
1

p
2p

sen(� 2ab)
� 2a

+
1

p
2p

lim
x! 0

sen(bx)
x

=
1

p
2p

�
� sen(2ab)

� 2a
+

1
p

2p
� b� lim

x! 0

sen(bx)
bx

=
1

p
2p

�
sen(2ab)

2a
+

1
p

2p
� b

=
1

p
2p

�
b+

sen(2ab)
2a

�
,

onde se fez a mudança de variáveisx = w + a e usou-se a imparidade do seno (lembrando que
a;b > 0).

Portanto, a transformada de Fourier paraf é dada por

F(w) = F
�

f (x)
�

=

8
>>><

>>>:

1
p

2p

�
sen[b(w � a)]

w � a
+

sen[b(w + a)]
w + a

�
, se w 6= � a;

1
p

2p

�
b+

sen(2ab)
2a

�
, se w = � a:

Proposição 4.4 (simetria):Seja f 2 L (R;C). SeF(w) = F[ f (x)], então

F[F(x)] = f (� w):

DEMONSTRAÇÃO: A transformada inversa deF é dada por

f (x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eiwxF(w) dw:

Substituindox por � x na expressão acima, obtém-se

f (� x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwxF(w) dw:

Agora permuta-sex e w para escrever

f (� w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwxF(x) dx;

ou ainda,
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwxF(x) dx= f (� w);

isto é,
F[F(x)] = f (� w):
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O exemplo a seguir calcula formalmente a transformada de Fourier da função apresentada na
observação 3.2.

Exemplo 4.6:Considere a seguinte função

F(w) =
sen(aw )

w
, w 6= 0:

Mostre que

F[F(x)] = F
�

sen(a x)
x

�
=

8
<

:

p
2p
2

, se jwj < a :

0; se jwj > a :

SOLUÇÃO: No exemplo 3.1 viu-se que a transformada de Fourier da função

F

"(
1; se j xj < a ;

0; se j xj > a ;

#

=
2

p
2p

�
�

sen(aw )
w

�
, se w 6= 0:

Pela proposição 4.4 (propriedade de simetria), segue-seque

F[F(x)] = f (� w):

Assim,

F
�

2
p

2p
�

sen(a x)
x

�
= f (� w):

Mas f (x) é uma função par, pois é quociente entre duas funções ´�mpares, de modo que
f (� w) = f (w). Assim,

F
�

2
p

2p
�

sen(a x)
x

�
= f (w);

2
p

2p
� F

�
sen(a x)

x

�
= f (w);

F
�

sen(a x)
x

�
=

p
2p
2

� f (w):

Portanto,

F
�

sen(a x)
x

�
=

p
2p
2

� f (w)

=

p
2p
2

�

(
1; se jwj < a :

0; se jwj > a :
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=

8
<

:

p
2p
2

; se jwj < a :

0; se jwj > a :

Exemplo 4.7:Sejaf : R ! R uma função de�nida por

f (x) =
1

x2 + a 2 �

Mostre que

F(w) = F[ f (x)] =

p
2p

2a
� e� a jwj

e
f (x) = F� 1

�
e� a jwj

�
=

2
p

2p
�

a
x2 + a 2 �

SOLUÇÃO: Pelo exemplo 4.4 tem-se que

F
�

e� a j xj
�

=
2

p
2p

�
a

w2 + a 2 �

Agora faça

g(x) =

p
2p

2a
� e� a j xj:

Então pela fórmula acima (do exemplo 4.4), segue-se que

F[g(x)] = G(w) =
1

w2 + a 2 = f (w);

onde fez a troca dex porw na de�nição def .
Observe que

G(x) =
1

x2 + a 2 e g(� w) =

p
2p

2a
� e� a jwj:

Pela proposição 4.4 (simetria), tem-se queF[G(x)] = g(� w). Assim,

F[ f (x)] = F
�

1
x2 + a 2

�

= F[G(x)] = g(� w)

=

p
2p

2a
� e� a jwj;

ou, equivalentemente,

f (x) = F� 1
�

e� a jwj
�

=
2

p
2p

�
a

x2 + a 2 �
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Exemplo 4.8:Determinef : R ! R cuja transformada de Fourier é

F(w) =
1

(2+ iw)(3+ iw)
�

SOLUÇÃO: Usando frações parciais, obtém-se

1
(2+ iw)(3+ iw)

=
A

2+ iw
+

B
3+ iw

=
A(3+ iw)+ B(2+ iw)

(2+ iw)(3+ iw)

=
(3A+ 2B)+ i(A+ B)w

(2+ iw)(3+ iw)
,

ou seja,(3A+ 2B)+ i(A+ B)w = 1+ 0i, que implica em resolver o sistema
(

3A+ 2B = 1;

A+ B = 0:

Multiplicando a segunda equação por� 2 e somando com a primeira, obtém-seA = 1. Subs-
tituindo este valor na segunda linha, encontra-seB = � 1. Assim,

1
(2+ iw)(3+ iw)

=
1

2+ iw
�

1
3+ iw

�

Aplicando a transformada inversa em ambos os membros acima eusando a sua linearidade,
obtém-se

F� 1
�

1
(2+ iw)(3+ iw)

�
= F� 1

�
1

2+ iw

�
� F� 1

�
1

3+ iw

�
�

Pelo exemplo 3.2, vale a fórmula

F� 1
�

1
a + iw

�
=

p
2p � e� a x � u0(x):

Aplica-se no segundo membro da identidade para a inversa, primeiro fazendoa = 2 e depois
a = 3. Assim,

F� 1
�

1
(2+ iw)(3+ iw)

�
= F� 1

�
1

2+ iw

�
� F� 1

�
1

3+ iw

�

=
p

2p � e� 2x � u0(x) �
p

2p � e� 3x � u0(x)

=
p

2p �
�

e� 2x � e� 3x� u0(x);

que é a resposta procurada.
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Proposição 4.5:Sejamf integrável e absolutamente integrável ew0 2 R. Então,

(4.11) F[ f (x) � cos(w0x)] =
F (w � w0)+ F (w + w0)

2
�

DEMONSTRAÇÃO: Por de�nição de transformada de Fourier, tem-se

F[ f (x) � cos(w0x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx � f (x) � cos(w0x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
[cos(wx) � i sen(wx)] � f (x) � cos(w0x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

n
[cos(wx) � cos(w0x)] � f (x)

� i[ sen(wx) � cos(w0x)] � f (x)
o

dx(4.12)

Agora é preciso usar duas fórmulas da trigonometria. Tem-se:
(

cos(a+ b) = ( cosa)(cosb) � ( sena)( senb);

cos(a� b) = ( cosa)(cosb)+ ( sena)( senb);

Somando as duas identidades acima, encontra-se

(4.13) (cosa)(cosb) =
cos(a� b)+ cos(a+ b)

2
�

(
sen(a+ b) = ( sena)(cosb)+ ( senb)(cosa);

sen(a� b) = ( sena)(cosb) � ( senb)(cosa):

Além disso, ao somar as duas identidades acima, obtém-se

(4.14) ( sena)(cosb) =
sen(a� b)+ sen(a+ b)

2
�

Substituindo (4.13) e (4.14) em (4.12), coma = wx e b = w0x, obtém-se

F[g(x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
cos[(w � w0)x] + cos[(w + w0)x]

2
� f (x) �

� i �
sen[(w � w0)x] + sen[(w + w0)x]

2
� f (x)

�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
cos[(w � w0)x] � i sen[(w � w0)x]

2
� f (x) +

+
cos[(w + w0)x] � i sen[(w + w0)x]

2
� f (x)

�
dx
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=
1

2
p

2p

Z ¥

� ¥

n
cos[(w � w0)x] � i sen[(w � w)x]

o
� f (x) dx+

+
1

2
p

2p

Z ¥

� ¥

n
cos[(w � w0)x] � i sen[(w � w0)x]

o
� f (x) dx

=
1

2
p

2p

Z ¥

� ¥

�
e� i(w� w0)x � f (x) dx+

1

2
p

2p

Z ¥

¥
e� i(w+ w0)x � f (x)

�
dx

=
1
2

�
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� i(w� w0)x f (x) dx

�
+

1
2

�
� Z ¥

� ¥
e� i(w� w0)x f (x) dx

�

=
F (w � w0)+ F (w + w0)

2
,

que é o resultado desejado.

Proposição 4.6:Sejamf integrável e absolutamente integrável ew0 2 R. Então,

(4.15) F[ f (x) � sen(w0x)] =
F (w � w0) � F (w + w0)

2i
�

DEMONSTRAÇÃO: Por de�nição de transformada de Fourier, tem-se

F[ f (x) � sen(w0x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx � f (x) � sen(w0x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
[cos(wx) � i sen(wx)] � f (x) � sen(w0x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

n
[cos(wx) � sen(w0x)] � f (x)

� i[ sen(wx) � sen(w0x)] � f (x)
o

dx(4.16)

Agora é preciso usar duas fórmulas da trigonometria. Tem-se:
(

sen(a+ b) = ( sena)(cosb)+ ( senb)(cosa);

sen(a� b) = ( sena)(cosb) � ( senb)(cosa):

Multiplicando a segunda identidade por� 1 e somando com a primeira, encontra-se

(4.17) (cosa)( senb) =
sen(a+ b) � sen(a� b)

2
�

Além disso, se
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(
cos(a+ b) = ( cosa)(cosb) � ( sena)( senb);

cos(a� b) = ( cosa)(cosb)+ ( sena)( senb);

então, multiplicando a primeira identidade por� 1 e somando a segunda, encontra-se

(4.18) ( sena)( senb) =
cos(a� b) � cos(a+ b)

2
�

Substituindo (4.17) e (4.18) em (4.16), coma = wx e b = w0x, obtém-se

F[ f (x) sen(w0x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
sen[(w + w0)x] � sen[(w � w0)x]

2
� f (x) �

� i �
cos[(w � w0)x] � cos[(w + w0)x]

2
� f (x)

�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
� sen[(w � w0)x] � i cos[(w � w0)x]

2
� f (x) +

+
sen[(w + w0)x] + i cos[(w + w0)x]

2
� f (x)

�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
1
i

�
� i � sen[(w � w0)x� i2cos[(w � w0)x]

2
� f (x) +

+
1

� i
�
� i � sen[(w + w0)x] � i2cos[(w + w0)x]

2
� f (x)

�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

n 1
2i

h
cos[w � w0)x] � i � sen(w � w0)x]

i
� f (x) �

�
1
2i

h
cos[(w + w0)x] � i � sen[(w + w0)x]

i
� f (x)

�
dx

=
1

2i
p

2p

Z ¥

� ¥

nh
cos[w � w0)x] � i � sen(w � w0)x]

i
� f (x) �

�
h

cos[(w + w0)x] � i � sen[(w + w0)x]
i

� f (x)
�

dx

=
1

2i
p

2p

Z ¥

� ¥

h
e� i(w� w0)x � f (x) � e� i(w+ w0)x � f (x)

i
dx

=
1
2i

�
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� i(w� w0)x f (x) dx

�
�

1
2i

�
� Z ¥

� ¥
e� i(w� w0)x f (x) dx

�

=
F (w � w0) � F (w + w0)

2i
,

que é o resultado desejado.
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Observaç̃ao 4.2:Pelo item (b) da proposição 4.3 (translação), tem-se que

F(w � w0) = F
�
eiw0x � f (x)

�
e F(w + w0) = F

�
e� iw0x � f (x)

�
;

onde a segunda fórmula decorre da primeira ao fazer a mudanc¸aw0 7! � w0.
Lembrando que decorre da fórmula de Euler a identidade

cosw0 =

�
eiw0x + e� iw0x

�

2

e usando as duas fórmulas de translação acima, obtém-se

F(w � w0)+ F(w + w0)
2

=
F

�
eiw0x � f (x)

�
+ F

�
e� iw0x � f (x)

�

2

= F
�

eiw0x � f (x)+ e� iw0x � f (x)
2

�

= F

" �
eiw0x + e� iw0x

�

2
� f (x)

#

= F [ f (x) � cosw0] ;

que está em concordância com a fórmula (4.11) da proposic¸ão 4.5.
Analogamente, também da fórmula de Euler decorre a seguinte identidade

senw0 =

�
eiw0x � e� iw0x

�

2i
�

Usando as duas fórmulas de translação citadas anteriormente, encontra-se

F(w � w0) � F(w + w0)
2i

=
F

�
eiw0x � f (x)

�
� F

�
e� iw0x � f (x)

�

2i

= F
�

eiw0x � f (x) � e� iw0x � f (x)
2i

�

= F

" �
eiw0x � e� iw0x

�

2i
� f (x)

#

= F [ f (x) � senw0] ;

que está em concordância com a fórmula (4.15) da proposic¸ão 4.6.
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3.5 Derivadas, integrais e transformada de Fourier

Proposição 5.1 (transformada das derivadas):Seja f : R ! R uma função pertencente a
L (R) e F(w) = F[ f (x)] a sua transformada de Fourier. Tem-se:

(a) Sef 0(x) é seccionalmente cont�́nua e lim
x!� ¥

j f (x)j = 0, então

F[ f 0(x)] = iw � F(w):

(b) Sef 0(x) é cont�́nua,f 00(x) é seccionalmente cont�́nua e lim
x!� ¥

j f 0(x)j = 0, então

F[ f 00(x)] = � w2 � F(w):

DEMONSTRAÇÃO: Parte (a): como, por hipótese,f 0(x) é seccionalmente cont�́nua, então
para cada intervalo fechado[a;b] existemn pontos,x1; x2; : : :; xn, onde f 0(x) é descont�́nua
(com todas as descontinuidade de primeira espécie). Assim, paraa;b > 0, tem-se

F[ f 0(x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f 0(x) dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx f 0(x) dx+

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

" Z x1

� a
e� iwx f 0(x) dx +

Z x2

x1

e� iwx f 0(x) dx

+
Z x3

x2

e� iwx f 0(x) dx+ � � � +
Z b

xn

e� iwx f 0(x) dx

#

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

"

e� iwx � f (x)

�
�
�
�

x1

� a
+ iw

Z x1

� a
e� iwx f (x) dx+

+ e� iwx � f (x)

�
�
�
�

x2

x1

+ iw
Z x2

x1

e� iwx f (x) dx+

+ e� iwx � f (x)

�
�
�
�

x3

x2

+ iw
Z x3

x2

e� iwx f (x) dx+ � � �

� � � + e� iwx � f (x)

�
�
�
�

b

xn

+ iw
Z b

xn

e� iwx f (x) dx

#

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

"

e� iwx � f (x)

�
�
�
�

x1

� a
+ e� iwx � f (x)

�
�
�
�

x2

x1

+
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+ e� iwx � f (x)

�
�
�
�

x3

x2

+ � � � + e� iwx � f (x)

�
�
�
�

b

xn

#

+

+
iw

p
2p

� lim
a;b! ¥

" Z x1

� a
e� iwx f (x) dx+

Z x2

x1

e� iwx f (x) dx+

+
Z x3

x2

e� iwx f (x) dx+ � � � +
Z b

xn

e� iwx f (x) dx

#

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

"

e� iwx1 � f (x1) � eiaw � f (� a)+ e� iwx2 � f (x2) � e� iwx1 � f (x1)+

+ e� iwx3 � f (x3) � e� iwx2 � f (x2)+ � � � + e� iwb � f (b) � e� iwxn � f (xn)

#

+

+
iw

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx f (x) dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

h
e� iwb � f (b) � eiwa � f (� a)

i
+

iw
p

2p
� lim

a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx f (x) dx

= iw �
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx

= iw � F[ f (x)];

onde realizou-se várias integrações por partes fazendo
(

u = e� iwx;

dv= f 0(x) dx;
)

(
du= � iw � e� iwxdx;

v = f (x):

O leitor deve notar que vários termos do tipoe� iwx � f (x) foram cancelados, pois aparecem
duas vezes com sinais opostos. Observe-se que usou-se estesfatos:

lim
b! ¥

h
e� iwb � f (b)

i
= 0 e lim

a! ¥

�
eiwa � f (a)

�
= 0:

Isto é equivalente a escrever

lim
b! ¥

h
e� iwb � f (b)

i
= lim

b! ¥
f [ cos(wb) � i sen(wb)] � f (b)g

= lim
b! ¥

[ cos(wb) � f (b)] � i � lim
b! ¥

[ sen(wb) � f (b)]

= 0+ 0 = 0;

pois as funções cos(wb) e sen(wb) são limitadas ef (b) ! 0 quandob ! ¥ .
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Analogamente,

lim
a! ¥

�
eiwa � f (a)

�
= lim

b! ¥
f [cos(wb)+ i sen(wb)] � f (b)g

= lim
b! ¥

[ cos(wb) � f (b)] + i � lim
b! ¥

[ sen(wb) � f (b)]

= 0+ 0 = 0;

pois as funções cos(wb) e sen(wb) são limitadas ef (b) ! 0 quandob ! ¥ .
Além disso, deve ser observado que

Z b

� a
e� iwx f (x) dx=

Z x1

� a
e� iwx f (x) dx+

Z x2

x1

e� iwx f (x) dx+ � � � +
Z b

xn

e� iwx f (x) dx:

O procedimento para demonstrar a parte (b) é análogo. Assim, para simpli�car as contas,
opta-se pelo caso em quef 00(x) é cont�́nua. Se assim, não for, isto é, se for seccionalmente
cont�́nua, então adota-se o procedimento de dividir em vários subintervalos, como na parte (a).
Assim, integrando por partes duas vezes, do modo indicado anteriormente, obtém-se

F[ f 00(x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f 00(x) dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx f 00(x) dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

"

e� iwx � f 0(x)

�
�
�
�

b

� a
+ iw

Z b

� a
e� iwx f 0(x) dx

#

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

(

e� iwx � f 0(x)

�
�
�
�

b

� a
+ iw

"

e� iwx � f (x)

�
�
�
�

b

� a
+ iw

Z b

� a
e� iwx f (x) dx

#)

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

"

e� iwb � f 0(b) � eiwa � f (� a)+ iw � e� iwb � f (b) � iw � eiwa � f (� a) �

� w2
Z b

� a
e� iwx f (x) dx

#

= � w2 � lim
a;b! ¥

�
1

p
2p

Z b

� a
e� iwx f (x) dx

�

= � w2 � F[ f (x)] = � w2 � F(w):

Justi�cam-se certos procedimento adotados acima como aqueles que foram feitos na parte
(a).
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Observa-se que a proposição 5.1 mostra que a diferenciação no dom�́nio do tempo corres-
ponde �a multiplicação da transformada de Fourier poriw. A parte (b) mostra que derivar duas
vezes implica em multiplicar a transformada de Fourier por� w2. Em geral, derivarn vezes
signi�ca multiplicar a transformadas por(iw)n.

Corolário 5.1 (transformada da integral): Sejam f : R ! R uma função pertencente a
L (R) e F(w) = F[ f (x)]. Seg é uma função de�nida por

g(x) =
Z x

0
f (t) dt e tal que lim

x!� ¥
jg(x)j = 0;

então
F[g(x)] =

1
iw

� F(w); para w 6= 0:

DEMONSTRAÇÃO: Pelo teorema fundamental do Cálculo,g0(x) = f (x), donde resulta que
F[ f (x)] = F[g0(x)]. Além disso, com a hipótese adicional de lim

x!� ¥
jg(x)j = 0, pode-se aplicar o

proposição 5.1 emg0(x) para concluir que

F(w) = F[g0(x)] = iw � F[g(x)]:

Segue-se da�́ que

F[g(x)] =
1

iw
� F(w):

Proposição 5.2 (derivadas da transformada):Sejamf : R ! R uma função pertencente a
L (R) e F(w) = F[ f (x)] a transformada de Fourier paraf . Tem-se:

(a) Se a funçãox� f (x) for absolutamente integrável emR, isto é,
Z ¥

� ¥
j x� f (x) j dx< ¥ ;

então
dF
dw

(w) = � i � F
�
x� f (x)

�
:

(b) Se a funçãox2 � f (x) for absolutamente integrável emR, isto é,
Z ¥

� ¥

�
� x2 � f (x)

�
� dx< ¥ ;

então
d2F
dw2 (w) = � F

�
x2 � f (x)

�
:

DEMONSTRAÇÃO: Com as hipóteses de integrabilidade absolutamente para as funçõesf (x),
x f(x) ex2 f (x), pode-se demonstrar que a derivada pode ser calculada sob o sinal de integração.
Assim, para o item (a), tem-se
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dF
dw

(w) =
1

p
2p

d
dw

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

d
dw

�
e� iwx f (x)

�
dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

�
� ix � e� iwx f (x)

�
dx

= � i �
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx� x� f (x)

�
dx

= � i � F
�
x� f (x)

�
;

que demonstra (a).
Para a parte (b) usa-se o item (a), já demonstrado, para obter

d2

dw2 (w) =
d

dw

�
dF
dw

�
(w) =

d
dw

�
� i F

�
x� f (x)

�	

=
d

dw

�
� i

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx� x� f (x)

�
dx

�

= � i
1

p
2p

Z ¥

� ¥

d
dw

�
e� iwx � x� f (x)

�
dx

= � i
1

p
2p

Z ¥

� ¥
� i � x� e� iwx � x� f (x) dx

= ( � i)2 1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx� x2 � f (x)

�
dx

= �
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx �

x2 � f (x)
�
dx

= � F
�
x2 � f (x)

�
;

que demonstra (b).

Exemplo 5.1:Encontre a transformada de Fourier para a funçãof : R ! R de�nida por

f (x) =

(
j xj; se � a < x < a ;

0; caso contrário,

ondea > 0.
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SOLUÇÃO: O grá�co da funçãof (x) encontra-se na �gura??abaixo.
Note-se, primeiro, que a funçãof pode ser escrita na forma

f (x) = j xj c[� a ;a ](x) = � x� c[� a ;0](x)+ x� c[0;a ](x):

Como já visto, tem-se quec[� a ;0](x) = c[0;a ](� x), de modo que

(5.19) f (x) = � x� c[0;a ](� x)+ x� c[0;a ](x):

Façag(x) = x� c[0;a ](x). Agora é poss�́vel usar o resultado obtido no exemplo 3.3, que diz

F
�

c[0;a ](x)
�

=
1

p
2p

�
1� eiaw

iw
, w 6= 0:

e aplicar o teorema para derivada da transformada (proposic¸ão 5.2) para obter

F[g(x)] = F
�
x� c[0;a ](x)

�
= ( prop. 5.2)

= i
d

dw
F

�
c[0;a ](x)

�
= ( ex. 3.3 paraw 6= 0)

= i
d

dw

�
1

p
2p

�
1� e� iaw

iw

�
=

1
p

2p

d
dw

�
1� e� iaw

w

�

=
1

p
2p

w
�
1� e� iaw

� 0� (1� e� iaw )w0

w2

=
1

p
2p

w
�
ia � e� iaw

�
�

�
1� e� iaw

�

w2

=
1

p
2p

�
iaw e� iaw + e� iaw � 1

w2
, w 6= 0:(5.20)

Agora observe-se queg(� x) = � x� c[0;a ](� x), de modo que é poss�́vel aplicar a propriedade
de escalonamento para o caso particular (isto é, o corolário 4.1), que diz

F
�
g(� x)

�
= G(� w):

Assim,

F[g(� x)] = F
�
� x� c[0;a ](� x)

�
= G(� w)

=
1

p
2p

�
ia (� w) � e� ia (� w) + e� ia (� w) � 1

(� w)2

=
1

p
2p

�
� iaw � eiaw + eiaw � 1

w2 ; (w 6= 0):(5.21)

Deste modo,
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F[ f (x)] = F
�
� x� c[0;a ](� x)+ x� c[0;a ](x)

�

= F[g(� x)] + F[g(x)]

= G(� w)+ G(w)

= [(5.20)+ (5.21)]

=
1

p
2p

�
iaw � e� iaw + e� iaw � 1

w2 +
1

p
2p

�
� iaw � eiaw + eiaw � 1

w2

=
1

p
2p

�
�

iaw � e� iaw + e� iaw � 1
w2 +

� iaw � eiaw + eiaw � 1
w2

�

=
1

p
2p

�
�

iaw � e� iaw + e� iaw � 1� iaw � eiaw + eiaw � 1
w2

�

=
1

p
2p

�

"
� iaw

�
eiaw � e� iaw

�
+

�
eiaw + e� iaw

�
� 2

w2

#

=
1

p
2p

�
�

� iaw (2i) � sen(aw )+ 2 cos(aw ) � 2
w2

�

=
2

p
2p

�
�

aw � sen(aw )+ cos(aw ) � 1
w2

�
, (w 6= 0):

Paraw = 0, se faz o seguinte:

F[ f (x)] =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
ei:0:x f (x) dx=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
f (x) dx

=
1

p
2p

� Z � a

� ¥
f (x) dx+

Z a

� a
f (x) dx+

Z ¥

a
f (x) dx

�

=
1

p
2p

Z a

� a
j xj dx

=
1

p
2p

� Z 0

� a
(� x) dx+

Z a

0
xdx

�

=
1

p
2p

�
�

Z 0

� a
xdx+

Z a

0
xdx

�

=
1

p
2p

 

�
x2

2

�
�
�
�

0

� a
+

x2

2

�
�
�
�

a

0

!
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=
1

p
2p

�
a 2

2
+

a 2

2

�

=
a 2

p
2p

�

Mostrou-se, portanto, que

F[ f (x)] =

8
>>><

>>>:

2
p

2p
�
�

aw � sen(aw )+ cos(aw ) � 1
w2

�
, se w 6= 0;

a 2
p

2p
, se w = 0:

Exemplo 5.2:Seja f : R ! R uma função de�nida porf (x) = e� a x2
, ondea > 0. Mostre

que
F

�
e� x2=2

�
= e� w2=2:

SOLUÇÃO: Serão usados cinco passos para resolver o problema.

PASSO 1: Será mostrado quef satisfaz a equação diferencialf 0(x) + 2a x � f (x) = 0.
Derivandof e usando a regra da cadeia, obtém-se

f 0(x) = � 2a x� e� a x2
= � 2a x� f (x) ) f 0(x)+ 2a x� f (x) = 0:

PASSO 2: Agora deve-se demonstrar que

F0(w)+
w
2a

� F(w) = 0:

De fato, aplicando a transformada em ambos os membros da equação diferencial do passo 1
e usando a linearidade da transformada, encontra-se

F
�

f 0(x)+ 2a x� f (x)
�

= 0 ) F[ f 0(x)] + 2a � F[x� f (x)] = 0:

Em seguida, aplica-se parte (a) da proposição 5.1 (transformada das derivadas) no primeiro
membro acima e a parte (a) da proposição 5.2 (derivadas da transformada) no segundo termo
do primeiro membro para obter

iw � F(w)+ 2a i � F0(w) = 0 ) F0(w)+
w
2a

� F(w) = 0;

como desejado.

PASSO 3: Agora deve-se resolver a EDO de primeira ordem obtida no passo 2 e mostrar que
sua solução é dada por

F(w) = F(0) � e� w2=4a :
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Para isso, multiplica-se ambos os membros da equação peloseguinte fator de integração:

m(w) = e
R

(w=2a ) dw = ew2=4a :

Assim,
m(w) � F0(w)+ m(w) �

w
2a

� F(w) = 0;

de modo que

ew2=4a � F0(w)+ ew2=4a �
w
2a

� F(w) = 0 )
d

dw

h
ew2=4a � F(w)

i
= 0:

Agora basta integrar a última equação em relação aw para obter

ew2=4a � F(w) = k ) F(w) = ke� w2=4a :

ComoF(0) = k:e0 = k, segue-se que

(5.22) F(w) = F(0) � ew2=4a ;

como esperado.

PASSO 4: Agora deve-se determinar o valor deF(0). Para isso, será necessário o valor da
seguinte integral: Z ¥

� ¥
e� x2

dx=
p

p ;

que foi obtido explicitamente no apêndice 1 ao cap�́tulo 1.
Um cálculo similar mostra que

Z ¥

� ¥
e� a x2

dx=
p

p
p

a
,

que será o valor necessário para dar continuidade a passo 4.
Agora usa-se a de�nição de transformada de Fourier e o valor da última integral acima para

obter

F(0) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i:0:x f (x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� a x2

dx

=
1

p
2p

�
p

p
p

a

=
1

p
2�

p
p

�
p

p
p

a

=
1

p
2a

�(5.23)
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PASSO 5: Nessa última etapa usa-se os passos 3 e 4 para �nalizar a resolução. Assim, substi-
tuindo (5.23) em (5.22), obtém-se

F
�

e� a x2
�

=
1

p
2a

� e� w2=4a :

Em particular, fazendoa = 1=2, obtém-se

F
�

e� x2=2
�

= e� w2=2:

Observaç̃ao 5.1:O exemplo 5.2 mostrou que a transformada de Fourier para a função f (x) =
e� x2=2 é igual a ela mesma (a menos da variável). Essa função é chamada degaussianae é muito
importante nos estudos sobre transformadas de Fourier.

Figura 5.3: Grá�cos das funçôesf (x) e F(w).

Exemplo 5.3:Mostre que Z ¥

� ¥

senw
w

dw = p:

SOLUÇÃO: As de�nições de transformada de Fourier e transformada inversas são

F(w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx e f (x) =

1
p

2p

Z ¥

� ¥
eiwxF(w) dw:

No exemplo 5.1 mostrou-se que
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F

"(
1; se j xj � a

0; se j xj > a ;

#

=

8
>>><

>>>:

2
p

2p
�
�

sen(aw )
w

�
; se w 6= 0;

2a
p

2p
, se w = 0:

Logo,

F� 1
�

sen(aw )
w

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
eiwx �

�
sen(aw )

w

�
dw

=

p
2p
2

�

(
1; se jxj � a ;

0; se jxj > a ;

=

8
<

:

p
2p
2

; se jxj � a ;

0; se jxj > a ;
(5.24)

Mas pela de�nição de transformada inversa e pela fórmulade Euler, obtém-se

F� 1
�

sen(aw )
w

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
eiwx �

�
sen(aw )

w

�
dw

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
[cos(wx)+ i sen(wx)] �

�
sen(aw )

w

�
dw

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥

sen(aw ) � cos(wx)
w

dw +

+ i
1

p
2p

Z ¥

� ¥

sen(aw ) � sen(wx)
w

dw(5.25)

Na última integral em (5.25), as funções sen(aw ) e sen(wx) são �́mpares, logo seu produto é
par. Além disso, o denominadorw é uma função �́mpar. Portanto, o quociente entre uma func¸ão
par e uma função �́mpar, é �́mpar. Como o intervalo de integração é simétrico e o integrando é
uma função �́mpar, conclui-se que o valor da última integral é zero. Assim,

F� 1
�

sen(aw )
w

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥

sen(aw ) � cos(wx)
w

dw:

Usando o segundo membro acima em (5.24), obtém-se

1
p

2p

Z ¥

� ¥

sen(aw ) � cos(wx)
w

dw =

8
<

:

p
2p
2

; se jxj � a ;

0; se jxj > a ;

donde se conclui que
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Z ¥

� ¥

sen(aw ) � cos(wx)
w

dw =

8
<

:

p
2p �

p
2p
2

; se jxj � a ;

0; se jxj > a ;

=

(
p; se jxj � a ;

0; se jxj > a :

Agora se fazx = 0 ea = 1 para concluir que
Z ¥

� ¥

senw
w

dw = p:

Observe que o integrando da integral acima é par (pois é o quociente entre as funções senw
e w, que são �́mpares). Portanto, tem-se também que

Z ¥

0

senw
w

dw =
p
2

�

A última proposição desta seção é sobre a transformada de Fourier das derivadas parciais de
uma função de duas variáveis.

Proposição 5.3 (transformada das derivadas de funç̃oes de duas varíaveis):Sejau =
u(x; t) uma função pertencente aL (R). Então:

(a)F
��

¶u
¶x

�
(x; t)

�
= iw � F[u(x; t)], se lim

x! � ¥
u(x; t) = 0;

(b) F
��

¶2u
¶x2

�
(x; t)

�
= � w2F[u(x; t)], se lim

x! � ¥
u(x; t) = 0 e lim

x! � ¥

¶u
¶x

(x; t) = 0;

(c) F
��

¶u
¶t

�
(x; t)

�
=

¶
¶t

F[u(x; t)].

(d) F
��

¶2u
¶t2

�
(x; t)

�
=

¶2

¶t2 F[u(x; t)].

DEMONSTRAÇÃO: Para a parte (a), aplica-se a de�nição de transformada deFourier para
obter

F
�

¶u
¶x

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx �

�
¶u
¶x

(x; t)
�

dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx �

�
¶u
¶x

(x; t)
�

dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

�
e� iwx � u(x; t)

�
�
�
b

� a
+ iw

Z b

� a
e� iwx � u(x; t) dx

�
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=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

h
e� iwb � u(b; t) � eiaw � u(� a; t)

i
+

+ iw �
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx � u(x; t) dx

= iw
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx � u(x; t) dx

�

= iw � F[u(x; t)]:

onde se fez integração por partes como
8
<

:

v = e� iwx;

dw=
¶u
¶x

(x; t) dx;
)

(
dv= � iw � e� iwxdx;

w = u(x; t)

No cap�́tulo 2 apresentou-se a justi�cativa para que

lim
a;b! ¥

h
e� iwb � u(b; t) � eiaw � u(� a; t)

i
= 0;

onde observa-se que as funções exponenciais são limitadas, bem como o uso da hipótese de que
lim

x! � ¥
u(x; t) = 0.

Para a parte (b), basta fazer

v =
¶u
¶x

na parte (a) para concluir que

F
�

¶2u
¶x2 (x; t)

�
= F

�
¶
¶x

�
¶u
¶x

�
(x; t)

�
= F

��
¶v
¶x

�
(x; t)

�

(a)
= iw � F[v(x; t)] = iw � F

��
¶u
¶x

�
(x; t)

�

(a)
= iw � [iwF[u(x; t)]] = � w2 � F[u(x; t)];

desde que lim
x! � ¥

¶u
¶x

(x; t) = 0;.

Em geral, pode-se mostrar que

F
��

¶nu
¶xn

�
(x; t)

�
= ( iw)n;F[u(x; t)]:

desde que

u;
¶u
¶x

, � � � , ¶n� 1

¶xn� 1 ! 0 quando x ! � ¥ :
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Para a parte (c), usa-se a de�nição de transformada para obter

F
��

¶u
¶t

�
(x; t)

�
=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx �

��
¶u
¶t

�
(x; t)

�
dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx �

��
¶u
¶t

�
(x; t)

�
dx

=
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

�
¶
¶t

Z b

� a
e� iwx � u(x; t) dx

�

=
¶
¶t

�
1

p
2p

� lim
a;b! ¥

Z b

� a
e� iwx � u(x; t) dx

�

=
¶
¶t

�
1

p
2p

�
Z ¥

� ¥
e� iwx � u(x; t) dx

�

=
¶
¶t

F[u(x; t)];

onde usou-se a regra de Leibniz (lema 7.1 do cap�́tulo 1), queé dada por

¶
¶t

Z b

� a
v(x; t) dx=

Z b

� a

¶v
¶t

(x; t) dx:

Para a parte (d), fazendo

v =
¶u
¶t

na parte (c), tem-se

F
�

¶2u
¶t2 (x; t)

�
= F

�
¶
¶t

�
¶u
¶x

�
(x; t)

�
= F

��
¶v
¶t

�
(x; t)

�

(c)
=

¶
¶t

F[v(x; t)] =
¶
¶t

F
��

¶u
¶t

�
(x; t)

�

(c)
=

¶
¶t

�
¶
¶t

F[u(x; t)]
�

=
¶2

¶t2 F[u(x; t)];

como a�rmado.
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3.6 Produto de transformadas e convoluç̃ao

O produto de convolução foi estudado na seção 1.9 do cap´�tulo 1. Aqui será recordada a
de�nição do produto de convolução entre duas funções. As propriedades comutativa, associativa
e distributiva foram apresentadas e demonstradas atravésda proposição 9.1 daquele cap�́tulo e
não serão aqui repetidas. Esta seção será dedicada ao estudo do produto de transformadas de
Fourier.

DEFINIÇÃO: Sejamf ;g : R ! R funções integráveis, sendo pelo menos uma delas limitada.
A convolução entre as funçõesf e g é de�nida por

( f � g)(x) =
Z ¥

� ¥
f (x� y) g(y) dy; para x 2 R:

Teorema 6.1 (convoluç̃ao no tempo):Sejam f ;g : R ! R funções pertencentes aL (R),
sendo pelo menos uma delas limitada. SeF(w) = F[ f (x)] eG(s) = F[g(x)], então

F[( f � g)(x)] =
p

2p � F(w) � G(w):

DEMONSTRAÇÃO: Usar-se-á as de�nições de transformada de Fourir e de produto de convo-
lução. Será necessário usar o teorema de Fubini (as hip´otese assumida assim permitem), bem
como uma mudança de variável, onde será feitox� y = z (edx= dz). Tem-se:

F[( f � g)(x)] = F
� Z ¥

� ¥
f (x� y) g(y) dy

�

= (prop. comutativa)

= F
� Z ¥

� ¥
f (y) g(x� y) dy

�

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx

� Z ¥

� ¥
f (y) g(x� y) dy

�
dx

= (teor. Fubini)

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (y)

� Z ¥

� ¥
e� iwxg(x� y) dx

�
dy

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (y)

� Z ¥

� ¥
e� iw(y+ z) g(z) dz

�
dy

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (y)

� Z ¥

� ¥
e� iwye� iwzg(z) dz

�
dy
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=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwy f (y)

� Z ¥

� ¥
e� iwzg(z) dz

�
dy

=
1

p
2p

� Z ¥

� ¥
e� iwy f (y) dy

� � Z ¥

� ¥
e� iwzg(z) dz

�

=
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwy f (y) dy

� " p
2p

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwzg(z) dz

#

=
p

2p
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwy f (y) dy

� �
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwzg(z) dz

�

=
p

2p � F(w) � G(w):

Teorema 6.2 (convoluç̃ao na frequência):SejamF;G: R ! R funções pertencentes aL (R),
sendo pelo menos uma delas limitada. Sef (x) = F� 1[F(w)] e g(x) = F� 1[G(w)], então

F� 1 [ (F � G)(w)] =
p

2p � f (x) � g(x);

ou equivalentemente,

F [ f (x) � g(x)] =
1

p
2p

� [F(w) � G(w)]:

DEMONSTRAÇÃO: Recorde-se que, por de�nição, a transformada inversa deFourier é dada
por

f (x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eiwxF(w) dw:

Assim,

F� 1[(F � G)(w)] = F� 1
� Z ¥

� ¥
F(w � b ) G(b ) db

�

= (prop. comutativa)

= F� 1
� Z ¥

� ¥
F(b ) G(w � b ) db

�

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eiwx

� Z ¥

� ¥
F(b ) G(w � b ) db

�
dw

= (teor. Fubini)

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
F(b )

� Z ¥

� ¥
eiwxG(w � b ) dw

�
db



322 3 Transformada de Fourier

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
F(b )

� Z ¥

� ¥
ei(a + b )xG(a ) da

�
db

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
F(b )

� Z ¥

� ¥
eia xei b xG(a ) da

�
db

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
ei b xF(b )

� Z ¥

� ¥
eia xG(a ) da

�
db

=
1

p
2p

� Z ¥

� ¥
ei b xF(b ) db

� � Z ¥

� ¥
eia xG(a ) da

�

=
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
ei b xF(b ) db

� " p
2p

p
2p

Z ¥

� ¥
eia xG(a ) da

#

=
p

2p
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
ei b xF(b ) db

� �
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eia xG(a ) da

�

=
p

2p � F� 1[F(b )] � F� 1[G(a )]

=
p

2p � f (x) � g(x):

onde se aplicou Fubini e se fez a mudança de variáveisa = w � b (eda = dw).

Exemplo 6.1:Use o método da convolução para determinar

f (x) = F� 1
�

1
(1+ iw)2

�
�

SOLUÇÃO: A transformada de Fourier def (x) é dada por

F(w) =
1

(1+ iw)2 =
�

1
1+ iw

� �
1

1+ iw

�
�

No exemplo 3.2 viu-se que

F
�
e� a x � u0(x)

�
=

1
p

2p
�

1
a + iw

; (a > 0);

ou ainda,
1

a + iw
=

p
2p � F

�
e� a x � u0(x)

�
:

Tomandoa = 1, obtém-se

1
1+ iw

=
p

2p � F
�
e� x � u0(x)

�
:
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Portanto, a transformada de Fourier def agora se reescreve na forma

F(w) =
�

1
1+ iw

� �
1

1+ iw

�

=
np

2p � F
�
e� x � u0(x)

� o
�
np

2p � F
�
e� x � u0(x)

� o

=
p

2p �
np

2p � F
�
e� x � u0(x)

�
� F

�
e� x � u0(x)

� o

=
p

2p � F
��

e� x � u0(x)
�

�
�
e� x � u0(x)

�	
:

Aplicando a transformada inversa em ambos os membros, conclui-se que

f (x) =
�
e� x � u0(x)

�
�

�
e� x � u0(x)

�
:

Exemplo 6.2:Determine o produto de convolução entre as duas funçõesdadas abaixo:

f (x) = e� x � u0(x) =

(
e� x; para x > 0;

0; caso contrário:

e

g(x) = e� 3x � u0(x) =

(
e� 2x; para x > 0;

0; caso contrário:

SOLUÇÃO: Usando a de�nição de produto de convolução, obtém-se

( f � g)(x) =
Z ¥

� ¥
f (y) g(x� y) dy

=
Z 0

� ¥
f (y) g(x� y) dy+

Z ¥

0
f (y) g(x� y) dy

=
Z ¥

0
e� y � e� 2(x� y) � u0(x� y) dy

=
Z ¥

0
e� y � e� 2x � e2y � u0(x� y) dy

= e� 2x
Z ¥

0
ey � u0(x� y) dy

=

8
<

:

0; se x � 0;

e� 2x
Z x

0
eydy; se x > 0;
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=

8
><

>:

0; se x � 0;

e� 2x � ey
�
�
�
�

x

0
se x > 0;

=

(
0; se x � 0;

e� 2x � (ex � 1) se x > 0;

= e� 2x � (ex � 1) � u0(x):

Exemplo 6.3:Use o método da convolução para encontrar a funçãof : R ! C cuja transfor-
mada de Fourier é dada por

F(w) =
1

(2+ iw)(3+ iw)
�

SOLUÇÃO: Faça

G(w) =
1

2+ iw
e H(w) =

1
3+ iw

�

Logo,F(w) = G(w) � H(w). O teorema da convolução (teorema??) a�rma que

F[(g� h)(x)] =
p

2p � G(w) � H(w):

Segue-se da�́ que

f (x) =
1

p
2p

� (g� h)(x):

Pela fórmula 4 da tabela,

F� 1
�

1
a + iw

�
=

p
2p � e� a x � u0(x):

Logo,a = 2 paraG(w) e a = 3 paraH(w), segue-se que

g(x) =
p

2p � e� 2x � u0(x) e h(x) =
p

2p � e� 3x � u0(x):

Deste modo, para determinarf , deve-se fazer o produto de convolução entre as duas funções
acima e dividir por

p
2p . Assim,

f (x) =
1

p
2p

(g� h)(x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
g(y) h(x� y) dy

=
1

p
2p

Z 0

� ¥
g(y) h(x� y) dy+

1
p

2p

Z ¥

0
g(y) h(x� y) dy

=
1

p
2p

Z ¥

0

p
2p � e� 2y �

p
2p � e� 3(x� y) � u0(x� y) dy
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=
p

2p
Z ¥

0
e� 2y � e� 3x � e3y � u0(x� y) dy

=
p

2p � e� 3x
Z ¥

0
ey � u0(x� y) dy

=
p

2p � e� 3x

8
<

:

0; se x � 0;
Z x

0
eydy; se x > 0;

=
p

2p � e� 3x

8
<

:

0; se x � 0;

ey
�
�
�
x

0
; se x > 0;

=
p

2p � e� 3x

(
0; se x � 0;

ex � 1; se x > 0;

=
p

2p � e� 3x � (ex � 1) � u0(x)

=
p

2p �
�
e� 2x � e� 3x� � u0(x):

O leitor poderá conferir que a resposta obtida acima está em conformidade com a resposta do
exemplo 4.8 e que foi obtida por outro método.

3.7 Teorema de Plancherel

Lema 7.1:Sejamf ;g : R ! C funções pertencentes aL (R;C). SeF(w) = F[ f (x)] eG(w) =
F[g(x)], então

(7.1)
Z ¥

� ¥
f (x) g(x) dx =

Z ¥

� ¥
F(w) G(� w) dw:

DEMONSTRAÇÃO: Segue-se do teorema 6.2 (convolução na frequência) que

F[ f (x) � g(x)] =
1

p
2p

� [F(a ) � G(a )]

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
F(w) G(a � w) dw;

ou ainda,
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� ia x [ f (x) g(x)] dx=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
F(w) G(a � w) dw:
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Simpli�cando e tomandoa = 1, resulta
Z ¥

� ¥
f (x) g(x) dx =

Z ¥

� ¥
F(w) G(� w) dw:

Lema 7.2:Sejamf ;g : R ! C funções pertencentes aL (R;C). SeF(w) = F[ f (x)] eG(w) =
F[g(x)], então

(7.2)
Z ¥

� ¥
f (x) g(x) dx=

Z ¥

� ¥
F(w) � G(w) dw;

ondeG(w) designa o conjugado complexo deG(w).

DEMONSTRAÇÃO: O corolário 3.1 da seção 3.3 a�rma: A condiçãoF(� w) = F(w) é uma
condição necessária e su�ciente para quef seja uma função real.

Por hipótese,f e g são funções reais; em particular, para a funçãog, tem-se queG(� w) =
G(w). Assim, usando a identidade (7.1) do lema 7.1, obtém-se

Z ¥

� ¥
f (x) g(x) dx =

Z ¥

� ¥
F(w) G(� w) dw

=
Z ¥

� ¥
F(w) G(w) dw:

Lema 7.3:Sejamz= a+ ib e w = c+ id números complexos ef : R ! C uma função dada
por f (x) = u(x)+ i(v) e pertencente ao espaçoL (R;C). Então,

(a) z+ w = z+ w.

(b) z� w = z� w;

(c)
Z b

a
f (x) dx=

Z b

a
f (x) dx;

(d)
Z b

a
[eiwx f (x)] dx=

� Z b

a
eiwx f (x) dx

�

DEMONSTRAÇÃO: Para a parte (a), tem-se

z+ w = (a+ ib)+ (c+ id) = ( a� ib)+ ( c� id)

= ( a+ c) � i(b+ d) = (a+ c)+ i(b+ d)

= (a+ ib)+ ( c+ id) = z+ w:
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Parte (b): observe primeiro que

z� w = ( a+ ib)(c+ id) = ( ac� bd)+ i(ad+ bc);

de modo quez� w = ( ac� bd) � i(ad+ bc).
Além disso,

z� w = (a+ ib) � (c+ id) = ( a� ib) � (c� id)

= ( ac� bd) � i(ad+ bc) = z� w:

Para a parte (c), tem-se
Z b

a
f (x) dx=

Z b

a
[u(x)+ iv(x)] dx=

Z b

a
[u(x) � iv(x)] dx

=
Z b

a
u(x) dx� i

Z b

a
v(x) dx

=
Z b

a
u(x) dx+ i

Z b

a
v(x) dx

=
Z b

a
[u(x)+ iv(x)] dx

=
Z b

a
f (x) dx:

Para a parte (d), tem-se
Z b

a
[eiwx f (x)] dx=

Z b

a
f eiwx[u(x)+ iv(x)]gdx

(b)
=

Z b

a
eiwx � [u(x)+ iv(x)] dx

=
Z b

a

�
e� iwx[u(x) � iv(x)]

	
dx

=
Z b

a
e� iwxu(x) dx� i

Z b

a
e� iwxv(x) dx

=
Z b

a
eiwxu(x) dx� i

Z b

a
eiwxv(x) dx

(c)
=

� Z b

a
eiwxu(x) dx

�
� i

� Z b

a
eiwxv(x) dx

�

=
Z b

a
eiwxu(x) dx+ i

Z b

a
eiwxv(x) dx
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=
Z b

a
eiwx [u(x)+ iv(x)] dx

=
Z b

a
eiwx f (x) dx:

Teorema 7.1 (Plancherel):Seja f : R ! C uma função pertencente aL (R;C). SeF(w) =
F[ f (x)], então

(7.3)
Z ¥

� ¥
j f (x)j2 dx=

Z ¥

� ¥
jF(w)j2 dw:

DEMONSTRAÇÃO: Suponha quef : R ! C. SeF(w) = F[ f (x)], então

F
h

f (x)
i

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
[eiwx f (x)] dx

=
1

p
2p

� Z ¥

� ¥
eiwx f (x) dx

�

=
1

p
2p

� Z ¥

� ¥
e� i(� w)x f (x) dx

�

= F(� w):

Agora aplica-se o lema 7.1 fazendof (x) = f (x) e g(x) = f (x), onde f é dada porf (x) =
u(x)+ iv(x). Assim,

G(� w) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i(� w)xg(x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eiwx f (x) dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eiwx [u(x) � iv(x)] dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx [u(x)+ iv(x)] dx

=
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx
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=
�

1
p

2p

Z ¥

� ¥
e� iwx f (x) dx

�

= F(w):

Portanto,
Z ¥

� ¥
f (x) � f (x) dx=

Z ¥

� ¥
F(w) G(� w) dw

=
Z ¥

� ¥
F(w)F(w) dw:(7.4)

Mas f (x) � f (x) = j f (x)j2 eF(w) � F(w) = jF(w)j2. Substituindo em(7:4), obtém-se
Z ¥

� ¥
j f (x)j2 dx=

Z ¥

� ¥
jF(w)j2 dw;

que é o resultado desejado.

Exemplo 7.1:A fórmula de Plancherel permite o cálculo de certas integrais. Por exemplo, se

f (x) =

(
1; se j xj � 1

0; se j xj > 1;

então, pelo exemplo 3.1, tem-se que

F(w) =

8
>>><

>>>:

2
p

2p
�
� senw

w

�
; se w 6= 0;

2
p

2p
, se w = 0;

onde se feza = 1 naquele exemplo.
O teorema de Plancherel a�rma que

Z ¥

� ¥
j f (x)j2 dx=

Z ¥

� ¥
jF(w)j2 dw:

Observe-se que a integral no primeiro membro acima, em virtude da funçãof , �cará restrita
ao intervalo[� 1;1], pois f é igual a zero fora deste intervalo. Assim, substituindo asexpressões
paraf e F na fórmula de Plancherel, obtém-se

Z 1

� 1
1dx=

Z ¥

� ¥

�
2

p
2p

�
senw

w

� 2

dw:

Assim,
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4
2p

Z ¥

� ¥

� senw
w

� 2
dw = t

�
�
�
�

1

� 1
= 1� (� 1) = 2;

ou ainda,
2
p

Z ¥

� ¥

� senw
w

� 2
dw = 2;

ou seja, Z ¥

� ¥

� senw
w

� 2
dw = p:

3.8 Apêndice: a integral de Dirichlet

Foi comentado ao longo deste texto que a integral imprópria
Z ¥

� ¥

senx
x

dx

é convergente, porém não absolutamente. Este apêndiceabordará este assunto.
Observe-se que a integral acima pode ser escrita como

Z ¥

� ¥

senx
x

dx=
Z 0

� ¥

senx
x

dx+
Z ¥

0

senx
x

dx:

Assim, basta analisar apenas uma das integrais do segundo membro. A integral
Z ¥

0

senx
x

dx

é conhecida comointegral de Dirichlet.

Convergência da integral

DEFINIÇÃO: Seja f uma função de�nida em um intervalo[a;b]. Suponha quef é integrável
em [a;b] para todoc 2 (a;b) e quef não seja limitada em toda vizinhança deb, ou seja, que
existe uma sequênciaf xng de pontos que tende parab e para os quaisj f (xn)j ! + ¥ . Diz-se que
o pontob é umasingularidadeda funçãof .

Proposição 8.1:A integral imprópria
Z ¥

0

senx
x

dx



3.8 Apêndice: a integral de Dirichlet 331

é convergente.

DEMONSTRAÇÃO: Observa-se inicialmente que, do Cálculo, segue-se

lim
x! 0

senx
x

= 1:

O resultado acima é conhecido comlimite trigonométrico fundamental.Ele pode ser demons-
trado de várias maneiras; em particular é poss�́vel usar aregra de l'Hopital, visto que se trata de
uma indeterminação do tipo0=0 (“zero sobre zero”).

Note-se que o integrando é não singular emx = 0; na verdade tem-se uma singularidade
remov�́vel na origem. Assim, a singularidade da integral seencontra, portanto, no limite superior
(ou seja, o dom�́nio é ilimitado).

Para qualquera > 0, pode-se escrever
Z ¥

0

senx
x

dx= lim
a! ¥

Z a

0

senx
x

dx:

Comoa > 0 é qualquer, então existe umn 2 N tal quea = np + rn, onde 0� rn � p. Assim,
tem-se quen ! ¥ quandoa ! ¥ .

Pode-se escrever:
Z a

0

senx
x

dx=
Z np

0

senx
x

dx+
Z a

np

senx
x

dx

=
Z np

0

senx
x

dx+
Z np+ rn

np

senx
x

dx

= I1 + I2;

onde

I1 =
Z np

0

senx
x

dx e I 2 =
Z np+ rn

np

senx
x

dx:

ANÁLISE DE I 2: inicialmente, observe que, para a integralI 2, se temnp � x � np + rn.
Assim, denp � x, segue-se que

1
x

�
1

np
,

donde
�
�
�
�

Z np+ rn

np

senx
x

dx

�
�
�
� �

Z np+ rn

np

�
�
�
senx

x

�
�
� dx�

Z np+ rn

np

1
j xj

dx

=
Z np+ rn

np

1
x

dx�
Z np+ rn

np

1
np

dx

=
1

np
x

�
�
�
np+ rn

np
=

1
np

[(np + rn) � np]

=
rn

np
�

p
np

=
1
n

;
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poisrn � p.
Segue-se da�́ queI2 ! 0 quandoa ! ¥ . Portanto, é su�ciente mostrar queI1 tem um limite

quandoa ! ¥ .

ANÁLISE DE I1: observe que se pode escrever

I1 =
Z np

0

senx
x

dx

=
Z p

0

senx
x

dx+
Z 2p

p

senx
x

dx+ � � � +
Z np

(n� 1)p

senx
x

dx

=
n

å
k= 1

Z kp

(k� 1)p

senx
x

dx=
n

å
k= 1

ak;

onde

ak =
Z kp

(k� 1)p

senx
x

dx:

Note que as integrais
Z p

0

senx
x

dx;
Z 3p

2p

senx
x

dx;
Z 5p

4p

senx
x

dx; : : :

estão de�nidas para valores dex nos primeiro e segundo quadrantes, de modo que seus valores
são positivos (pois o seno é não negativo nestes quadrantes). Além disso, as integrais

Z 2p

p

senx
x

dx;
Z 4p

3p

senx
x

dx;
Z 6p

5p

senx
x

dx; : : :

estão de�nidas para valores dex nos terceiro e quarto quadrantes, assim seus valores são nega-
tivos (pois o seno é não positivo nestes quadrantes). Segue-se desta observação que os sinais
dos coe�cientesak se alternam.

As �guras 8.3 e 8.4 exibem o grá�co da função( senx)=x para 0< x < ¥ .

Figura 8.3: Grá�co da funçãosenx=x.

Faça

bk =
Z kp

(k� 1)p

�
�
�

senx
x

�
�
� dx:

Ou seja,ak = ( � 1)k� 1bk para todok 2 N. Assim, fazendou = x� (k � 1)p, obtém-se

senx = sen[u+ ( k� 1)p]
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Figura 8.4: Grá�co da funçãosenx=x com eixoy ampliado.

= senu� cos(k� 1)p + sen(k� 1)p � cosu

= ( � 1)k� 1senu;

pois cos(k� 1)p = ( � 1)k� 1 e sen(k� 1)p = 0.
Comou = x� (k� 1)p, segue-se de(k� 1)p � x � kp, que 0� u � p. Assim,

bk =
Z kp

(k� 1)p

�
�
�
senx

x

�
�
� dx=

Z p

0

�
�
�
�
(� 1)k� 1senu
u+ ( k� 1)p

�
�
�
� du=

Z p

0

j senuj
u+ ( k� 1)p

du;

para todok 2 N.
Como 0� u � p, então, para todok 2 N, tem-se

u+ ( k� 1)p � u+ kp )
1

u+ kp
�

1
u+ ( k� 1)p

�

Portanto,
j senuj
u+ kp

�
j senuj

u+ ( k� 1)p
,

de modo que

bk =
Z p

0

j senuj
u+ ( k� 1)p

du�
Z p

0

j senuj
u+ kp

du= bk+ 1:

Isto mostra quebk � bk+ 1 para todok 2 N, ou seja, tem-se uma sequência decrescente for-
mada por termos positivos. Logo, a sequência dosak satisfaz

ak =
Z kp

(k� 1)p

senx
x

dx
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= ( � 1)k� 1
Z kp

(k� 1)p

�
�
�
senx

x

�
�
� dx

= ( � 1)k� 1
Z p

0

j senuj
u+ ( k� 1)p

du

= ( � 1)k� 1bk:

também tem seus termos decrescendo em valores absolutos, mas alternada em seus sinais (em
relação aosbk).

Assim,

I1 =
Z np

0

senx
x

dx=
n

å
k= 1

ak

=
n

å
k= 1

(� 1)k� 1
Z p

0

j senuj
u+ ( k� 1)p

du

=
Z p

0

j senuj
u

du�
Z p

0

j senuj
u+ p

du+
Z p

0

j senuj
u+ 2p

du�
Z p

0

j senuj
u+ 3p

du + � � �

=
Z p

0

senu
u

du�
Z p

0

senu
u+ p

du +
Z p

0

senu
u+ 2p

du�
Z p

0

senu
u+ 3p

du+ � � �(8.1)

pois senu é não negativo para 0< u � p.
Antes de concluir, é interessante analisar a primeira integral em (8.1) acima:

Z p

0

senu
u

du:

Seu integrando é análogo aquele que aparece na integralI1, mas isto não é um problema, pois
a função( senu)=u é cont�́nua para 0< u � p e, além disso,

lim
u! 0

senu
u

= 1;

como já foi comentado. Logo esta integral converge.
O importante era compreender o que estava se passando com as demais integrais que for-

maram a série acima. Viu-se queI1 pode ser escrita como uma série alternada de termos decres-
centes e queak ! 0 (pela mesma razão queI2 ! 0). Logo tal série é convergente.

PortantoI1 é a soma da integral Z p

0

senu
u

du

com uma série alternada convergente; portantoI1 converge. Ou seja, demonstrou-se, assim, que
Z ¥

0

senx
x

dx= lim
a! ¥

Z a

0

senx
x

dx

converge.
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Observaç̃ao 8.1:Como foi comentado anteriormente, tem-se que
Z ¥

0

senx
x

dx=
Z 1

0

senx
x

dx+
Z ¥

1

senx
x

dx:

Além disso, porsenx=x ser cont�́nua, conclui-se que a primeira integral no segundo membro
acima existe, ou seja, que ela é convergente. Assim, a análise da convergência da integral do
primeiro membro se resume �a análise da convergência da segunda integral do segundo membro.

Um método diferente daquele usado para demonstrar a proposição 8.1 feita anteriormente
também pode ser aplicado: integração por partes. Tem-seque

Z a

1

senx
x

dx=
Z a

1

1
x

� d(� cosx)

= �
cosx

x

�
�
�
�
�

a

1

+
Z a

1
cosx� d

�
1
x

�

= �
cosa

a
+ cos1�

Z a

1

cosx
x2 dx:

Assim,
Z ¥

1

senx
x

dx= lim
a! ¥

Z a

1

senx
x

dx

= lim
a! ¥

�
�

cosa
a

+ cos1�
Z a

1

cosx
x2 dx

�

= � lim
a! ¥

cosa
a

+ lim
a! ¥

cos1� lim
a! ¥

Z a

1

cosx
x2 dx

= cos1�
Z ¥

1

cosx
x2 dx;(8.2)

pois
lim
a! ¥

cosa
a

= 0:

Observa-se que a integração por partes substituiu a integral imprópria original,
Z ¥

1

senx
x

dx;

por outra integral imprópria: Z ¥

1

cosx
x2 dx;

que aparece em (8.2). Entretanto, esta última integral é absolutamente integrável.
Para ver isto, usa-se o teste da comparação para integraisimpróprias. De fato, basta notar que

�
�
�
cosx
x2

�
�
� �

1
x2 ; para x � 1:

Assim,
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Z ¥

1

dx
x2 = lim

a! ¥

Z a

1

dx
x2 = lim

a! ¥

Z a

1
x� 2dx

= lim
a! ¥

�
�

1
x

� �
�
�
�
�

a

1

= lim
a! ¥

�
1
x

� �
�
�
�
�

1

a

= 1� lim
a! ¥

�
1
a

�
= 1:

Assim, pelo teste da comparação, tem-se que
Z ¥

1

cosx
x2 dx�

Z ¥

1

dx
x2 ;

mostrando que a integral do primeiro acima convergente, pois a integral do segundo membro é
convergente.

Portanto, o método de integração por partes, usado aqui,mostrou que a integral desenx=x,
comx variando de 1 a¥ , é convergente.

Divergência absoluta da integral

Proposição 8.2:A integral Z ¥

0

�
�
�
senx

x

�
�
� dx

não é convergente.

DEMONSTRAÇÃO: A ideia da demonstração consiste em escrever
Z ¥

0

�
�
�
senx

x

�
�
� dx= lim

n! ¥

Z np

0

�
�
�

senx
x

�
�
� dx; n 2 N;

e mostrar que o limite no segundo membro acima tende para in�nito, donde concluir-se-á a
divergência da integral no primeiro membro.

Considerex � 0 no intervalo
�

kp +
p
6

�
� x �

�
kp +

5p
6

�
:

Observe que da imediata desigualdade 6kp + 5p � 6kp + 6p, obtém-se
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(8.3)
1

6kp + 6p
�

1
6kp + 5p

�

Assim, segue-se de

x � kp +
5p
6

=
6kp + 5p

6
e de (8.2), que

(8.4)
1
x

�
6

6kp + 5p
�

6
6kp + 6p

=
1

(k+ 1)p
�

Logo, usando-se (8.4), obtém-se

(8.5)
�
�
�
senx

x

�
�
� �

1
2x

�
1

2(k+ 1)p
�

Note que

(k+ 1)p � kp = p e
�

kp +
5p
6

�
�

�
kp +

p
6

�
=

2p
3

,

donde segue-se, devido a positividade do integrando, que

(8.6)
Z (k+ 1)p

kp

�
�
�
senx

x

�
�
� dx �

Z kp+ 5p=6

kp+ p=6

�
�
�
senx

x

�
�
� dx:

Deste modo, usando (8.5) e (8.6), obtém-se
Z (k+ 1)p

kp

�
�
�
senx

x

�
�
� dx �

Z kp+ 5p=6

kp+ p=6

�
�
�
senx

x

�
�
� dx

�
1

2(k+ 1)p

Z kp+ 5p=6

kp+ p=6
dx

=
1

2(k+ 1)p
x

�
�
�
kp+ 5p=6

kp+ p=6

=
1

2(k+ 1)p

��
kp +

5p
6

�
�

�
kp +

p
6

� �

=
1

2p(k+ 1)
�
2p
3

=
1

3(k+ 1)
�(8.7)

Observe agora que

Z np

0

�
�
�
senx

x

�
�
� dx=

Z p

0

�
�
�
senx

x

�
�
� dx+

Z 2p

p

�
�
�
senx

x

�
�
� dx+ � � � +

Z np

(n� 1)p

�
�
�
senx

x

�
�
� dx

=
n� 1

å
k= 0

Z (k+ 1)p

kp

�
�
�
senx

x

�
�
� dx:(8.8)
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Assim, usando (8.7) e (8.8), obtém-se

Z np

0

�
�
�
senx

x

�
�
� dx=

n� 1

å
k= 0

Z (k+ 1)p

kp

�
�
�
senx

x

�
�
� dx

�
1
3

n� 1

å
k= 0

1
k+ 1

=
1
3

n

å
k= 1

1
k

�(8.9)

Agora basta observar que, quandon ! ¥ , a soma no último membro de (8.9) transforma-se
na série

¥

å
k= 1

1
k

,

(a menos da constante multiplicativa1=3) que é a série harmônica e, portanto, divergente.
Além disso, quando se toman ! ¥ , a integral no primeiro membro de (8.9) se transforma

em Z ¥

0

�
�
�

senx
x

�
�
� dx;

que é divergente, pois é maior ou igual a série harmônicaque é divergente.

Valor da integral de Dirichlet

Na proposição 8.1, mostrou-se que a integral imprópria
Z ¥

0

senx
x

dx

é convergente, mas o seu valor não foi explicitado. Porémisto pode ser feito e será objeto do
exemplo 8.1 que se encontra mais adiante.

A �m de determinar o valor da integral de Dirichlet, serão necessários usar dois outros resul-
tados, que é objeto dos dois primeiros exemplos.

Exemplo 8.1:Mostre que
Z ¥

0
e� a x �

1� cosx
x2 dx= arc tg

�
1
a

�
�

a
2

� ln
�
a 2 + 1

�
; a > 0:

SOLUÇÃO: Pela fórmula de integração
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Z
eaucos(bu) du=

eau

a2 + b2 [acos(bu)+ bsen(bu)] + c;

paraa > 0, segue-se que
Z ¥

0
e� a xcos(rx) dx= lim

k! ¥

Z k

0
e� a xcos(rx) dx

= lim
k! ¥

�
e� a x [� a cos(rx)+ r sen(rx)]

a 2 + r2

� �
�
�
�

k

0

= lim
k! ¥

�
e� a x [r sen(rx) � a cos(rx)]

a 2 + r2

� �
�
�
�

k

0

= lim
k! ¥

�
e� a k [r sen(rk) � a cos(rk)]

a 2 + r2 �
e� a :0 [r sen(r:0) � a cos(r:0)]

a 2 + r2

�

= lim
k! ¥

�
e� a k [r sen(rk) � a cos(rk)]

a 2 + r2

�
+ lim

k! ¥

�
a

a 2 + r2

�

=
r

a 2 + r2 lim
k! ¥

h
e� a ksen(rk)

i
�

a
a 2 + r2 lim

k! ¥

h
e� a kcos(rk)

i
+

a
a 2 + r2

=
a

a 2 + r2
,

pois
lim
k! ¥

h
e� a k � sen(rk)

i
= 0 e lim

k! ¥

h
e� a k � cos(rk)

i
= 0;

por serem produtos de funções, sendo uma limitada e outra tendendo para zero no in�nito.
Portanto,

(8.10)
Z ¥

0
e� a xcos(rx) dx=

a
a 2 + r2 �

Além disso, pelo teorema de Fubini, tem-se que
Z r

0

� Z ¥

0
e� a x � cos(tx) dx

�
dt =

Z ¥

0

� Z r

0
e� a x � cos(tx) dt

�
dx

=
Z ¥

0

�
e� a x

Z r

0
cos(rx) dt

�
dx

=
Z ¥

0

�
e� a x �

sen(tx)
x

� �
�
�
�

r

0
dx

=
Z ¥

0

�
e� a x �

sen(rx)
x

� e� a x �
sen(t:0)

x

�
dx

=
Z ¥

0
e� a x �

sen(rx)
x

dx:
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Logo,

(8.11)
Z ¥

0
e� a x �

sen(rx)
x

dx=
Z r

0

� Z ¥

0
e� a x � cos(tx) dx

�
dt:

Mas a integral entre parênteses no segundo membro de (8.11)foi encontrada e seu valor está
na igualdade (8.10). Assim, substituindo-se (8.10) em (8.11) e usando a fórmula

Z
du

a2 + u2 =
1
a

arc tg
� u

a

�
+ c

obtém-se
Z ¥

0
e� a x �

sen(rx)
x

dx=
Z r

0

a
a 2 + t2 dt

= a
Z r

0

1
a 2 + t2 dt = arc tg

� t
a

� �
�
�
�

r

0

= arc tg
� r

a

�
� arc tg

�
0
a

�

= arc tg
� r

a

�
�

Assim, Z ¥

0
e� a x �

sen(rx)
x

dx= arc tg
� r

a

�
�

Agora integra-se novamente de 0 ar ambos os membros acima.

(8.12)
Z r

0

� Z ¥

0
e� a x �

sen(tx)
x

dx
�

dt =
Z r

0
arc tg

� t
a

�
dt:

No primeiro membro usar-se-á novamente o teorema de Fubinipara inverter a ordem dos
limites de integração e, em seguida, uma integração porpartes. Já a integral no segundo membro
será calculada diretamente, a partir da seguinte fórmula:

Z
arc tgudu= uarc tgu�

1
2

ln
�
1+ u2�

+ c:

Assim, fazendou = t=a , encontra-sea du= dt, de modo que

Z r

0

� Z ¥

0
e� a x �

sen(tx)
x

dx
�

dt =
Z r

0
arc tg

� t
a

�
dt = a

Z r=a

0
arc tgudu

= a
�
uarc tgu�

1
2

ln
�
1+ u2�

� �
�
�
�

r=a

0

= a
�

r
a

arc tg
� r

a

�
�

1
2

ln
�

1+
r2

a 2

��
�
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� a
�
0� arc tg0�

1
2

ln
�
1+ 02�

�

= a
�

r
a

arc tg
� r

a

�
�

1
2

ln
�

a 2 + r2

a 2

��

= r arc tg
� r

a

�
�

a
2

ln
�

a 2 + r2

a 2

�

= r arc tg
� r

a

�
�

a
2

ln
�
a 2 + r2�

+
a
2

lna 2

= r arc tg
� r

a

�
�

a
2

ln
�
a 2 + r2�

+ a lna

= r arc tg
� r

a

�
�

a
2

ln
�
a 2 + r2�

:(8.13)

Para a integral no primeiro membro de (8.12), segue-se do teorema de Fubini, seguido de
uma integração por partes, que

Z r

0

� Z ¥

0
e� a x �

sen(tx)
x

dx
�

dt =
Z ¥

0

� Z r

0
e� a x �

sen(tx)
x

dt
�

dx

=
Z ¥

0

e� a x

x

� Z r

0
sen(tx) dt

�
dx

=
Z ¥

0

e� a x

x

�
�

cos(tx)
x

�
�
�
�

r

0

�
dx

=
Z ¥

0

e� a x

x

�
1
x

�
cos(rx)

x

�
dx

=
Z ¥

0
e� a x

�
1� cos(rx)

x2

�
dx;

ou seja, mostrou-se que

(8.14)
Z ¥

0
e� a x �

1� cos(rx)
x2 dx=

Z r

0

� Z ¥

0
e� a x �

sen(tx)
x

dx
�

dt:

Comparando (8.13) com (8.14), segue-se que
Z ¥

0
e� a x �

1� cos(rx)
x2 dx= r arc tg

� r
a

�
�

a
2

ln
�
a 2 + r2�

:

Por �m, basta tomarr = 1 na fórmula acima para obter-se o resultado desejado, istoé,
Z ¥

0
e� a x �

1� cosx
x2 dx= arc tg

�
1
a

�
�

a
2

� ln
�
a 2 + 1

�
; a > 0:
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Exemplo 8.2:Mostre que Z ¥

0

1� cosx
x2 dx=

p
2

�

SOLUÇÃO: Antes de determinar o valor da integral dada é preciso assegurar que tal integral
é convergente, visto que a mesma é imprópria. Tem-se:

(8.15)
Z ¥

0

1� cosx
x2 dx=

Z p

0

1� cosx
x2 dx+

Z ¥

p

1� cosx
x2 dx:

Observa-se que a primeira integral no segundo membro acima ´e convergente. Na verdade
trata-se de um integral própria, pois o seu dom�́nio de integral é limitado e o integrando é
cont�́nuo, como pode ser observado a seguir:

lim
x! 0+

1� cosx
x2 = lim

x! 0+

senx
2x

=
1
2

�
lim

x! 0+

senx
x

�
=

1
2

,

onde usou-se a regra de l'Hospital no segundo passo acima, bem como o valor 1 para o limite
trigonométrico fundamental.

Agora analisa-se a convergência da segunda integral em (8.15). Para isso, usar-se-á o seguinte
teorema (não demonstrado aqui):

TEOREMA: Suponha que
lim
x! ¥

xp � f (x) = L:

Então,

(a) A integral imprópria
Z ¥

a
f (x) dx converge sep > 1 eL é �nito.

(b) A integral imprópria
Z ¥

a
f (x) dx diverge sep � 1 eL 6= 0 (L pode ser in�nito).

Como

lim
x! ¥

�
x3=2

�
1� cosx

x2

��
= 0;

então, tomandop = 3=2 > 1, a = p e L = 0 no citado teorema, tem-se que a integral

(8.16)
Z ¥

p

1� cosx
x2 dx

é convergente.
Para dar continuidade ao trabalho, serão necessários dois teoremas, apenas citados aqui.

TESTE M DE WEIERSTRASS: Se for poss�́vel encontrar uma funçãoM(x) � 0 tal que

(a) j f (x;a )j � M(x) paraa1 � a � a2 ea < x < ¥ ,

(b)
Z ¥

a
M(x) dx converge, então a integral

Z ¥

a
f (x;a ) dx
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é uniformemente e absolutamente convergente ema1 � a � a2.

Dando continuidade, observe que

e� a x �
1� cosx

x2 �
1� cosx

x2
,

paraa � 0 ex � 0. Logo,
Z ¥

0
e� a x �

1� cosx
x2 dx�

Z ¥

0

1� cosx
x2 dx;

paraa � 0 .
Assim, pelo teste M de Weierstrass, tem-se que a integral

Z ¥

0
e� a x �

1� cosx
x2 dx

converge uniformemente.
Agora usa-se o seguinte teorema:

TEOREMA: Sef (x;a ) é uma função cont�́nua paraa� x< ¥ ea1 � a � a2 e se
Z ¥

a
f (x;a ) dx

é uniformemente convergente paraa1 � a � a2, entãoj (a ) =
Z ¥

a
f (x;a ) dx é cont�́nua em

a1 � a � a2.
Em particular, sea0 é qualquer ponto dea � a � a2, pode-se escrever

lim
a ! a0

j (a ) = lim
a ! a0

Z ¥

a
f (x;a ) dx=

Z ¥

a
lim

a ! a0
f (x;a ) dx:

Sea0 é um dos pontos extremos, então usa-se os limites laterais.

Assim, da continuidade da função

f (x;a ) = e� a x �
1� cosx

x2
,

segue-se do teorema acima que a função de�nida pela integral

j (a ) =
Z ¥

0
e� a x �

1� cosx
x2 dx

também é cont�́nua.
Pelo mesmo teorema citado acima, é poss�́vel tomar limite paraa ! 0+ para obter

Z ¥

0

1� cosx
x2 dx= lim

a ! 0+

Z ¥

0
e� a x 1� cosx

x2 dx

= lim
a ! 0+

�
arc tg

�
1
a

�
�

a
2

� ln
�
a 2 + 1

�
�

= lim
a ! 0+

arc tg
�

1
a

�
�

�
lim

a ! 0+

a
2

� �
lim

a ! 0+
ln

�
a 2 + 1

�
�
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= lim
a ! 0+

arc tg
�

1
a

�
� 0� ln1 =

p
2

,

onde usou-se o resultado obtido no exemplo 1 para o valor da integral acima.

Exemplo 8.3:Mostre que
Z ¥

0

senx
x

dx=
p
2

=
Z ¥

0

sen2x
x2 dx:

SOLUÇÃO: Para mostrar que Z ¥

0

senx
x

dx=
p
2

,

a ideia consiste em integrar por partes a seguinte integral
Z ¥

0

1� cosx
x2 dx;

onde se escreve Z b

a

1� cosx
x2 dx= lim

a! 0+

�
lim
n! ¥

Z b

a

1� cosx
x2 dx

�
:

Fazendo
u = 1� cosx e dv=

1
x2

,

segue-se que

du= senx e v = �
1
x

,

de modo que

Z b

a

1� cosx
x2 dx=

�
�

1
x

�
(1� cosx)

�
�
�
�

b

a
+

Z b

a

senx
x

dx

=
�

1� cosx
x

� �
�
�
�

a

b
+

Z b

a

senx
x

dx

=
1� cosa

a
�

1� cosb
b

+
Z b

a

senx
x

dx;

isto é, Z b

a

senx
x

dx=
1� cosb

b
�

1� cosa
a

+
Z b

a

1� cosx
x2 dx:

Tomando limites paraa ! 0 e parab ! ¥ , obtém-se
Z ¥

0

senx
x

dx= lim
b! ¥

1� cosb
b

� lim
a! 0

1� cosa
a

+
Z ¥

0

1� cosx
x2 dx

=
Z ¥

0

1� cosx
x2 dx=

p
2

,
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pois os dois limites acima existem e valem zero, além do fatoque o valor da última integral é
p=2, como foi demonstrado no exemplo 8.2.

Agora será demonstrado que
Z ¥

0

sen2x
x2 dx=

p
2

,

Observe que da fórmula da trigonometria dada abaixo

cos(a + b ) = cosa � cosb � sena � senb ;

segue-se, tomandoa = b = q , que

cos(2q) = cos2 q � sen2q :

Usando a última fórmula acima com a forma trigonométricafundamental, cos2q + sen2q =
1, obtém-se (

cos2 q + sen2q = 1;

cos2 q � sen2 = cos(2q);

que conduz, ao ser resolvido, a outras duas fórmulas:

cos2q =
1+ cos(2q)

2
e sen2q =

1� cos(2q)
2

�

Fazendoq = x=2 na última fórmula acima, obtém-se

1� cosx
2

= sen2 (x=2) ) 1� cosx = 2sen2 (x=2) ;

de modo que se tem
Z ¥

0

1� cosx
x2 dx= 2

Z ¥

0

sen2 (x=2)
x2 dx:

Agora é feita a seguinte mudança de variáveis:u = x=2, que implica em 2du= dx. Logo,

Z ¥

0

1� cosx
x2 dx= 2

Z ¥

0

sen2 (x=2)
x2 dx

= 4
Z ¥

0

sen2u
4u2 du

=
Z ¥

0

sen2u
u2 du:

Em suma, mostrou-se que
Z ¥

0

sen2u
u2 du=

Z ¥

0

1� cosx
x2 dx=

p
2

,

pois este valorp=2 foi encontrado no exemplo 8.2.
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Exemplo 8.4:Outra maneira de mostrar que
Z ¥

0

seny
y

dy=
p
2

�

SOLUÇÃO: Considere a seguinte função de�nida por integral:

j (x) =
Z ¥

0
e� xy �

seny
y

dy:

Como se trata de uma integral imprópria, é necessário mostrar que a mesma converge uni-
formemente emx � 0. Usar-se-á integração por partes. Fazendo

u =
e� xy

y
e dv= senydy;

encontra-se

du= �
(1+ xy) e� xy

y2 e v = � cosy:

Assim,
Z b

a
e� xy �

seny
y

dy=
Z b

a

e� xy

y
� senydy

=
Z b

a

e� xy

y
� d(� cosy) dy

= �
e� xy

y
cosy

�
�
�
�

b

a
�

Z b

a

(1+ xy) e� xy

y2 cosydy

=
e� ax

a
cosa�

e� bx

b
cosb�

Z b

a

(1+ xy) e� xy

y2 cosydy;

paraa > 0.
Tomando limite para parab ! ¥ , encontra-se

Z ¥

a
e� xy �

seny
y

dy= lim
b! ¥

Z b

a
e� xy �

seny
y

dy

= lim
b! ¥

�
e� ax

a
cosa

�
� lim

b! ¥

�
e� bx

b
cosb

�
�

� lim
b! ¥

Z b

a

(1+ xy) e� xy

y2 ] � cosydy

=
e� ax

a
cosa�

Z ¥

a

(1+ xy) e� xy

y2 � cosydy:(8.17)

Observe agora que
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�
� (1+ xy) e� xycosy

�
� = j1+ xyj

�
�e� xy

�
� jcosyj

� exye� xyjcosyj = jcosyj � 1:

Usando a desigualdade acima em (8.17), obtém-se a seguinteestimativa:
�
�
�
�

Z ¥

a
e� xy �

seny
y

dy

�
�
�
� =

�
�
�
�
e� ax

a
cosa�

Z ¥

a

(1+ xy) e� xy

y2 cosydy

�
�
�
�

�

�
�
�
�
e� ax

a
cosa

�
�
�
� +

�
�
�
�

Z ¥

a

(1+ xy) e� xy

y2 cosydy

�
�
�
�

�
e� ax

a
jcosaj +

Z ¥

a

�
�
�
�
(1+ xy) e� xy

y2 � cosy

�
�
�
� dy

�
1
a

+
Z ¥

a

dy
y2 =

1
a

+ lim
b! ¥

Z b

a

dy
y2

=
1
a

+ lim
b! ¥

�
�

1
y

� �
�
�
�

b

a
=

1
a

+ lim
b! ¥

�
1
a

�
1
b

�

=
1
a

+
1
a

=
2
a

�

Sendo a desigualdade �
�
�
�

Z ¥

a
e� xy �

seny
y

dy

�
�
�
� �

2
a

válida para todox � 0, tem-se que dá a convergência uniforme desejada para a funçãoj (x).
Segue-se da�́ a continuidade da funçãoj (x).

A regra de Leibnitzdiz: Sejaf (x;y) uma função cont�́nua tendo uma derivada¶ f=¶x cont�́nua
em um dom�́nio do planoxy contendo o retângulo[a;b] � [c;d]. Então, parac < y < d, vale a
igualdade

d
dx

Z b

a
f (x;y) dy=

Z b

a

¶ f
¶x

(x;y) dy:

Assim, usando a regra de Leibnitz para derivar dentro do sinal de integração, obtém-se

j 0(x) =
d
dx

Z ¥

0

e� xy

y
� senydy

=
Z ¥

0

¶
¶x

�
e� xy

y
� seny

�
dy

= �
Z ¥

0
e� xy � senydy

=
Z ¥

0
e� xy � (� seny) dy;(8.18)
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que é válida para todox > 0. A integral acima converge uniformemente em cada intervalo da
forma[a ;¥ ), ondea > 0.

Note que a convergência não é uniforme em[0;¥ ), pois, parax = 0, a integral em (8.18)
diverge. Basta observar que

j 0(0) = �
Z ¥

0
e0 � senydy= �

Z ¥

0
senydy;

que é divergente.
A integral em (8.18) é atransformada de Laplaceda função� seny. Além disso, usando a

de�nição de transformada de Laplace é fácil ver que

L [� seny] = �
1

1+ x2 ) j 0(x) = �
1

1+ x2 �

Assim, com uma simples integração conclui-se que

j (x) = c� arc tgx; x > 0:

Para calcular o valor da constantec, basta tomar limite parax ! ¥ . Assim,

(8.19) lim
x! ¥

j (x) = lim
x! ¥

(c� arc tgx) = c� lim
x! ¥

arc tgx = c�
p
2

�

AFIRMAÇÃO: lim
x! ¥

j (x) = 0.

De fato, tem-se que

jj (x)j =

�
�
�
�

Z ¥

0
e� xy �

seny
y

dy

�
�
�
� �

Z ¥

0

�
�
�
�e

� xy �
seny

y

�
�
�
� dy

=
Z ¥

0

�
�e� xy

�
�
�
�
�
�

seny
y

�
�
�
� dy

=
Z ¥

0
e� xy

�
�
�
�
seny

y

�
�
�
� dy

�
Z ¥

0
e� xydy

= lim
b! ¥

Z b

0
e� xydy= lim

b! ¥

�
�

e� xy

x

� �
�
�
�

b

0

= lim
b! ¥

�
1
x

�
e� bx

x

�

=
1
x

, x > 0:

De jj (x)j � 1=x, segue-se que lim
x! ¥

j (x) = 0. Substituindo isto em (8.19), obtém-se
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lim
x! ¥

j (x) = c�
p
2

) 0 = c�
p
2

) c =
p
2

�

Fazendox = 0 na integral original, isto é, emj (x). Tem-se que

j (0) =
Z ¥

0
e� 0:y �

seny
y

dy=
Z ¥

0

seny
y

dy;

ou seja, Z ¥

0

seny
y

dy= j (0) =
p
2

� arc tg 0=
p
2

,

que é o resultado desejado.

3.9 Exerc�́cios propostos

Exerc�́cio 3.1:Calcule as transformadas de Fourier das funções abaixo:

(a) f (x) = e� aj xj, a > 0.

(b) f (x) = e� aj xj cos(a x), a > 0, a 2 R.

(c) f (x) = e� ax2
sen(a x), a > 0, a 2 R.

(d) f (x) =

(
1� j x� 2j ; se j x� 2j � 1;

0; se j x� 2j > 1:

Exerc�́cio 3.2:Sejaf (x) = eix2
= cosx2 + i senx2.

(a) Mostre quef satisfaz a equação diferencialf 0(x) � 2ix f (x) = 0.

(b) Aplique a transformada de Fourier na equação diferencial do item (a) para obter

F[ f 0](w) �
w
2i

F[ f ](w) = 0:

(c) Resolva a equação diferencial do item (b) e encontre que

F(w) = F(0) e� i w2=4:

(d) Usando o fato

F(0) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
f (x) dx=

1
p

2p

Z ¥

� ¥
eix2

dx=
1
2

+
i
2

,

mostre que
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F(w) =
1

p
2

�
cos

�
w2 � p

4

�
+ i cos

�
w2 + p

4

��
�

(e) Use o item (d) para mostrar que

F
�
cosx2�

(w) =
1

p
2

cos
�

w2 � p
4

�
,

F
�

senx2�
(w) =

1
p

2
cos

�
w2 + p

4

�
�

(f) Usando o item (e), encontreF
�
cos(ax2)

�
(w) e F

�
sen(ax2)

�
(w), paraa > 0.

Exerc�́cio 3.3: Determine as funçõesf : R ! C cujas transformadas de Fourier são dadas
por:

(a) F(w) =
1

(2+ i w)(3+ i w)
;

(b) F(w) =
1

(1+ i w)2 ;

(c) F(w) =
i w

1+ w2 ;

(d) F(w) =
1

w2 + w + 1
;

(e) F(w) =
1

a+ ib � iw
, ondea > 0 eb 2 R;

(f) F(w) =
1

4+ 2iw � w2 �

Exerc�́cio 3.4:Usando convolução, determine as funçõesf : R ! C cujas transformadas de
Fourier são dadas por:

(a) F(w) =
1

(2+ i w)(3+ iw)
;

(b) F(w) =
1

(1+ i w)2 ;

(c) F(w) =
1

4+ 2i w � w2 �

Exerc�́cio 3.5:Resolva a equação
Z ¥

� ¥

f (y)
(x� y)2 + 4

dy=
1

x2 + 9
�

Exerc�́cio 3.6:Resolva a equação integral abaixo:
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y(x) = g(x)+
Z ¥

� ¥
y(u) r(x� u) du;

ondeg(x) e r(x) são funções dadas.

Exerc�́cio 3.7:Resolva paray(x) a seguinte equação integral:
Z ¥

� ¥

y(u) du
(x� u)2 + a2 =

1
x2 + b2

, (0 < a < b):

Respostas dos exerc�́cios

Exerc�́cio 3.1:(a)F(w) =
2

p
2p

�
a

w2 + a2 �

(b) F(w) =
1

p
2p

�
a

a2 + ( a + w)2 +
a

a2 + ( a � w)2

�
�

(c) F(w) = �
i

p
2a

h
e� (a � w)2=4a + e� (a+ w)2=4a

i
�

(d) F(w) =
2

p
2p

�
e� 2iw(1� cosw)

w2 �

Exerc�́cio 3.3:(a) f (x) =
p

2p
�
e� 2x � e� 3x� u0(x).

(b) f (x) =
p

2p � x� e� x � u0(x).

(c) f (x) = �

p
2p
2

�
x� e�j xj

jxj
, pois

djxj
dx

=
jxj
x

parax 6= 0.

(d) f (x) =

p
2p

p
3

� e� (
p

3jxj+ ix)=2.

(e) f (x) =
p

2p � e(a+ ib)x � u0(� x).

(f) f (x) =
i
p

6p
6

h
e� (1+ i

p
3)x � e� (1� i

p
3)x

i
u0(x).

Exerc�́cio 3.4:(a) f (x) =
p

2p
�
e� 2x � e� 3x� u0(x).

(b) f (x) =
p

2p � x� e� xu0(x).

(c) f (x) =
i
p

6p
6

h
e� (1+ i

p
3)x � e� (1� i

p
3)x

i
u0(x).
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Exerc�́cio 3.5: f (x) =
2

3p
�

1
x2 + 1

�

Exerc�́cio 3.6:y(x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
eiwx �

G(w)

1�
p

2p � R(w)
dw.

Exerc�́cio 3.7:y(x) =
a

pb

Z ¥

0
e� (b� a)jwj � cos(wx) dw.
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Tabela de transformadas de Fourier

Transformadas de Fourier elementares

N.o f (x) = F� 1[F(w)] F(w) = F[ f (x)]

Def. f (x)
1

p
2p

Z ¥

� ¥
e� i wx f (x) dx

1. c[0;a ](x) =

8
<

:

1; 0 � x < a ;

0; caso contrário.

1
p

2p
�
1� e� i aw

iw
, (w 6= 0)

2. c[� a ;0](x) =

8
<

:

1; 0 � x < a ;

0; caso contrário.

1
p

2p
�
e� i aw � 1

iw
, (w 6= 0)

3. c[� a ;a ](x) =

8
<

:

1; 0 � x < a ;

0; caso contrário.

2
p

2p
�

sen(aw )
w

, (w 6= 0)

4. e� a x � u0(x) =

8
<

:

0; se x < 0;

e� a x; se x � 0:

1
p

2p
�

1
a + iw

; (a > 0)

5. ea x � u0(x) =

8
<

:

ea x; se x < 0;

0; se x � 0:

1
p

2p
�

1
a � iw

; (a > 0)

6.
a

x2 + a 2
, (a > 0)

p
2p
2

� e� a j w j

7. e� a x2
; (a > 0)

1
p

2a
� e� w2=4a

8. f (a x); (a 6= 0)
1

j a j
� F

� w
a

�

9. f (x� x0) e� i w x0 � F(w)

10. ei w0x � f (x) F (w � w0)

11. F(x) f (� w)

12. f 0(x) i w � F(w)

13. f 00(x) � w2 � F(w)
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N.o f (x) = F� 1[F(w)] F(w) = F[ f (x)]

14. x� f (x) i � F0(w)

15. x2 � f (x) � F00(w)

16.
Z x

0
f (t) dt

F(w)
i w

17. ( f � g)(x) =
Z ¥

� ¥
f (x� y) g(y) dy

p
2p [F (w) � G(w)]

18. f (x) � g(x)
1

p
2p

[(F � G)(w)] =
Z ¥

� ¥
F(w � b ) G(b ) db

19. f (x) � cos(w0 x)
F(w � w0)+ F(w + w0)

2

20. f (x) � sen(w0x)
F(w � w0) � F(w + w0)

2i

21.
�

¶u
¶x

�
(x; t) ia � F[u(x; t)]

22.
�

¶2u
¶x2

�
(x; t) � w2 � F[u(x; t)]

23.
�

¶u
¶t

�
(x; t)

¶
¶t

F[u(x; t)]

24.
�

¶2u
¶t2

�
(x; t)

¶2

¶t2 F[u(x; t)]

25.
Z ¥

� ¥
j f (x)j2 dx=

Z ¥

� ¥
jF(w)j2 dw (Fórmula de Plancherel)

OBS.: na fórmula (11) acima, deve-se entender: a expressãoF(x) é usada para denotar a
transformada de Fourier,F(w), onde se permuta a variávelw em sua fórmula pela variávelx. Já
na segunda coluna, a expressãof (� w) signi�ca que é a função original,f (x), onde é trocado
de papéisx por � w. Isto segue-se da fórmula de inversão.



Cap�́tulo 4

Aplicações�as EDP

4.1 Problemas de valores de contorno

Nesta seção propõe-se o estudo de problemas do tipo abaixo:
8
>><

>>:

y00+ ay0+ by= f (x);

y(a ) = y0;

y(b ) = y1;

e

8
>><

>>:

y00+ ay0+ by= f (x);

y0(a ) = y0;

y0(b ) = y1;

ondea;b;a ;b 2 R e f (x) é uma função real dada.
Observe que o valor da variável dependente,y(x) (também pode ser o valor de sua derivada

y0(x)), é especi�cado em dois pontos distintos,a e b . As condiçõesy(a ) = y0 e y(b ) = y1 (ou
y0(a ) = y0 ey(b ) = y1) são chamadas decondições de contorno.Uma equação diferencial junto
com condições de contorno é denominadoproblema de valor de contorno.

Outros problemas de valores de contorno mais gerais podem ser estudados, mas neste texto
interessa-se apenas pelos dois casos apresentados.

Exemplo 1.1:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:
8
>><

>>:

y00+ 2y = 0;

y(0) = 1;

y(p) = 0;

SOLUÇÃO: Fazendoy(x) = ea x e substituindo na equação, encontra-se

a 2 � ea x+ 2� ea x = 0

�
a 2 + 2

�
� ea x = 0

a 2 + 2 = 0 ) a 2 = � 2:

355



356 4 Aplicações �as EDP

Segue-se da�́ quea = �
p

2i, ondei =
p

� 1. Logo, e� i
p

2x e ei
p

2x são soluções para a
equação dada, de modo que a solução geral é dada por

(1.1) y(x) = a1 � ei
p

2x + a2 � e� i
p

2x:

Agora considere a fórmula de Euler,eiq = cosq + i senq . Trocandoq por � q na fórmula
anterior, obtém-se quee� iq = cosq � i senq , onde usou-se a paridade do cosseno e a imparidade
do seno.

O próximo passo consiste em fazerq =
p

2x e manipular (1.1) para reescrevery(t) em função
de cosseno e seno. Tem-se:

y(x) = a1 � ei
p

2x + a2 � e� i
p

2x

= a1 �
h
cos

� p
2x

�
+ i sen

� p
2x

�i
+ a2 �

h
cos

� p
2x

�
� i sen

� p
2x

�i

= ( a1 + a2) � cos
� p

2x
�

+ i (a1 � a2) � sen
� p

2x
�

= c1 � cos
� p

2x
�

+ c2 � sen
� p

2x
�

;

que é uma solução geral para a equação diferencial dada.
Usando a primeira condição de contorno,y(0) = 1, segue-se que

y(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 1 ) c1 = 1:

Logo, y(x) = cos
� p

2x
�

+ c2 � cos
� p

2x
�

. Agora usa-se a segunda condição de contorno,

y(p) = 0, para concluir que

y(p) = cos
� p

2p
�

+ c2 � sen
� p

2p
�

= 0

c2 � sen
� p

2p
�

= � cos
� p

2p
�

c2 = �
cos

� p
2p

�

sen
� p

2p
� = � cotg

� p
2p

�
:

Substituindo na última expressão paray(x), conclui-se que a solução para o problema de
valores iniciais dado é

y(x) = cos
� p

2x
�

� cotg
� p

2p
�

� sen
� p

2x
�

:

Este exemplo mostra um problema com condições de contornonão homogêneas e que tem
uma única solução.
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Exemplo 1.2:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:
8
>><

>>:

y00+ y = 0;

y(0) = 1;

y(p) = k:

SOLUÇÃO: Fazendoy(x) = ea x e substituindo na equação, encontra-se

a 2 � ea x+ ea x = 0

�
a 2 + 1

�
� ea x = 0

a 2 + 1 = 0 ) a 2 = � 1:

Segue-se da�́ quea = � i. Assim, tem-se quee� ix eeix são soluções para a equação dada, de
modo que a solução geral é dada por

y(x) = a1 � eix + a2 � e� ix:

Usando a fórmula de Euler comq = x e os mesmos procedimentos do exemplo anterior,
segue-se que

y(x) = a1 � eix + a2 � e� ix

= a1 � (cosx+ i senx) + a2 � (cosx� i senx)

= ( a1 + a2) � cosx+ i � (a1 � a2) � senx

= c1 � cosx+ c2 � senx;

que é uma solução geral para a equação diferencial dada.
Usando a primeira condição de contorno,y(0) = 1, segue-se que

y(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 1 ) c1 = 1:

Agora usa-se a segunda a segunda condição de contorno,y(p) = 0 para concluir que

y(p) = c1 cosp + c2 � senp = k

� c1 + c2 � 0 = k ) k = � c1:

Assim, �ca-se com duas condições sobrec1: c1 = 1 e c1 = � k. Só que elas são incom-
pat�́veis sek 6= � 1 e, neste caso, o problema não tem solução. Porém, sek = � 1, então ambas
as condições são satisfeitas, desde quec1 = 1, independente do valor dec2. Mas nesta situação
existe uma in�nidade de soluções, todas na forma

y(x) = cosx+ c2 � senx;
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poisc2 permanece arbitrário.
Este exemplo mostra que um problema com condições de contorno não homogêneas pode

não ter solução e que também pode ter uma in�nidade de soluções.

Exemplo 1.3:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:
8
>><

>>:

y00+ 2y0= 0;

y(0) = 0;

y(p) = 0:

SOLUÇÃO: Como foi visto no exemplo 1.1, a solução geral deste problema é

y(x) = c1 � cos
� p

2x
�

+ c2 � sen
� p

2x
�

:

Usando a primeira condição de contornoy(0) = 0, encontra-se

y(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 0 ) c1 = 0:

Logo,y(x) = c2 � sen
� p

2x
�

. Agora usa-se a segunda condição de contorno,y(p) = 0, para
concluir que

y(p) = c2 � sen
� p

2p
�

= 0 ) c2 = 0;

pois sen
� p

2x
�

6= 0.

Comoc1 = c2 = 0, segue-se quey(x) = 0 para todox, ou seja,y � 0 (isto é, a solução iden-
ticamente nula). Esse exemplo mostra que um problema com equação homogênea e condições
de contorno homogêneas pode ter apenas a solução trivial(isto é,y � 0).

Exemplo 1.4:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:
8
>><

>>:

y00+ y = 0;

y(0) = 0;

y(p) = 0:

SOLUÇÃO: Pelo exemplo 1.2, a solução geral da equação dada é

y(x) = c1 � cosx+ c2 � senx:

Usando a primeira condição de contorno,y(0) = 0, obtém-se

y(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 0 ) c1 = 0:
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Logo,y(x) = c2 � senx. Usando a segunda condição de contorno,y(p) = 0, encontra-se

y(p) = c2 � senp = 0 ) c2 � 0 = 0;

portantoc2 pode ser qualquer, de modo que a solução do problema dado éy(x) = c2 � senx.
Em virtude da arbitraridade dec2, o problema dado tem uma in�nidade de soluções. Assim,

este exemplo mostra que problemas com equação homogêneae condições de contorno também
homogêneas pode ter in�nitas soluções.

Exemplo 1.5:Resolva o seguinte problema de valor de contorno:
8
>><

>>:

y00+ l y = 0;

y(0) = 0;

y(L) = 0;

ondeL > 0.

SOLUÇÃO: Observe que da forma em que o problema foi dado, é preciso analisar três casos:
l = 0, l < 0 e l > 0.

CASO 1: l = 0. Neste caso, a equação �ca reescrita comoy00= 0. Integrando uma vez em
relação ax, obtém-sey0(x) = a; integrando mais uma vez, encontra-sey(x) = ax+ b, que é a
solução geral. Agora usa-se as duas condições de contorno para determinara e b. Tem-se:

y(0) = a� 0+ b = 0 ) b = 0:

y(L) = a� L = 0 ) a = 0:

Dea = b = 0, segue-se quey(x) = 0 para todox, ou seja, tem-se a solução trivialy � 0.

CASO 2: l < 0. Para evitar aparecimento de ra�́zes quadradas, façal = � m2. Assim, a
equação diferencial dada se reescreve comoy00� m2y = 0. Fazendoy(x) = ea x e substituindo
na última equação, obtém-se

a 2 � ea x � m2ea x = 0

�
a 2 � m2�

� ea x = 0

a 2 � m2 = 0 ) a 2 = m2:

Segue-se da�́ quea = � m, de modo quee� mx eemx são soluções da equação, que tem como
solução geral

y(x) = a1 � emx + a2 � e� mx:

Agora, observe que
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y(x) = a1 � emx + a2 � e� mx

= a1 � emx + a2 � e� mx +
� a1

2
� e� mx �

a1

2
� e� mx

�
+

� a2

2
� emx �

a2

2
� emx

�

=
� a1

2
� emx+

a1

2
� emx

�
+

� a2

2
� e� mx+

a2

2
� e� mx

�
+

+
� a1

2
� e� mx �

a1

2
� e� mx

�
+

� a2

2
� emx �

a2

2
� emx

�

= a1 �
�

emx + e� mx

2

�
+ a1 �

�
emx � e� mx

2

�
+ a2 �

�
emx + e� mx

2

�
�

� a2

�
emx � e� mx

2

�

= ( a1 + a2) �
�

emx + e� mx

2

�
+ ( a1 � a2) �

�
emx � e� mx

2

�

= c1 �
�

emx + e� mx

2

�
+ c2 �

�
emx � e� mx

2

�

= c1 � cosh(mx)+ c2 � senh(mx);

que é uma solução geral para a equação diferencial.
Usando a primeira condição de contorno,y(0) = 0, na solução geral acima, obtém-se

y(0) = c1 � cosh0+ c2senh0= 0 ) c1 = 0;

pois pela de�nição de cosseno e seno hiperbólicos se vê facilmente que cosh0= 1 e senh0= 0.
Logo,y(x) = c2 � senh(mx). Usando a segunda condição de contorno,y(L) = 0, resulta

y(L) = c2 � senh(mL) = 0 ) c2 � senh(mL) = 0:

ComoL > 0 em6= 0, então senh(mL) 6= 0. Deste modo,c2 = 0. E comoc1 = c2 = 0, então
y(x) = 0 para todox, ou seja,y � 0.

Justi�cativa para senh(mL) 6= 0: para que seja zero, deve-se teremL = e� mL, de modo que
mL = � mL, ou ainda, que 2� m� L = 0, que simpli�cado implica emm� L = 0. Mas isso não é
poss�́vel, pois, por hipótese,m6= 0 eL > 0.

CASO 3: Para evitar o aparecimento frequente de ra�́zes quadradas, façal = m2. Então a
equação diferencial �ca reescrita na formay00+ m2y = 0.

Façay(x) = ea x. Substituindo na última equação diferencial, obtém-se

a 2 � ea x+ m2 � ea x = 0

�
a 2 + m2�

� ea x = 0
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a 2 + m2 = 0 ) a 2 = � m2:

Segue-se da�́ quea = � im. Logo, a equação geral é

y(x) = a1 � emx + a2 � emx:

Substituindo-se as fórmulas de Euler já usadas, encontra-se

y(x) = a1 � [cos(mx)+ i sen(mx)] + a2 � [cos(mx) � i sen(mx)]

= ( a1 + a2) � cos(mx)+ i � (a1 � a2) � sen(mx)

= c1 cos(mx)+ c2 sen(mx);

que é também solução geral da equação diferencial.
Agora aplica-se a primeira condição de contorno,y(0) = 0, de modo que

y(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 0 ) c1 = 0:

Logo,y(x) = c2 � sen(mx). Usando a segunda condição de contorno, obtém-se

y(L) = c2 � sen(mL) = 0 ) c2 � sen(mL) = 0;

ou seja,c2 = 0 ou sen(mL) = 0. Sec2 = 0, então obtém-sey � 0. Se sen(mL) = 0, entãomL
tem que ser um múltiplo inteiro dep, isto é,

mL = np ) m=
np
L

) l =
n2p2

L2
,

de modo que a solução do problema é

yn(x) = c2 � sen
� npx

L

�
, n 2 N:

Exemplo 1.6:Resolva o seguinte problema de valor de contorno:
8
>><

>>:

y00+ l y = 0;

y0(0) = 0;

y0(L) = 0;

ondeL > 0.

SOLUÇÃO: Como no exemplo 1.5, deve-se analisar os casos em quel = 0, l < 0 e l > 0.

CASO 1: l = 0. Como a equação �ca na formay00= 0, basta integrar duas vezes para concluir
quey(x) = ax+ b. Observe que para usar as condições de contorno é precisoderivar a solução
geral, ou seja,y0(x) = a. E neste caso,y0(0) = y0(L) = a = 0, de modo quey(x) = b.
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CASO 2: l < 0. Novamente se fazl = � m2, de modo que a equação assume a formay00�
m2y = 0. Foi mostrado no exemplo 1.5 que esta equação tem soluç˜ao geral dada por

y(x) = c1 � cosh(mx)+ c2 � senh(mx):

Lembrando que

d
dx

[cosh(mx)] = m� senh(mx) e
d
dx

[senh(mx)] = m� cosh(mx);

segue-se que a derivada da solução geral é dada por

y0(x) = ( c1 � m) � senh(mx)+ ( c2 � m) � cosh(mx):

Substituindo as condições de contorno, obtém-se

y0(0) = c1 � m� senh0+ c2 � mcosh0= 0 ) c2 = 0;

y0(L) = c1 � m� senh(mL) = 0 ) c1 = 0;(1.2)

pois senh0= 0, cosh0= 1, m;L 6= 0, de modo que senh(mL) 6= 0. Portanto, paral < 0 tem-se
quey � 0.

CASO 3: l > 0. Façal = m2. Pelo exemplo 1.5, tem-se que a solução geral para este caso é
dada por

y(x) = c1 � cos(mx)+ c2 � sen(mx):

Agora deriva-se a solução acima para que seja poss�́vel usar as condições de contorno. Tem-
se:

y0(x) = � (c1 � m) � sen(mx)+ ( c2 � m) � cos(mx):

Usando a primeira condição de contorno,y0(0) = 0, encontra-se

y0(0) = � c1 � m� sen0+ c2 � m� cos0= 0 ) c2 = 0:

Logo,y0(x) = � (c1 � m) sen(mx). Agora aplica-se a segunda condição de contorno,y0(L) = 0,
para obter

y0(L) = � (c1 � m) � sen(mL) = 0 ) c1 � m= 0 ou sen(mL) = 0:

Comom> 0, ou seja, diferente de zero, então casoc1 = 0, entãoy � = 0. Mas se sen(mL) = 0,
então

mL = np ) m=
np
L

e l =
n2p2

L2 �

Observe que, comc2 = 0 ec1 6= 0, além dos valores acima, a solução geral paral > 0 é

yn(x) = c1 � cos
� npx

L

�
:
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Mas a solução acima não é a solução geral para o problema de valores de contornos que foi
dado. Não se pode esquecer que no caso 1 a solução foiy(x) = b. Assim, a solução geral para o
P.V.C. é a superposição (a soma) das soluções encontradas nos três casos, isto é,

yn(x) = b+ c1 � cos
� npx

L

�
�

Observe-se que a constanteb acima é arbitrária. Logo, a expressão acima é satisfeita pelo
P.V.C. para qualquer constante realb, de modo que se tem uma in�nidade de soluções em
virtude do grau de liberdade da constanteb. Isto é uma caracter�́sticas de problemas de valores
de contorno do tipo Neumann.

4.2 Conceitos b́asicos para EDP

Umaequação diferenciaĺe uma equação envolvendo uma ou mais variáveis independentes,
uma função desconhecida e suas derivadas com respeito a estas variáveis. Se existe apenas uma
variável independentex, diz-se que a equação é umaequação diferencial ordinária(EDO). Se
existe duas ou mais variáveis independentesx1; x2; : : :; xn, diz-se que a equação é umaequação
diferencial parcial(EDP).

Assim, uma EDO é uma expressão da forma

(2.1) F
�

x;u;u0; : : :; u(k)
�

= 0;

ondeu0; : : : ; u(k) denotam as derivadas deu(x) com respeito ax até a ordemk em algum sub-
conjunto aberto deR.

Já uma EDP tem a forma

(2.2) G
�

x1; : : :; xn;u;
¶u
¶x1

, � � � , ¶u
¶xn

, ¶2u
¶x2

1

, ¶2u
¶x1¶x2

, � � � , ¶ku
¶xk

n

�
= 0;

ondex = ( x1; : : :; xn) pertence a algum conjunto abertoW � Rn, F e G são funções dadas,u é
a função a ser determinada e

¶ ju

¶x j1
1 ¶x j2

2 � � � ¶x jn
n

; j = j1 + j2 + � � � + jn;

denota aj-ésima ordem da derivada parcial deu.

Os conceitos acima são muito gerais, não representam uma de�nição propriamente dita. Estes
conceitos permitem expressões sem sentido algum. Por exemplo,

eu0(x) = 0 e eux+ uy = 0;
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ondeu = u(x) ou u = u(x;y), comux = ¶u=¶x e uy = ¶u=¶y.
Observe que os dois primeiros casos não fazem sentido matemático algum, pois a função

exponencial nunca se anula. Segue-se da�́ que não existe uma de�nição satisfatória para uma
EDP. Portanto, é importante determinar quais equações têm signi�cado e restringir atenção a
esta subclasse.

DEFINIÇÃO: A ordemde uma equação diferencial parcial é a ordem da derivada de maior
ordem que aparece na equação.

SeF e G não são constantes, quando consideradas como funções das derivadas de ordemk,
então ambas as equações (2.1) e (2.2) têm ordemk.

DEFINIÇÃO: Uma equação diferencial parcial élinear se ela é um polinômio do primeiro
grau emu e em suas derivadas. Caso contrário, a EDP é ditanão linear.

A EDP de segunda ordem mais geral tem a seguinte forma

(2.3)
n

å
j;k= 1

a jk(x)
¶2u

¶x j ¶xk
+

n

å
j= 1

b j(x)
¶u
¶x j

+ c(x) u(x)+ d(x) = 0;

onde pelo menos um dos coe�cientesa jk(x) não é identicamente nulo.

Sed = 0, diz-se que a EDP (2.3) éhomogênea; caso contrário, é ditanão homogênea. A
parte principalde uma EDP é parte da equação que contém as derivadas de maior ordem. No
caso da equação (2.3), a parte principal é a soma dupla no lado esquerdo.

Equações não lineares com parte principal linear são chamadas desemilineares. A EDP semi-
linear de segunda ordem na forma geral é dada por

n

å
j;k= 1

a jk(x)
¶2u

¶x j ¶xk
= f

�
x;u; : : :;

¶u
¶x1

, � � � , ¶u
¶xn

�
�

Uma EDP, quando modela algum sistema f�́sico, usualmente tem in�nitas soluções. Para
selecionar uma única função que representa a solução para o problema f�́sico, deve-se impôr
certas condições auxiliares que mais caracterizam o sistema que está sendo modelado. Estas
recaem em duas categorias:

1) CONDIÇÕES DE CONTORNO: estas são condições que devem ser satisfeitas nos pontos
sobre a fronteira¶Wde uma regiãoW na qual a EDP se veri�ca. Nomes especiais são dados �as
três formas de condições de contorno:

(a) Condição de Dirichlet:u = g;

(b) Condição de Neumann:
¶u
¶nnn

= g;

(c) Condições de Robin:a u+ b
¶u
¶nnn

= g;
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nas quaisg;a e b são funções prescritas sobre¶W. A notação
¶u
¶nnn

denota aderivada normal,

isto é, a derivada direcional na direção do vetor normaln a ¶We que aponta para fora deW.

2) CONDIÇÕES INICIAIS: estas são condições que devem ser satisfeitas em todoW no ins-
tante quando as considerações do sistema f�́sico se inicia. Uma t�́pica condição inicial prescreve
alguma combinação deu e suas derivadas no tempo.

As funções prescritas nas condições inicial e de contorno, juntamente com as funções coe�-
cientes e qualquer termo não homogêneo na EDP, compõem osdadosno problema modelado
pela EDP.

DEFINIÇÃO: Diz-se que a soluçãodepende continuamente dos dadosse uma pequena
mudança nos dados produz uma correspondente mudança pequena na solução.

DEFINIÇÃO: Um problema é ditobem postose:

(i) A solução do problema existe e é única;

(ii ) A solução depende continuamente dos dados.

Se qualquer destas condições não for satisfeita, entãose diz que o problema émal posto.

As condições auxiliares que, junto com uma EDP, formam um problema bem posto, não
devem ser muitas, ou o problema não terá solução. Elas n˜ao devem ser poucas também, ou a
solução não será única. Finalmente, as condições auxiliares devem ser do tipo correto, ou a
solução não dependerá continuamente dos dados.

Problema bem posto é importante em F�́sica, Engenharia e outras áreas. Por exemplo, imagine
um experimento realizado em laboratório cujo modelo matemático é uma EDP. Se o problema
não tiver solução, então o experimento não terá uma explicação teórica. Se a EDP tiver mais
de uma solução, então haverá uma ambiguidade ao tentar-se explicar o experimento. E se não
tiver solução que depende continuamente dos dados, então qualquer imprecisão m�́nima dos
instrumentos poderá acarretar grandes distorções nos resultados.

O conceito desoluçãode uma EDP é muito vago, basicamente ele diz que é uma funç˜ao
que satisfaz a equação e suas condições iniciais e/ou decontorno. O caso é análogo a ideia de
de�nir o que é uma EDP. Primeiro é preciso saber se uma dada equação realmente faz sentido
para que possa ser denominada EDP. Assim, o conceito de soluc¸ão de uma EDP vai depender
fortemente da natureza da equação e de seus dados. Deste modo, neste texto o conceito de
solução aparecerá para cada tipo de problema a ser estudado, não como um conceito geral.

Um fato importante e que está fortemente relacionado aos estudos sobre EDP é que existem
espaços vetoriais dedimensão in�nita.A demonstração geral é delicada, pois usa o conceito de
cardinalidade e não será feita aqui. Um exemplo será apresentado ao leitor.

Exemplo 2.1:Considere o espaço vetorial de todas as funções cont�́nuas de�nidas no inter-
valo [0;1], ou seja,
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C([0;1]) = f f : [0;1] ! R j f é cont�́nuag:

Mostre que C([0;1]) tem dimensão in�nita.

SOLUÇÃO: Suponha que o espaço C([0;1]) tenha dimensão �nita e igual an, ou seja, que
dim[C([0;1])] = n, onden 2 N. Agora considere o seguinte conjunto contendo as seguintes
n+ 1 funções:

b =
�

x; x2; : : :; xn; xn+ 1	
:

Cada uma das funções do conjuntob é polinomial, logo cada uma delas é cont�́nua no in-
tervalo[0;1], portanto pertencem ao espaço C([0;1]). Isto mostra queb é um subconjunto de
C([0;1]).

O próximo passo consiste em fazer a combinação linear nula destas funções, isto é, escrever

a1 � x+ a2 � x2 + � � � + an � xn + an+ 1 � xn+ 1 = 0;

onde 0 representa, aqui, a função identicamente nula.
Como uma mesma função pode ser representada de várias maneiras, então tomar-se-á a

função polinomial identicamente nula como representante da função 0. Assim,

a1 � x+ a2 � x2 + � � � + an � xn + an+ 1 � xn+ 1 = 0x+ 0x2 + � � � + 0xn + 0xn+ 1:

A identidade acima �ca reduzida, deste modo, a uma igualdadeentre polinômios. Isto implica
dizer que os coe�cientes dos monômios de mesmo grau são iguais, ou seja,

a1 = 0; a2 = 0; : : :; an = 0; an+ 1 = 0:

Isto mostra que o conjuntob é L.I. (Linearmente Independente). Mas sabe-se daÁlgebra
Linear que, em um espaço de dimensão �nita e igual an, qualquer conjunto com mais de
n vetores é necessariamente L.D. (Linearmente Dependente). Como o conjuntob tem n+ 1
vetores e é L.I., então isto contradiz a hipótese de que o espaço C([0;1]) tem dimensão �nita
n (se fosse o caso,b teria que L.D.). Logo, C([0;1]) não tem dimensão �nita. Diz-se que um
espaço temdimensão in�nitaquando ele não tem dimensão �nita. Portanto o espaço C([0;1])
tem dimensão in�nita.

Uma situação importante sobre as EDP é saber que os espaços onde “moram” as soluções
têm dimensão in�nita, diferentemente das EDO cujo espaço solução é de dimensão �nita. Isto
será feito apenas na forma de um exemplo. E neste mesmo exemplo será poss�́vel constatar que
uma mesma EDP tem solução em vários espaços (logo, vários tipos de solução).

Exemplo 2.2:Considere a seguinte EDO:y00(x) = 0. Como esta equação de segunda ordem
é muito simples, ela pode ser integrada duas vezes em relação ax para determinar a sua solução
geral. De fato,y(x) = ax+ b, ondea e b são constantes. Observe que existem duas soluções
fundamentais,u(x) = x e v(x) = 1, de modo que a solução pode ser reescrita na formay(x) =
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a � u(x) + b� v(x). Então o espaço das soluções da EDO dado é aquele formados pelos pares
ordenados(a;b) (por exemplo,R2 eC2). Portanto, um espaço vetorial de dimensão �nita.

Agora considere uma função de duas variáveisu = u(x;y) e a EDPuxx = 0. Esta EDP pode
ser integrada em relação ax e que implica emux(x;y) = f (y) e que novamente integrada em
relação ax resulta emu(x;y) = f (y) � x+ g(y), que é a solução geral da EDP dada. Note que,
por dependerem apenas da variável independentey, as funçõesf (y) eg(y) se comportam como
“constantes” sob derivação emx. Observe também que a dimensão de um espaço está rela-
cionado com o espaço onde “moram” os coe�cientes da soluç˜ao geral da equação.

Agora considere como soluções fundamentais as funçõesv(x;y) = x e w(x;y) = 1, de modo
que a solução geral pode ser reescrita na seguinte forma:

(2.4) u(x;y) = f (y) � v(x;y)+ g(y) � w(x;y):

Na solução geral acima para a EDP dada, as soluções fundamentais sempre são as mesma,
o que muda são as funções coe�cientes na solução geral.Portanto, deve-se olhar para o espaço
onde “residem” estas funções coe�cientes para saber a suadimensão.

O espaço das soluções será aquele formados pelos pares( f (y);g(y)) , mas que são pares de
funções e não de escalares. E o exemplo 2.1 mostrou que espaços de funções tem dimensões
in�nitas. Logo, o espaço das soluções de EDP sempre tem dimensão in�nita.

Agora será considerado o tipo de solução para a EDPuxx = 0 dada. Como esta equação é
de segunda ordem, seria natural procurar por funçõesu(x;y) que satisfazem esta equação e que
sejam pertencentes ao espaço C2. Por outro lado, como a derivação é realizada emx, as funções
f (y) eg(y) não precisam ser de classe C2, porque elas atuam como “constantes”. Então o espaço
C1 também é um espaço de soluções parauxx.

Além disso, não há problema algum em tomarf ;g 2 C, ou seja, apenas cont�́nuas, pois estas
funções, quando derivadas em relação ax, sempre se anulam e neste espaço a solução geral con-
tinua verdadeira. Na verdade, se as funçõesf eg tiverem um número �nito de descontinuidade,
em nada alterará o fato deu(x;y) dada em (2.4) ser a solução geral deuxx. Pode mais, o espaço
de todas as funções descont�́nuas em um número in�nito depontos (ou até mesmo descont�́nua
em todos os pontos) atende as exigências da solução geral. No fundo, basta quef (y) e g(y)
sejam funções para queu(x;y) dada em (2.4) seja solução geral da EDP dada.

O comentário anterior mostra que uma mesma EDP pode ter vários espaços para suas
soluções e, consequentemente, soluções de naturezas diferentes. Mostra também que ao re-
solver uma EDP é necessário informar previamente em qual espaço se busca soluções, bem
como uma justi�cativa para esta escolha. E, por �m, revela que não existe uma de�nição de
solução para EDP, uma vez que as várias possibilidades desoluções para uma mesma equação
geram ambiguidades, e uma de�nição não pode ser amb�́gua.
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4.3 Tipos de equaç̃oes de segunda ordem

Considere uma EDPlinear de segunda ordemem duas variáveis:

(3.1) auxx+ 2buxy+ cuyy+ d ux + euy + f u = g:

Agora faça, formalmente, as seguintes substituições:

uxx 7! a 2; uxy 7! ab ; uyy 7! b2; ux 7! a ; uy 7! b :

Assim, a equação (3.1) se associa a um polinômio de grau dois ema eb :

p(a ;b ) = aa 2 + 2bab + cb2 + da + eb + f :

As propriedades matemáticas das soluções de (3.1) são em grande parte determinadas pelas
propriedades algébricas do polinômiop(a ;b ). O polinômiop(a ;b ), e junto com ele, a EDP
(3.1), é classi�cado de acordo com o sinal de seu discriminanteb2 � ac:

a) Hiperbólico: seb2 � ac> 0;

b) Parabólico: seb2 � ac= 0;

c) El�́tico: seb2 � ac< 0.

Observe que o tipo da equação (3.1) é determinado somentepor sua parte principal (veja a
seção 4.2) e que o tipo poderá, em geral, mudar com a posição no planoxy, mesmo quea;b e c
sejam constantes.

Exemplo 3.1:(a) A EDP 3uxx+ 2uxy+ 5uyy+ xuy = 0 é el�́tica. De fato,

b2 � ac= 12 � 3� 5 = � 14< 0:

(b) A equação de Tricomi para �uxo transônico,uxx+ yuyy = 0, tem

b2 � ac= 02 � 1� y = � y:

Assim, a equação de Tricomi é el�́tica paray > 0, parabólica paray = 0 e hiperbólica para
y < 0.

Uma EDPlinear de segunda ordememn variáveis tem a seguinte forma geral

(3.2)
n

å
i; j= 1

ai j uxi x j +
n

å
i= 1

bi uxi + cu= d:

Seuxi x j = ux j xi , então a parte principal de (3.2) pode sempre ser rearranjado de modo que
ai j = a ji . Assim, a matrizA =

�
ai j

�
, n� n, pode ser assumida como simétrica.
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Em Álgebra Linear mostra-se que cada matrizn� n real e simétrica temn autovalores reais.
Estes autovalores são (possivelmente repetidos) os zerosde um polinômio de graun em l ,
det(A� l I ), ondeI é a matriz identidaden� n.

Denote porP o número de autovalores positivos eN o número de autovalores iguais a zero
(isto é, a multiplicidade do autovalor zero) da matrizA. Então a equação (3.2) é:

� Hiperbólica: seN = 0 eP = 1, ouN = 0 eP = n� 1;

� Parabólica: seN > 0 (equivalentemente, se detA = 0);

� El�́tica: seN = 0 eP = n, ouN = 0 eP = 0;

� Ultra-hiperbólica: seN = 0 e 1< P < n� 1.

Se qualquer dos coe�cientesai j não for constante (isto é, se um deles for uma função), então
o tipo da equação (3.2) poderá variar de acordo com a posic¸ão.

Exemplo 3.2:Para a EDP 3uxx+ uyy+ 4uyz+ 4uzz= 0, tem-se

A =

2

6
6
6
6
4

3 0 0

0 1 2

0 2 4

3

7
7
7
7
5

e det

2

6
6
6
6
4

3� l 0 0

0 1� l 2

0 2 4� l

3

7
7
7
7
5

= ( 3� l )( l )( l � 5):

Comol = 0 é um autovalor, a EDP é parabólica (em todo o espaçoxyz).

Exemplo 3.3:Classi�que as seguintes equações quanto ao tipo:

a)uxx+ 2yuxy+ xuyy� ux + u = 0;

b) 2xyuxy+ xuy + yux = 0;

c) uxx+ uxy+ 5uyx+ uyy+ 2uyz+ uzz= 0.

SOLUÇÃO: (a) Na notação (3.1),a = 1, b = y e c = x. Comob2 � ac= y2 � x, a equação é
hiperbólica na regiãoy2 > x, parabólica sobre a curvay2 = x e el�́tica na regiãoy2 < x.

(b) Aqui, a = 0, b = xy e c = 0. Comob2 � ac= x2y2, que é positiva, exceto sobre os eixos
coordenados, a equação é hiperbólica para todox ey, excetox = 0 ouy = 0. Ao longo dos eixos
coordenados a equação se degenera para primeira ordem e a categoria de segunda ordem não se
aplica.

(c) Reescreva a equação em forma simétrica

(3.3) ux1x1 + 3ux1x2 + 3ux2x1 + ux2x2 + ux2x3 + ux3x2 + ux3x3 = 0

ondex1 = x, x2 = y ex3 = z.
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A matriz correspondendo �a parte principal de (3.3) é

A =

2

6
6
6
6
4

1 3 0

3 1 1

0 1 1

3

7
7
7
7
5
:

Como det(A� l I ) = ( 1 � l )3 � 10(1 � l ), os autovalores deA são 1 e 1�
p

10. Assim,
N = 0 eP = 3� 1 = 2, tornando a EDP hiperbólica (em toda parte).

Exemplo 3.4:Classi�que as seguintes EDP quanto �a ordem e ao tipo:

a) Equação do calor:ut � a2uxx = 0;

b) Equação de ondas:utt � a2uxx = 0;

c) Equação de Laplace:Du = uxx+ uyy = 0.

SOLUÇÃO: (a) A equação do calor é de segunda ordem, pois esta é a ordem da derivada
de maior ordem na equação. Para classi�car quanto ao tipo ´e necessário determinar o discrimi-
nante. ComoA= 0,B= 0 eC = � a2, segue-seB2 � AC= 02 � 0� (� a2) = 0. Portanto a equação
do calor é parabólica.

(b) A equação de ondas é de segunda ordem, pois esta é a ordem da derivada de maior ordem
na equação. Para esta equação, tem-se queA = 1, B = 0 eC = � a2, de modo queB2 � AC =
02 � 1� (� a2) = a2 > 0. Logo, a equação de ondas é hiperbólica.

(c) A equação de Laplace é de segunda ordem, pois esta é a ordem da derivada de maior ordem
na equação. Para esta equação, tem-seA= 1,B= 0 eC= 1. Logo,B2 � AC= 02 � 1�1= � 1< 0.
Portanto, a equação de Laplace é el�́tica.

As equações do calor, de ondas e de Laplace representam modelos do tipo parabólico,
hiperbólico e el�́tico, respectivamente. As soluções para problemas destes três tipos têm na-
turezas distintas. Assim, estas três equações, em virtude de seus tipos, são as mais representa-
tivas em um estudo inicial em EDP. As próximas seções ser˜ao destinadas aos estudos dessas
equações, onde cada uma será abordada separadamente.

4.4 Equaç̃ao do calor

Os problemas estudados nesta seção serão apresentados na forma de exemplos.
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Exemplo 4.1:O problema de condução do calor em uma barra, com extremidades mantidas
a uma temperatura de 0� C e com uma distribuição inicial de temperatura dada por uma função
f (x), é modelado da seguinte maneira:

(4.1)

8
>>>>><

>>>>>:

ut � a 2uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; t > 0;

u(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:

Figura 4.1: Problema do calor com condições de Dirichlet homogêneas.

As seguintes notações adotadas acima signi�cam:

ut =
¶u
¶t

e uxx =
¶2u
¶x2 �

A funçãou(x; t) é a temperatura da barra em cada pontox ao longo do tempot. A constante
a 2 é chamada dedifusividade térmicae é de�nida por

a 2 =
k
r s

,

ondek é a condutividade térmica,r é a densidade es é o calor espec�́�co do material da barra.
As condições de contornou(0; t) = u(L; t) = 0 representam a temperatura nas extremidades

da barra, que neste caso é 0� . Na verdade, este modelo diz que a temperatura nas extremidades
da barra devem ter valores constantes,u(0; t) = T1 e u(L; t) = T2. Porém, basta considerar o
caso homogêneo, já que o caso não homogêneo pode ser resolvido por mudança de variáveis
adequadas.
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Quando as condições de contorno dão informações sobrea funçãou nas extremidades da
barra,u(0; t) e u(L; t), o problema de condução de calor é chamado deproblema de Dirichlet.
Quando as condições de contorno dão informações sobrea derivada normal,1 ux(0; t) eux(L; t),
o problema de condução de calor é chamado deproblema de Neumann.

A condição inicial,u(x;0) = f (x), com 0� x � L, é uma distribuição inicial de temperatura,
ou seja, uma fonte de calor representada porf (x) em cada pontox da barra.

A EDP (Equação Diferencial Parcial),ut � a 2uxx = 0, descreve a evolução da temperatura no
intervalo 0< x < L ao longo do tempot > 0. Resolver o problema dado consiste em procurar
uma soluçãou(x; t) que satisfaz a EDP dada e submetida �as condições de contorno e inicial.

O problema de condução de calor (4.1) é linear, pois as potências das derivadas deu são todas
iguais a um. As condições de contornos são homogêneas, iguais a zero. Então, a ideia é procurar
soluções que satisfazem a EDP e as condições de contornoe depois fazer uma superposição para
satisfazer a condição inicial.

Observe, primeiro, queu(x; t) � 0 satisfaz a EDP do calor, bem como as condições de con-
torno, mas não satisfaz a condição inicial, exceto sef também for identicamente nula. Casof
não seja identicamente nula, entãou � 0 não interessa, pois ela signi�ca que a temperatura é
nula após a barra ter sido submetida a uma distribuição inicial de temperaturaf (x) não nula;
�sicamente isto não faz sentido. Então, o objetivo é procurar outras soluções não nulas para o
problema de condução do calor.

O método que será usado recebe o nome deseparação de variáveis.Este método consiste em
considerar, como hipótese, que a soluçãou(x; t) pode ser escrita como o produto de duas outras
funções, uma dependendo só dex e outra dependendo só det. Assim,

(4.2) u(x; t) = X(x) � T(t):

O procedimento consiste em derivaru(x; t) acima e substituir estas derivadas na equação do
calor. Um cálculo direto mostra que

ut(x; t) = X(x) � T0(t) e uxx(x; t) = X00(t) � T(t):

Substituindo estas derivadas na equaçãout � a 2uxx = 0, resulta em

X(x) � T0(t) � a 2X00(x) � T(t) ) X00(x) � T(t) =
1

a 2 � X(x) � T0(t);

ou ainda,

(4.3)
X00(x)
X(x)

=
1

a 2 �
T0(t)
T(t)

�

A leitura que se deve fazer sobre a equação acima é que as variáveis estão separadas, uma
vez que o primeiro membro só tem funções na variávelx e o segundo membro só tem funções
na variávelt. Além disso, deve-se responder a seguinte pergunta: Em qual situação uma função

1 Derivada normal é a derivada direcional na direção do vetor normal exterior, ou seja, o vetor normal apontando para
fora da região.
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que depende dex é igual a outra função que dependet? A igualdade só pode existir quando a
equação (4.3) for igual a uma mesma constante. Se assim não fosse, ao manter uma variável
�xa (por exemplo,x) e deixar a outra (no caso,t) variando, um lado permaneceria constante e o
outro estaria variando, mas isto viola a igualdade.

Agora denota-se por� l estaconstante de separação.Este sinal de “menos” é para simpli-
�car os cálculos, além do mais, nada é dito sobre o sinal del , de modo que é preciso com-
preender que não é correto dizer que� l é uma constante negativa. Assim, a equação (4.3) �ca
reescrita na forma

(4.4)
X00

X
=

1
a 2 �

T0

T
= � l ;

onde omitiu-se as variáveisx e t para simpli�car as notações.
A expressão em (4.4) implica em duas EDO:

(4.5) X00+ l X = 0 e T0+ a 2l T = 0:

A funçãou(x; t) = X(x) � T(t), para satisfazer a equação do calor, deve satisfazer as duas
EDO acima. Mas, além disso, também deve satisfazer as duascondições de contorno, isto é,
u(0; t) = u(L; t) = 0. Fazendox = 0 emu(x; t), obtém-se

u(0; t) = X(0) � T(t) = 0 ) X(0) � T(t) = 0;

isto signi�ca que, ouX(0) = 0 ouT(t) = 0 para todot > 0. Porém, seT(t) = 0 para todot > 0,
entãou(x; t) seria igual a zero para todo(x; t), ou seja,u � 0. Este escolha implica na solução
trivial e que já foi descartada. Assim, assume-se queX(0) = 0, que é conhecida comocondição
de compatibilidade,que, grosso modo, signi�ca que esta escolha torna o problema�sicamente
compat�́vel.

Fazendo o mesmo com a segunda condição de contorno, obtém-se

u(L; t) = X(L) � T(t) = 0 ) X(L) � T(t) = 0;

ou seja,X(L) = 0 ouT(t) = 0 para todot > 0. Como visto, a opçãoT(t) = 0 para todot > 0 con-
duz �a solução trivial, que está descartada. Então assume-se outra condição de compatibilidade,
que éX(L) = 0. Tem-se, portanto, que

(4.6) X(0) = 0 e X(L) = 0:

Segue-se da primeira equação em (4.5) e das duas condições em (4.6) que é necessário re-
solver o seguinte problema de valores de contorno:

(4.7)

8
>><

>>:

X00+ l X = 0;

X(0) = 0;

X(L) = 0:
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O exemplo 1.5 mostrou que o problema (4.7) exige análise sobre três casos:l = 0, l < 0 e
l > 0.

CASO 1: paral = 0. A equação �ca reduzida aX00= 0, que integrada duas vezes seguidas
resulta emX(x) = ax+ b. Agora usa-se as duas condições de compatibilidade. Parax = 0,
tem-se que

X(0) = a� 0+ b = 0 ) b = 0:

Assim, resultaX(x) = ax. Agora se fazx = L, de modo que

X(L) = a� L = 0 ) a = 0 ou L = 0:

ComoL > 0 (isto é, é diferente de zero), entãoa = 0. Com issoX(x) = 0 para todox. Mas se
X(x) = 0 para todox, segue-se da separação de variáveis,u(x; t) = X(x) T(t) = 0 para todox,
ou seja, queu � 0.

CASO 2: l < 0. Para evitar o aparecimento de ra�́zes quadradas, façal = � m2. Assim, a
equação em (4.7) �ca na formaX00� m2X = 0. Pelo exemplo 1.5, a solução geral desta EDO é

X(x) = c1 � cosh(mx)+ c2 � senh(mx):

Usando a primeira condição de contorno,X(0) = 0, obtém-se

X(0) = c1 � cosh0+ c2senh0= 0 ) c1 = 0:

Logo a solução geral �caX(x) = c2 � senh(mx). Usado a segunda condição de contorno,
X(L) = 0, obtém-se

X(L) = c2 � senh(mL) = 0 ) c2 = 0 ou senh(mL) = 0:

ComoL > 0 em6= 0 (poisl < 0), entãomL 6= 0, de modo que senh(mL) 6= 0. Isto implica
quec2 = 0. Logo,X(x) = 0 para todox e, portanto,u � 0.

CASO 3: l > 0. Fazendol = m2, tem-se que a equação em (4.7) �ca na formaX00+ m2X = 0.
Pelo exemplo 1.5, esta última equação tem solução geral

X(x) = c1 � cos(mx)+ c2 � sen(mx):

Usando a primeira condição de contorno,X(0) = 0, obtém-se

X(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 0 ) c1 = 0:

Assim a equação �ca na formaX(x) = c2 � sen(mx). Agora aplicax-se a segunda condição de
contorno,X(L) = 0, para concluir que

X(L) = c2 � sen(mL) = 0 ) c2 = 0 ou sen(mL) = 0:
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Se c2 = 0, entãoX(x) = 0 para todox e, consequentemente,u � 0, que após somar as
soluções dos três casos, resultaria na solução trivial u � 0, que não interessa. Assim, tem-se
que sen(mL) = 0, que implica em

mL = np ) m= npL e l =
n2p2

L2 �

Assim,
Xn(x) = c2 � sen

� npx
L

�
�

Sem perda de generalidade, pode-se fazerc2 = 1 (isto �cará claro mais adiante), de modo
que

(4.8) Xn(x) = sen
� npx

L

�
�

Agora retorna-se a equação (4.5) emT, isto é,T0+ a 2l T = 0. Observe, primeiro, que os
casosl = 0 e l < 0 �cam descartados também para esta equação, pois mesmo que tenha
solução, ela não interessará, uma vez que nestes dois casos sempre se temu � 0 como foi visto.
Então, resta apenas resolver esta equação paral > 0. Assim, a equação �ca

T0+
n2p2 a 2

L2 T = 0:

Mas esta EDO é simples de resolver, de modo queT(t) é proporcional exp
�
(� n2p2a 2t)=L2

�
, ou

seja, a solução para a equação acima é

Tn(t) = k� e(� n2p2a2 t)=L2
:

Novamente, sem perda de generalidade, pode-se tomark = 1, de modo que

(4.9) Tn(t) = e( � n2p2a2t)=L2
:

De u(x; t) = X(x) � T(t) segue-se queun(x; t) = Xn(x) � Tn(t). Então, basta multiplicar (4.8) e
(4.9) para obter

un(x; t) = e( � n2p2a2t)=L2
� sen

� npx
L

�
; n = 1;2;3; : : :

Estas funções acima, para todon 2 N, satisfazem a EDP dada (4.1), bem como as condições
de contornos. Para con�rmar, basta fazer as substituições diretamente; �ca como exerc�́cio.
Resta apenas veri�car se elas satisfazem a condição inicial

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:

Quando se trabalha com EDO e P.V.I., é comum formar combinac¸ões lineares de soluções
fundamentais e depois escolher os coe�cientes desta combinação que satisfazem as condições
iniciais. O passo a ser adotado para a nossa EDP é similar, uma vez que existe uma in�nidade
de soluções para o problema. A combinação linear geral ´e, na verdade, uma série in�nita. E
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o procedimento de formar estas “combinações lineares in�nitas” é chamado desuperposição.
Assim, supõe-se que seja poss�́vel escrever

(4.10) u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � un(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � e(� n2p2a2t)=L2
� sen

� npx
L

�
,

onde os coe�cientescn ainda estão indeterminado.
Deve-se supor que está série dada em (4.10) é convergente. Assim, para satisfazer a condição

inicial u(x;0) = f (x), para 0� x � L, deve-se fazert = 0 em (4.10), de modo que

u(x;0) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
= f (x):

É a partir da expressão acima que se escolhe os coe�cientescn de modo que a série de senos
acima convirja para a distribuição inicial de temperatura f (x), com 0� x � L. Mas observe que
a série

f (x) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�

é exatamente a série de Fourier para uma função �́mpar nointervalo� L � x � L. Portanto, se
a funçãof (x) for estendida de modo �́mpar no intervalo[� L;L] e depois estendida de forma
periódica de per�́odoT = 2L, nomeando tal extensão porf (x), então a série acima é tal que seus
coe�cientes são dados por

cn =
1
L

Z L

� L
f (x) � sen

� npx
L

�
dx=

2
L

Z L

0
f (x) � sen

� npx
L

�
dx;

pois o integrando é uma função par (pois o integrando é produto de duas funções,f e seno, que
são �́mpares). Além disso,f coincide comf no intervalo[0;L].

Portanto, a solução do problema (4.1) é dada por

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � e(� n2p2a2t)=L2
� sen

� npx
L

�
,

onde os coe�cientescn são dados por

cn =
2
L

Z L

0
f (x) � sen

� npx
L

�
dx:

O que garante a convergência da solução acima é a natureza da funçãof . Para dar sentido,
inicialmente se fez uma extensão �́mpar e periódica de per�́odo T = 2L. Mas como visto no
cap�́tulo 2, para que a série de Fourier paraf convirja, também é necessário supor quef seja
seccionalmente diferenciável. Em todo este cap�́tulo será assumido que as funções que aparecem
nos problemas satisfazem as hipóteses para convergências indicadas.

Apesar de a funçãof poder ser descont�́nua (a�nal, por hipótese,f é seccionalmente diferen-
ciável), a soluçãou(x; t) é cont�́nua para valores arbitrariamente pequenos det > 0, na verdade
é poss�́vel mostrar que a solução é de classe C¥ . Isto mostra que a condução do calor é um
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processo que suaviza, instantaneamente, quaisquer descontinuidades que possam estar presentes
na distribuição inicial de temperaturaf (x).

Por �m, o leitor é convidado a observar atentamente a solução obtida e analisar seu compor-
tamento. Note que a exponencial que aparece no somatório tem potência negativa, isto faz com
que a solução tenda para zero quandot tende para in�nito. E isto está coerente com o problema
proposto, uma vez que a barra está mantida a 0� nas extremidades, ou seja, quando o tempo
aumenta a temperatura da barra se aproxima de 0� .

Observaç̃ao 4.1:Para saber se a solução obtida para o problema (4.1) está correta, é preciso
testar e justi�car. Deve-se veri�car que a solução satisfaz as condições de contono, bem como
a própria equaçãodo calor. A solução obtida no exemploanterior é

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � e( � n2p2a2t)=L2
� sen

� npx
L

�
�

Apenas dessa vez, neste texto, será mostrado que esta soluc¸ão satisfaz a EDP dada e as
condições de contorno. Nos demais exemplos a veri�cação de que é solução será deixada para
o leitor.

Inicia-se pelas condições de contorno. Tem-se:

u(0; t) =
¥

å
n= 1

cn � e( � n2p2a2t)=L2
� sen

�
np0
L

�
=

¥

å
n= 1

cn � e( � n2p2a2 t)=L2
� sen0= 0

e

u(L; t) =
¥

å
n= 1

cn � e(� n2p2a2 t)=L2
� sen

�
npL

L

�
=

¥

å
n= 1

cn � e( � n2p2a2t)=L2
� sen(np) = 0;

pois sen0= 0 e seno de múltiplo inteiro dep também é zero.
Para mostrar que satisfaz a EDP em (4.1), deve-se derivar (4.10), “formalmente”, uma vez

em relação at, duas vezes em relação ax e substituir na equação. Assim,

ut(x; t) =
¥

å
n= 1

� n2p2a 2

L2 � cn � e( � n2p2a2t)=L2
� sen

� npx
L

�

e

ux(x; t) =
¥

å
n= 1

np
L

� cn � e( � n2p2a2 t)=L2
� cos

� npx
L

�
,

de modo que

uxx(x; t) =
¥

å
n= 1

� n2p2

L2 � e( � n2p2a2 t)=L2
� sen

� npx
L

�
�

Substituindo as expressões paraut(x; t) euxx(x; t) na EDP dada em (4.1), obtém-se

ut � a 2 uxx =
¥

å
n= 1

� n2p2a 2

L2 � cn � e(� n2p2a2 t)=L2
� sen

� npx
L

�
�



378 4 Aplicações �as EDP

� a 2
¥

å
n= 1

� n2p2

L2 � e( � n2p2a2 t)=L2
� sen

� npx
L

�

=
¥

å
n= 1

� n2p2a 2

L2 � cn � e(� n2p2a2 t)=L2
� sen

� npx
L

�
+

+
¥

å
n= 1

� n2p2a 2

L2 � e( � n2p2a2t)=L2
� sen

� npx
L

�

= 0;

o que demonstra o que foi a�rmado.
Antes de continuar é preciso fazer uma observação: nos passos anteriores, para realizar as

derivações, passou-se a derivada para dentro do s�́mbolode somatório. Em geral isso não é
poss�́vel, somente é poss�́vel se a série assim formada converge uniformemente e nada garante
isso até agora. Sugere-se que o leitor retorne �a seção 2.7 do cap�́tulo 2 para ver as hipóteses
necessárias para que as operações acima sejam válidas.

Exemplo 4.2:Considere agora o seguinte problema:

(4.11)

8
>>>>><

>>>>>:

ut � a 2uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = T1; t > 0;

u(L; t) = T2; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:

No problema acima, as condições de contorno são não homogêneas: uma das extremidades
da barra é mantida a uma temperatura constanteT1 e a outra é mantida com outra temperatura
constanteT2. A ideia para resolver este problema consiste em reduzi-lo aum problema com
condições de contorno homogêneas, que pode ser resolvido como no problema (4.1). Quando
uma EDP modela algum problema f�́sico é comum observar o fenômeno envolvido e usar argu-
mentos f�́sicos para resolver o problema.

No caso do problema (4.11) quandot ! ¥ a barra alcançará uma temperatura estacionária
v(x), ou seja, independente do tempot e das condições iniciais. Note que a derivada dev em
relação at é nula, pois a funçãov só depende dex. Assim, ao substituir as derivadas dev(x) na
equação do calor, obtém-sevt = 0 evxx = v00. Além disso, usa-se as condições de contorno para
x = 0 ex = L. O problema emv �ca assim:

8
>><

>>:

v00(x) = 0; 0 < x < L;

v(0) = T1;

v(L) = T2:
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Figura 4.2: Problema do calor com condições de Dirichlet não homogêneas.

O problema acima é uma EDO com condições de contorno. A solução geral da EDO é obtida
integrando-se duas vezes seguinda e é dada porv(x) = ax+ b. Agora usa-se as duas condições
de contorno para encontrar as duas contantesa e b. Tem-se:

(
v(0) = a� 0+ b = T1;

v(L) = a� L + b = T2
) b = T1 e a =

T2 � T1

L
�

Portanto,

(4.12) v(x) =
T2 � T1

L
x+ T1:

O próximo passo consiste em escrever o problema (4.11) comosoma de temperatura esta-
cionáriav(x) com outra transientew(x; t), ou seja,

u(x; t) = v(x)+ w(x; t)

Derivando parcialmente a equação acima, primeiro em relação at e depois duas vezes em
relação ax, obtém-se

ut(x; t) = wt (x; t) e uxx(x; t) = wxx(x; t);

poisvt(x) = 0 evxx(x) = v00(x) = 0.
Substituindo estas derivadas parciais na EDP do problema (4.11), resulta em

ut � a uxx = wt � a wxx = 0 ) wt � a wxx = 0:

Para as condições de contorno, encontra-se
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(
u(0; t) = v(0)+ w(0; t) = T1;

u(L; t) = v(L)+ w(L; t) = T2;
)

(
T1 + w(0; t) = T1;

T2 + w(L; t) = T2;

ou seja,w(0; t) = 0 ew(L; t) = 0. Para a condição inicial, tem-se queu(x;0) = v(x)+ w(x;0) =
f (x), isto é,

w(x;0) = f (x) � v(x) ) w(x;0) = f (x) �
T2 � T1

L
x� T1:

Portanto, o problema a ser resolvido paraw �ca assim resumindo:

(4.13)

8
>>>>><

>>>>>:

wt � a wxx = 0; para 0< x < L; t > 0;

w(0; t) = 0; para t > 0;

w(L; t) = 0; para t > 0;

w(x;0) = f (x) �
T2 � T1

L
x� T1; para 0� x � L:

Fazendo
g(x) = f (x) �

T2 � T1

L
x� T1;

o leitor notará que o problema (4.13) é idêntico ao problema (4.1), onde se trocaf por g dada
acima eu porw. Como visto anteriormente, a solução do problema (4.1) édada por

w(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � e(� n2p2a2 t=L2
� sen

� npx
L

�
,

onde

cn =
2
L

Z L

0
g(x) � sen

� npx
L

�
dx=

2
L

Z L

0

�
f (x) �

T2 � T1)
L

x� T1

�
� sen

� npx
L

�
dx:

Para �nalizar, basta lembrar que a solução do problema (4.11) éu(x; t) = v(x)+ w(x; t). Por-
tanto, tem-se que

u(x; t) =
(T2 � T1)

L
x+ T1 +

¥

å
n= 1

cn � e(� n2p2a2 t=L2
� sen

� npx
L

�
,

onde

cn =
2
L

Z L

0

�
f (x) �

T2 � T1)
L

x� T1

�
� sen

� npx
L

�
dx:

Exemplo 4.3:Considere agora o seguinte problema:
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(4.14)

8
>><

>>:

ut � a 2uxx = 0; para x 2 R e t > 0;

u(x;0) = f (x); para x 2 R;

u limitada.

Figura 4.3: Problema da barra in�nita.

O problema acima modela a temperaturau = u(x; t) em umabarra in�nita, onde se conhece
apenas a distribuição inicial de temperatura. A condiç˜ao deu ser uma função limitada é uma
condição de contorno no in�nito e que garante a unicidade da solução do problema dado. Esta
condição também impoê a condição de compatibilidadef limitada.

Emprega-se o método de separação de variáveis, procurando soluções da forma

u(x; t) = X(x) T(t):

Derivando a expressão acima, encontram-seut = X � T0e uxx = X00� T. Agora substitui-se na
EDP para obter

X00

X
=

1
a 2 �

T0

T
= � l ;

ondel é uma constante. Portanto,

X00+ l X = 0 e T0+ la 2T = 0:

A solução geral da EDO emX é dada por

X(x) = a� e
p

� l x + b� e�
p

� l x

e a solução geral para a EDO emT é dada por

T(t) = k� e� l t:

O leitor deve observar quea eb acima não são necessariamente constantes. Na verdadea eb
podem depender (ou seja, ser função) del , que não muda a solução geral. Para ver isso, escreva

X(x) = a(l ) � e
p

� l x + b(l ) � e�
p

� l x:
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Observe que a intenção é derivar duas vezes a expressão acima e veri�car se ela satisfaz a
equaçãoX00+ l X = 0. Note também que as funçõesa(l ) eb(l ), quando derivadas em relação
a x, atuam como “constantes”. Assim,

X0(x) =
p

� l � a(l ) � e
p

� l x �
p

� l � b(l ) � e�
p

� l x;

X00(x) =
p

� l �
p

� l � a(l ) � e
p

� l x �
p

� l �
�

�
p

� l
�

� b(l ) � e�
p

� l x;

X00(x) = � l � a(l ) � e
p

� l x � l � b(l ) � e�
p

� l x;

Agora o resultado obtido será substitu�́do na EDO para veri�car se ela é satisfeita. Tem-se:

X00+ l X =
h
� l � a(l ) � e

p
� l x � l � b(l ) � e�

p
� l x

i
+

+ l
h
a(l ) � e

p
� l x + b(l ) � e�

p
� l x

i

= � l � a(l ) � e
p

� l x � l � b(l ) � e�
p

� l x +

+ l � a(l ) � e
p

� l x + l � b(l ) � e�
p

� l x

= 0:

Isto mostra quea(l ) e b(l ) não precisam ser constantes para queX(x) satisfaça a EDO
X00+ l X = 0. Isto se deve ao fato de não existir qualquer condição adicional, como as condições
de contorno, que possa garantir quea(l ) e b(l ) sejam de fato constantes.

Continuando, tem-se, portanto, que a solução geral para aequação do calor,u(x; t) = X(x) �
T(t), é dada por

ul (x; t) =
h
a(l ) � e

p
� l x + b(l ) � e�

p
� l x

i
� e� l t:

Como se busta soluções limitadas, então
p

� l tem que ser um imaginário puro,2 de modo
quel 2 R e l � 0. Fazendol = w2, obtém-se

uw(x; t) =
h
a(w) � e

p
� w2x + b(w) � e�

p
� w2x

i
� e� w2t :

Observando que
p

� w2 =
p

� 1� w = iw, a solução geral �ca na forma

(4.15) uw(x; t) =
�
a(w) � eiwx + b(w) � e� iwx� � e� w2t :

A EDO X00� w2X = 0 acrescida da condição de a solução ser limitada faz comque o conjunto
de autovalores desta equação não seja enumerável, poisse tem um conjunto de números reais

2 Em Variáveis Complexa tem um resultado, cujo nome é teorema de Liouville, cujo enunciado é: “Se uma função
f (z) for inteira e limitada no plano complexo, entãof (z) é constante em todo o plano”. Uma função complexa é inteira
quando ela é diferenciávelem todos os pontos do plano complexo. Esse é o caso da funçãof (z) = ez. Mas se essa função
fosse limitada, então pelo teorema ela teria que ser constante. Mas é fácil ver quef (z) = ez não é constante, logo ela é
ilimitada.
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w. E como não se tem uma fam�́lia enumerável de autovalores,então não é poss�́vel formar
uma série somando todas as soluções de (4.15). Se interpretar-se uma série como uma “soma
discreta”, então a ideia de “somar continuamente” deve serinterpretada como uma integral.
Logo, é natural procurar soluções do problema (4.14) integrando as soluções em (4.15). Assim,

u(x; t) =
Z ¥

0
uw(x; t) dw

=
Z ¥

0

�
a(w) � eiwx + b(w) � e� iwx� � e� w2t dw

=
Z ¥

0
a(w) � eiwx � e� w2t dw +

Z ¥

0
b(w) � e� iwx � e� w2t dw

=
Z ¥

0
a(w) � eiwx � e� w2t dw �

Z � ¥

0
b(� a ) � eia x � e� (� a )2t da

=
Z ¥

0
a(w) � eiwx � e� w2t dw +

Z 0

� ¥
b(� a ) � eia x � e� a 2t da

=
Z ¥

0
a(w) � eiwx � e� w2t dw +

Z 0

� ¥
b(� w) � eiwx � e� w2t dw;

onde se fez a mudança de variáveisw = � a (edw = � da ). No último passo acima retornou-se
com a letraw no lugar dea , pois a variável de integração é “muda” (isto é, não importa qual
letra é usada).

Agora de�ne-se

g(w) =

(
a(w); se � ¥ w < 0;

b(� w); se 0� w < ¥ :

Deste modo, obtém-se

u(x; t) =
Z ¥

0
a(w) � eiwx � e� w2t dw +

Z 0

� ¥
b(� w) � eiwx � e� w2t dw

=
Z ¥

0
g(w) � eiwx � e� w2t dw +

Z 0

� ¥
g(w) � eiwx � e� w2t dw

=
Z ¥

� ¥
g(w) � eiwx � e� w2t dw:

Para fazer com que certas fórmulas sejam simétricas, multiplica-se a integral acima por1=
p

2p,
de modo que uma representação melhor parau(x; t) é

u(x; t) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
g(w) � eiwx � e� w2t dw:

Agora observe que a condição inicial dada,u(x;0) = f (x), quando aplicada na expressão
acima parau(x; t) (isto é, fazendot = 0 emu(x; t)), implica em
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f (x) =
1

p
2p

Z ¥

� ¥
g(w) � eiwxdw:

A expressão acima paraf (x) é a transformada inversa de Fourier. E o procedimento de inte-
grar as soluçõesuw(x; t) dadas em (4.15) sugere, para o problema da barra in�nita, a correspon-
dente aplicação da transformada direta de Fourier em ambos os membros da EDP dada.

O próximo exemplo resolve o problema (4.14) através de transformadas de Fourier.

Exemplo 4.4:Resolva o seguinte problema da barra in�nita:

(4.16)

8
>><

>>:

ut � a 2uxx = 0; para x 2 R e t > 0;

u(x;0) = f (x); para x 2 R;

ju(x; t)j < M; ondeM > 0:

SOLUÇÃO: Aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equação, bem
como a sua linearidade, obtém-se

F
�
ut � a 2uxx

�
= 0 ) F(ut ) � a 2 � F(uxx) = 0:

Pela proposição 5.3 (do cap�́tulo 3), tem-se que

F[ut(x; t)] =
¶
¶t

F[u(x; t)] e F[uxx(x; t)] = � w2 � F[u(x; t)]:

Substituindo na última equação acima, encontra-se

¶
¶t

F[u(x; t)] + a 2w2 � F[u(x; t)] = 0 )
¶
¶t

� F[u(x; t)] = � a 2w2F[u(x; t)];

ou de forma mais simples:
d
dt

F(u) = � a 2w2 � F(u):

A expressão acima pode ser interpretada como uma EDO de primeira ordem e cuja solução
geral é dada por

F(u) = k� e� a 2w2t ;

ou mais explicitamente,
F[u(x; t)] = k� e� a 2w2 t :

Fazendot = 0 na expressão acima e lembrando a condição inicialu(x;0) = f (x), obtém-se

F[ f (x)] = F[u(x;0)] = k� e0 = k:

Portanto,

(4.17) F[u(x; t)] = F[ f (x)] � e� a 2w2 t :
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Pela fórmula 7 da tabela de transformada de Fourier, tem-seque

F
�

e� ax2
�

=
1

p
2a

� e� w2=4a:

Fazendo
a =

1
4a 2 t

ou
1
4a

= a 2 t;

obtém-se
F

h
e

� x2=(4a2t)
i

=
1

p
2=(4a 2t)

� e� a 2w2t ;

ou ainda,
F

h
e

� x2=(4a2t)
i

= a
p

2t � e� a 2w2t ;

que implica em

(4.18) F
�

1

a
p

2t
� e� x2=(4a2t)

�
= e� a 2w2t :

Substituindo (4.18) em (4.17), obtém-se

F[u(x; t)] = F[ f (x)] � F
�

1

a
p

2t
� e

� x2=(4a2 t)
�

:

Mas pelo teorema 6.1 do cap�́tulo 3 (convolução no tempo),tem-se que

F[( f � g)(x)] =
p

2p � F[ f (x)] � F[g(x)]:

Portanto,

F[u(x; t)] =
1

p
2p

� F
�

f (x) �
�

1

a
p

2t
� e� x2=(4a2t)

��

= F
�

1
p

2p
�

1

a
p

2t
� f (x) �

�
e� x2=(4a2t)

� �

= F
�

1
2a

p
pt

� f (x) �
�

e
� x2=(4a2t)

� �

Aplicando a transformada inversa em ambos os membros, obtém-se

u(x; t) =
1

2a
p

pt
� f (x) �

h
e� x2=(4a2 t)

i

=
1

2a
p

pt

Z ¥

� ¥
f (y) � e

� (x� y)2=(4a2t) dy:

A última expressão acima é a solução do problema (4.16). Além disso, é poss�́vel demonstrar
que, sef é uma função limitada, seccionalmente cont�́nua e absolutamente integrável, então a
solução acima de�ne uma função que satisfaz a equaçãodo calor e lim

t! 0+
u(x; t) = f (x); nos

pontos em quef é cont�́nua.
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4.5 Equaç̃ao da onda

Exemplo 5.1:Suponha que uma corda elástica de comprimentoL esteja ligeiramente esticada
entre dois pontos colocados horizontalmente, de modo que o eixo x esteja ao logo da corda.
Pense em um elástico preso por dois pregos, ou as cordas de umviolão, por exemplo. Suponha
que a corda seja colocada em movimento, oscilando em um planovertical. Denote poru(x; t)
o deslocamento vertical da corda no pontox e no instantet. Suponha também que os efeitos
de amortecimento (resistência oferecida pelo meio onde a corda se encontra) são desprezados e
que a amplitude do movimento não é muito grande.

Figura 5.1: A corda vibrante.

Nestas condições, o modelo matemático da corda vibranteé dado por

(5.1)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

utt � a 2uxx = 0; se 0< x < L e t > 0;

u(0; t) = 0; se t � 0;

u(L; t) = 0; se t � 0;

u(x;0) = f (x); se 0� x � L;

ut(x;0) = 0; se 0� x � L:

A constantea 2 que aparece na equação de onda é dada por

a 2 =
T
r

,

ondeT é a tensão na corda er é massa por unidade de comprimento.
As condições de contornou(0; t) = 0 = u(L; t) signi�cam que as extremidades da corda per-

manecem �xas. Já a condição inicialu(x;0) = f (x), para 0� x � L, signi�ca a posição inicial da
corda e a condição inicialut(x;0) = 0 signi�ca que a velocidade inicial da corda é zero, ou seja,
parte do repouso. Portanto, o modelo dado em (5.1) descreve acorda elástica com deslocamento
inicial não nulo.

Este primeiro problema envolvendo a equação de onda seráresolvido pelo método de
separação de variáveis. Suponha que a solução seja dada por

(5.2) u(x; t) = X(x) � T(t):

Então, como já visto,
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Figura 5.2: O problema da corda com extremidades �xas partindo do repouso.

utt(x; t) = X(x) � T00(t) e uxx(x; t) = X00(x) � T(t):

Substituindo estas expressões na equação de onda, obtém-se

X(x) � T00(t) � a 2X00(x) � T(t) = 0 ) X00(x) � T(t) =
1

a 2 � X(x) � T00(t);

ou ainda, que
X00(x)
X(x)

=
1

a 2 �
T00(t)
T(t)

= � l :

Como já foi visto, o primeiro membro só depende dex, enquanto o segundo membro só
depende det, de modo que a igualdade só faz sentido se ambos os membros forem iguais a uma
mesma constante. Como já dito, o sinal de menos não signi�ca que a constante é negativa, ele
é usado apenas para simpli�car as contas que serão feitas aseguir. Segue-se imediatamente da
igualdade acima que

(5.3)

(
X00+ l X = 0;

T00+ a 2l T = 0:

Agora deve-se substituir as condições de contorno em (5.2) para obter as condições de com-
patibilidade. Tem-se:

u(0; t) = X(0) � T(t) = 0 ) X(0) = 0 ou T(t) = 0 para todot:

Mas seT(t) = 0 para todot, então por (5.2) se vê facilmente queu � 0, ou seja, se tem a
solução trivial e que não é de interesse. Fisicamente, asolução trivial signi�ca dizer que você
puxa a corda e ela imediatamente volta para a posição de equil�́brio; isso não faz sentido, já que
a corda é elástica. Segue-se da�́, queX(0) = 0.
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Com a outra condição de contorno se obtém

u(L; t) = X(L) � T(t) = 0 ) X(L) = 0 ou T(t) = 0 para todot:

Novamente, seT(t) = 0 para todot, então por (5.2) segue-se queu � 0. Portanto, escolhe-se
a condiçãoX(L) = 0.

A condição inicialut(x;0) = 0 também é usada. Derivando (5.2) em relação at, obtém-se que
ut(x; t) = X(x) � T0(t), de modo que

ut(x;0) = X(x) � T0(0) = 0 ) T0(0) = 0 ou X(x) = 0 para todox:

Como visto, seX(x) = 0 para todox, entãou � 0. Logo,

(5.4) T0(0) = 0:

Assim, deve-se resolver o seguinte problema de valores de contorno:

(5.5)

8
>><

>>:

X00+ l X = 0;

X(0) = 0;

X(L) = 0:

Como l pode ser igual a zero, negativo ou positivo, então é preciso dividir o problema em
três casos.

CASO 1: paral = 0 a equação �ca reduzida aX00= 0, que integrada duas vezes em relação
a x resulta emX(x) = ax+ b. Agora deve-se usar as condições de contorno para determinar o
valor das constantesa eb. Tem-se:

X(0) = a� 0+ b = 0 ) b = 0:

Resulta da�́ queX(x) = ax. Usando a segunda condição de contorno, encontra-se

X(L) = a� L = 0 ) a = 0 ou L = 0:

MasL é o comprimento da corda, logo ele não pode ser igual a zero.Segue-se, portanto, que
a = 0, o que implica queX(x) = 0 para todox. E por (5.2), segue-se queu � 0.

CASO 2: l < 0. Fazendol = � m2, para evitar o aparecimento de ra�́zes negativas, a equaç˜ao
�ca escrita na formaX00� mX = 0. Pelo exemplo 1.5, esta última equação tem a seguinte solução
geral:

X(x) = c1 � cosh(mx)+ c2 senh(l x):

Pela primeira condição de contorno em (5.5), obtém-se

X(0) = c1 � cosh0+ c2senh0= 0 ) c1 = 0:

Logo,X(x) = c2 � senh(mx). Usando a segunda condição de contorno, encontra-se
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X(L) = c2 � senh(mL) = 0 ) c2 = 0 ou senh(mL) = 0:

Mas como visto, senh(mL) 6= 0, poism6= 0 eL 6= 0, de modo quem� L 6= 0, e seno hiperbólico
de números diferentes de zero é diferente de zero (use a fórmula para se convencer disso). Logo,
c2 = 0, de modo queX(x) = 0 para todox e isto implica emu � 0 ao se usar (5.2).

CASO 3: paral > 0. Fazendol = m2, a equação �ca na formaX00+ m2X = 0. Pelo exemplo
1.5, segue-se que a solução geral da EDO é dada por

X(x) = c1 � cos(mx)+ c2 � sen(mx):

Usando a primeira condição de contorno, obtém-se

X(0) = c1 � cos0+ c2sen0= 0 ) c1 = 0:

Logo, a equação �ca resumida emX(x) = c2 � sen(mx). Agora aplica-se a segunda condição
de contorno para encontrar

X(L) = c2 � sen(mL) = 0 ) c2 = 0 ou sen(mL) = 0:

Caso sejac2 = 0, entãoX(x) = 0 para todox, de modo que se temu � 0. Então procura-se
casos em que sen(mL) = 0, ou seja, o argumento deve ser igual a um múltiplo dep, isto é,

sen(mL) = 0 ) mL = np ) L =
np
L

�

Além disso, por serl = m2, segue-se que

l =
n2p2

L2 �

Portanto, o problema (5.5) tem as seguintes soluções

Xn(x) = c2 � sen
� npx

L

�
; n = 1;2;3; : : :

Sem perda de generalidade, pode-se tomarc2 = 1, como já foi explicado anteriormente (esta
constante será “absorvida” pelas constantes que aparecerão na superposição de soluções). As-
sim,

(5.6) Xn(x) = sen
� npx

L

�
; n = 1;2;3; : : :

Como os casos 1 e 2 levam sempre �a solução trivialu � 0, então não importa como será
a solução para a equaçãoT00+ a 2m2T = 0 nestes dois casos. Assim, a EDO emt deve ser
analisada apenas na situação do caso 3. E pelo exemplo 1.5 asolução geral para esta equação é

T(t) = k1 � cos(amt)+ k2 � sen(amt):

Por (5.4) tem-se queT0(0) = 0. Derivado a solução acima e usando esta condição, obt´em-se

T0(t) = � k1am� sen(amt)+ k2lm cos(amt);
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de modo que

T0(0) = � k1am� sen0+ k2amcos0= 0 ) k2am = 0:

Mas como já visto,a ; m6= 0, logok2 = 0 e, portanto,

T(t) = k1 � cos(amt):

Sem perda de generalidade, toma-sek2 = 1 e introduz-se o valor dem já obtido no caso 3
para escrever

(5.7) Tn(t) = cos
� npa t

L

�
, n = 1;2;3; : : :

Segue-se de (5.2), (5.6) e (5.7) que

(5.8) un(x; t) = Xn(x) � Tn(t) = sen
� npx

L

�
� cos

� npa t
L

�
, n = 1;2;3; : : :

satisfazem a EDP e as condições de contorno do problema (5.1), bem como a segunda condição
inicial ut(x;0) = 0 (deixa-se estas veri�cações como exerc�́cio para o leitor). As funções acima
são soluções fundamentais do problema dado.

A primeira condição inicial em (5.1),u(x;0) = f (x), com 0� x � L, será agora usada. Para
satisfazer esta condição inicial, considera-se uma superposição das soluções fundamentais (5.8)
com escolha adequada dos coe�cientes. Assim, supõe-se queo candidato �a solução tenha a
seguinte forma:

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � un(x; t)

=
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� cos

� npa t
L

�
�

Mas para que este candidato �a solução seja de fato soluç˜ao do problema (5.1) é preciso
informar com precisão quais são estas constantescn, ou seja, uma maneira de obtê-las concre-
tamente.É neste ponto que se usa a primeira condição inicial, fazendo t = 0 no candidato �a
solução. Tem-se:

u(x;0) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� cos0= f (x);

ou seja, que

f (x) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
�

Mas a expressão acima é exatamente a série de Fourier parauma função �́mpar. Assim,
estende-se a funçãof dada para uma função de�nida no intervalo simétrico� L � x � L,
tornando-a periódica de per�́odoT = 2L. Com isso, usando a notaçãof (x) para a extensão
feita, a última série será uma série de senos, onde os coe�cientes cn são dados por
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cn =
1
L

Z L

� L
f (x) � sen

� npx
L

�
dx=

2
L

Z L

0
f (x) � sen

� npx
L

�
dx;

onde, no último passo acima, usou-se o fato de que a extensão f (x) é �́mpar e seno é uma função
também �́mpar, de modo que o produto entre elas resulta em função par, resultando assim em
uma integral no semi-intervalo[0;L] multiplicada por 2. Além disso,f (x) coincide comf (x)
nesse último intervalo.

Portanto, a solução para o problema (5.1) é dada por

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� cos

� npa t
L

�
,

onde os coe�cientescn são dados por

cn =
2
L

Z L

0
f (x) � sen

� npx
L

�
dx:

O leitor poderá fazer a justi�cativa da solução usando osmesmos procedimentos feitos para
a equação de calor.

Exemplo 5.2:Resolva o seguinte problema:

(5.9)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

utt � a 2uxx = 0; se 0< x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; para t � 0;

u(L; t) = 0; para t � 0;

u(x;0) = 0; para 0� x � L;

ut(x;0) = g(x); para 0� x � L:

SOLUÇÃO: Este problema estuda a corda elástica, ainda com extremidades �xas, com ve-
locidade inicial não nula. Este problema modela uma situac¸ão em que a corda é colocada em
movimento a partir de sua posição de equil�́brio com uma velocidade dada.

Aplica-se o método de separação de variáveis supondo que

u(x; t) = X(x) � T(t):

Deriva-seu(x; t) duas vezes em relação at e duas vezes em relação ax para obter

utt(x; t) = X(x) � T00(t) e uxx(x; t) = X00(x) � T(t):

Agora substitui-se as expressões acima na equação de ondautt � a 2uxx = 0. Tem-se:

X(x) � T00(t) � a 2X00(x) � T(t) = 0 ) X00(x) � T(t) =
1
a

� X(x) � T00(t);
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Figura 5.3: O problema da corda com extremidades �xas e partindo com velocidade dada.

ou seja, que
X00(x)
X(x)

=
1

a 2 �
T00(t)
T(t)

= � l :

A constante de separação,� l , foi introduzida em virtude de o primeiro membro ser uma
função dependente apenas da variávelx e o segundo membro ser uma função dependente ape-
nas da variávelt, de modo que a igualdade só faz sentido quando ambos forem iguais a uma
constante.

Das igualdades acima resulta imediatamente que
(

X00+ l X = 0;

T00+ a 2l T = 0:

A próxima etapa consiste em usar as duas condições de contorno e a primeira condição inicial
com o objetivo de obter as condições de compatibilidade. Assim,

u(0; t) = X(0) � T(t) = 0 ) X(0) = 0 ou T(t) = 0 para todot:

Ora, seT(t) = 0 para todot, então segue-se imediatamente deu(x; t) = X(x) � T(t) queu � 0.
Então opta-se pela condição de compatibilidadeX(0) = 0.

Para a segunda condição de contorno, tem-se

u(L; t) = X(L) � T(t) = 0 X(L) = 0 ou T(t) = 0 para todot:

CasoT(t) = 0 para todot, então segue-se queu � 0. Logo, admite-se a condição de compati-
bilidadeX(L) = 0.

Ainda resta a primeira condição inicial,u(x;0) = 0 para 0� x � L, donde segue-se que
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u(x;0) = X(x) � T(0) = 0 ) T(0) = 0 ou X(x) = 0 para todox:

Mas caso sejaX(x) = 0 para todox, então segue deu(x; t) = X(x) � T(t) queu � 0. Assim,
admite-se queT(0) = 0.

Assim, deve-se resolver o seguinte problema de valor de contorno:

(5.10)

8
>><

>>:

X00+ l X = 0;

X(0) = 0;

X(L) = 0:

Como a constante de separabilidade,l , pode ser igual a zero, positiva ou negativa, o problema
acima deverá ser analisado em três casos.

CASO 1: paral = 0. Neste caso, a equação �ca na formaX00(x) = 0, que integrada duas
vezes em relação ax resulta emX(x) = ax+ b. Agora aplica-se as duas condições de contorno
com o intuito de determinar as constantesa e b. Para a primeira condição de contorno, tem-se

X(0) = a� 0+ b = 0 ) b = 0;

de modo queX(x) = ax.
Usa-se agora a segunda condição de contorno para obter

X(L) = a� L = 0 ) a = 0 ou L = 0:

MasL > 0, poisL é o comprimento da corda. Logo,a = 0, de modo queX(x) = 0 para todo
x. Porém isto implica emu � 0.

CASO 2: paral < 0. Para evitar o aparecimento de ra�́zes se fazl = � m2, de modo que a
EDO assume a formaX00� m2X = 0. Segundo o exemplo 1.5, a solução geral para uma equação
dessa forma é

X(x) = c1 � cosh(mx)+ c2 � senh(mx):

Usando a condição de contornoX(0) = 0, obtém-se

X(x) = c1 � cosh0+ c2 � senh0= 0 ) c1 = 0;

de modo queX(x) = c2 � senh(mx).
Com a condição de contornoX(L) = 0, encontra-se

X(L) = c2 � senh(mL) = 0 ) c2 = 0 ou senh(mL) = 0:

Mas como� m2 = l < 0, segue-se quem6= 0. E por serL o comprimento da corda, segue-se
queL 6= 0, de modo quemL 6= 0. ComomL 6= 0, então, por de�nição, senh(mL) 6= 0. Logo,
c1 = 0, que implica emX(x) = 0 para todox, que resulta emu � 0.

CASO 3: paral > 0. Neste caso, façal = m2, de modo que a EDO assume a formaX00+
m2X = 0. Segundo o exemplo 1.5 a solução geral desta equação é
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X(x) = c1 � cos(mx)+ c2 � sen(mx):

Aplicando a primeira condição de contorno, encontra-se

X(0) = c1 � cos0+ c2 � sen0= 0 ) c1 = 0;

logoX(x) = c2 � sen(mx).
Com a segunda condição de contorno aplicada aX(x), obtém-se

X(L) = c2 � sen(mL) = 0 ) c2 = 0 ou sen(mx) = 0:

Casoc2 = 0, entãoX(x) = 0 para todox e isto resulta, como já visto, emu � 0. Assim,
sen(mL) = 0 e esta igualdade só faz sentido se o argumento for um múltiplo inteiro dep, isto
é,

mL = 0 ) mL = np ) m=
np
L

, n = 1;2;3; : : :

E comol = m2, segue-se que

l =
n2p2

L2
, n = 1;2;3; : : :

Portanto, obteve-se que

X(x) = c2 � sen
� npx

L

�
;

que sem perda de generalidade, ao tomarc2 = 1, resulta em

(5.11) Xn(x) = sen
� npx

L

�
, n = 1;2;3; : : :

Agora basta considerar a equaçãoT00+ a 2m2T = 0 no terceiro caso, pois nos dois casos
anteriores sempre se é levado au � 0. E novamente pelo exemplo 1.5, a solução geral para esta
equação é dada por

T(t) = k1 � cos(amt)+ k2 � sen(amt):

Mas seguiu-se da primeira condição inicial queT(0) = 0, de modo que

T(0) = k1 � cos0+ k2 � sen0= 0 ) k1 = 0;

que implica emT(t) = k2 � sen(amt).
Usando o valor dem já obtido e tomandok2 = 1, sem perda de generalidade, obtém-se

(5.12) Tn(t) = sen
� npa t

L

�
, n = 1;2;3; : : :

Assim, segue-se de (5.11) e (5.12), que

(5.13) un(x; t) = Xn(x) � Tn(t) = sen
� npx

L

�
� sen

� npa t
L

�
, n = 1;2;3; : : :

satisfazem a EDP dada, bem como as condições de contorno doproblema 5.9 e também a
primeira condição inicialu(x;0) = 0 (deixa-se as veri�cações como exerc�́cio).
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A segunda condição inicial,ut(x;0) = g(x) para 0� x � L, será agora usada. Para satisfazer
esta condição inicial, considera-se uma superposiçãodas soluções fundamentais (5.13) com
escolha adequada dos coe�cientes. Assim, supõe-se que o candidato �a solução do problema
(5.9) tenha a seguinte forma:

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � un(x; t)

=
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� sen

� npa t
L

�
�(5.14)

Agora é preciso apresentar uma maneira de calcular os coe�cientescn na série acima.́E neste
ponto que aplica-se a segunda condição inicialut(x;0) = g(x). Para isto, deriva-se formalmente
(5.14) para obter

ut(x; t) =
¶
¶t

¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� sen

� npa t
L

�

=
¥

å
n= 1

cn �
¶
¶t

h
sen

� npx
L

�
� sen

� npa t
L

�i

=
¥

å
n= 1

npa
L

� cn � sen
� npx

L

�
� cos

� npa t
L

�
�(5.15)

Agorat = 0 em (5.15). Tem-se

ut(x;0) =
¥

å
n= 1

npa
L

� cn � sen
� npx

L

�
� cos0= g(x);

ou seja,

g(x) =
¥

å
n= 1

npa
L

� cn � sen
� npx

L

�
,

que ao fazer

bn =
npa

L
� cn;

implica em

g(x) =
¥

å
n= 1

bn � sen
� npx

L

�
,

resultando embn ser os coe�cientes da série de Fourier para uma função �́mpar. Então, deve-se
estender a funçãog dada para uma função de�nida no intervalo simétrico� L � x � L tornando-
a periódica de per�́odoT = 2L. Logo, denotando porg(x) a extensão feita, segue-se que a última
série será uma série de senos, onde os coe�cientesbn são dados por

bn =
1
L

Z L

� L
g(x) � sen

� npx
L

�
dx=

2
L

Z L

� L
g(x) � sen

� npx
L

�
dx;
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pois o integrando é produto de duas funções �́mpares, de modo que ele é par. Logo multiplica-se
a integral por 2 e integra no semi-intervalo indo de 0 atéL. Além disso,g(x) coincide comg(x)
no intervalo[0;L].

Porém é preciso dizer quem écn no candidato �a solução do problema (5.9). Para isso, volta-se
com a de�nição debn para reescrever a última igualdade na forma

npa
L

� cn =
2
L

Z L

0
g(x) � sen

� npx
L

�
dx;

isto é, que

cn =
2

npa

Z L

0
g(x) � sen

� npx
L

�
dx; n = 1;2;3; : : :

Portanto, a solução do problema (5.9) é dada por

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� sen

� npa t
L

�
,

onde os coe�cientescn são dados por

cn =
2

npa

Z L

0
g(x) � sen

� npx
L

�
dx; n = 1;2;3; : : :

As justi�cativas queu(x; t) satisfaz o problema dado serão deixadas como exerc�́cio para o
leitor.

O próximo problema estuda o caso geral para a corda elástica com condições de contorno
do tipo Dirichlet e com duas condições iniciais não homogêneas. A funçãof (x) representa a
posição inicial da corda e a funçãog(x) representa a velocidade inicial da mesma corda.

Exemplo 5.3:Resolva o seguinte problema geral da corda com extremidades�xas:

(5.16)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

utt � a 2uxx = 0; se 0< x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; para t � 0;

u(L; t) = 0; para t � 0;

u(x;0) = f (x); para 0� x � L;

ut(x;0) = g(x); para 0� x � L:

SOLUÇÃO: Este problema pode ser resolvido diretamente pelo métodode separação de
variáveis, mas como o leitor deve ter notado, seria mais um enorme trabalho a ser feito. Por
outro lado, o pro-blema (5.16) pode ser visto como a soma dos problemas (5.1) e (5.9) já estu-
dados e resolvidos. Para deixar isso claro, escreve-se o problema (5.1) usando a funçãov(x; t)
no lugar deu(x; t) e escreve-se o problema (5.9) usando a funçãow(x; t) no lugar deu(x; t).



4.5 Equação da onda 397

Figura 5.4: O problema geral da corda com extremidades �xas.

Tem-se, assim, os seguintes dois problemas:

(5.17)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

vtt � a 2vxx = 0; se 0< x < L; t > 0;

v(0; t) = 0; para t � 0;

v(L; t) = 0; para t � 0;

v(x;0) = f (x); para 0� x � L;

vt (x;0) = 0; para 0� x � L:

e

(5.18)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

wtt � a 2wxx = 0; se 0< x < L; t > 0;

w(0; t) = 0; para t � 0;

w(L; t) = 0; para t � 0;

w(x;0) = 0; para 0� x � L;

wt (x;0) = g(x); para 0� x � L:

Agora se fazu(x; t) = v(x; t) + w(x; t), ondeu(x; t) é a solução do problema em questão, ou
seja, o problema (5.16). A primeira etapa consiste em testara EDP dada, isto é, a equação de
onda. O objetivo é mostrar que uma funçãou escrita desta forma satisfaz a equação de onda
quando as funçõesv(x; t) e w(x; t) a satisfaz. Tem-se:
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utt � a 2uxx = [ v(x; t)+ w(x; t)]tt � a 2 [v(x; t)+ w(x; t)]xx

= [ vtt (x; t)+ wtt(x; t)] � a 2 [vxx(x; t)+ wxx(x; t)]

=
�
vtt(x; t) � a 2vxx(x; t)

�
+

�
wtt(x; t) � a 2wxx(x; t)

�

= 0+ 0 = 0;

mostrando queu satisfaz a equação de onda.
Agora veri�ca-se as duas condições de contorno. Tem-se

u(0; t) = v(0; t)+ w(0; t) = 0+ 0 = 0 e u(L; t) = v(L; t)+ w(L; t) = 0+ 0 = 0;

Tem-se também queu satisfaz a primeira condição inicial, pois

u(x;0) = v(x;0)+ w(x;0) = f (x)+ 0 = f (x):

Por �m, basta veri�car a segunda condição de contoro, que também é satisfeita, visto que

ut(x;0) = vt(x;0)+ wt(x;0) = 0+ g(x) = g(x):

O que foi mostrado acima é queu(x; t) é a soma das soluções do problema (5.17) e (5.18).
Portanto, basta resolver estes dois problemas citados e somar as suas soluções para obter ime-
diatamente a solução do problema (5.16) que foi dado, ou seja, somar as soluções para os
problemas (5.1) e (5.9) que já foram resolvido.

Este procedimento de somar soluções de problemas nem sempre é poss�́vel. Aqui foi poss�́vel
porque os problemas são lineares, de maneira que, se um problema é soma de dois outros, então
a sua solução é soma das soluções destes dois problemas. Em problemas não lineares não é
poss�́vel usar esta ideia.

O próximo exemplo é um problema envolvendo a equação de ondas em dom�́nio ilimitado,
de modo que será necessário usar a transformada de Fourier.

Exemplo 5.4:Resolva o seguinte problema da corda in�nita:

(5.19)

8
>>>>><

>>>>>:

utt � a 2uxx = 0; para x 2 R e t > 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R;

ut(x;0) = g(x); x 2 R;

ju(x; t)j < M:

SOLUÇÃO: Este problema estuda a corda in�nita, ou seja, em toda reta real. A partir de duas
condições iniciais, procura-se soluções limitadas para o problema.
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Aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da EDP e usando a sua lineari-
dade, encontra-se

F
�
utt � a 2uxx

�
= F(0) = 0;

ou seja,
F (utt) � a 2 � F (uxx) = 0;

Pela proposição 5.3 do cap�́tulo 3, itens (c) e (d), tem-seque

F [utt(x; t)] =
¶2

¶t2 F[u(x; t)] e F [uxx(x; t)] = � w2 � F[u(x; t)]:

Substituindo na última equação acima, encontra-se

¶2

¶t2 F[u(x; t)] + a 2w2 � F[u(x; t)] = 0];

ou de forma mais simples,

d2

dt2
F(u)+ a 2w2 � F(u) = 0 ) U00+ a 2w2 �U = 0;

ondeU = F[u(x; t)] é uma função das variáveisw et.
FazendoU = el t e substituindo na equação, obtém-se

l 2 � el t + a 2w2 � el t = 0 )
�
l 2 + a 2w2�

el t = 0;

que implica eml 2 + a 2w2 = 0, poisel t 6= 0. Assim,

l 2 = � a 2w2 ) l = �
p

� a 2w2 ) l = � aw i;
�

i =
p

� 1
�

:

Portanto a solução geral da equação é

U(w; t) = a(w) � e� iaw t + b(w) � eiaw t:

Fazendo
F[j (x)] = a(w) e F[y (x)] = b(w);

(5.20) U(w; t) = F[j (x)] � e� i aw t + F[y (x)] � eiaw t :

Aplicando a transformada inversa em ambos os membros e usando a sua linearidade, obtém-
se

u(x; t) = F� 1[U(w; t)] = F� 1 �
F[j (x)] � e� i aw t + F[y (x)] � eiaw t 	

= F� 1 �
F[j (x)] � e� i aw t 	 + F� 1 �

F[y (x)] � eiaw t 	

= F� 1
n

e� iw(a t) � F[j (x)]
o

+ F� 1
n

e� iw(� a t) � F[y (x)]
o
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= j (x� a t)+ y (x+ a t);(5.21)

onde aplicou a fórmula da translação (proposição 4.3 do cap�́tulo 3)

F� 1 �
e� iwx0 � H(w)

�
= F� 1 �

e� iwx0 � F[h(x)]
�

= h(x� x0);

onde se fez, primeiro,x0 = a t e depooisx0 = � a t.
Dando sequência, agora aplica-se a transformada de Fourier nas duas condições iniciais,

u(x;0) = f (x) eut(x;0) = g(x), para obter

U(w;0) = F(w) e U(w;0) = G(w);

ondeU(w;0) = F[u(x;0)], F(w) = F[ f (x)] e G(w) = F[g(x)].
Fazendot = 0 em (5.20), obtém-se

U(w;0) = F[j (x)] � e0 + F[y (x)] � e0 ) U(w;0) = F[j (x)] + F[y (x)];

ou seja,

(5.22) F(w) = F[ f (x)] = F[j (x)] + F[y (x)]:

Agora deriva-se (5.20) em relação at. Tem-se:

Ut(w; t) =
¶
¶t

U(w; t)

=
¶
¶t

�
F[j (x)] � e� iaw t + F[y (x)] � eiwt 	

= � iaw � F[j (x)] � e� iaw t + iaw � F[y (x)] � eiwt

Fazendot = 0 no último resultado obtido, encontra-se

G(w) = Ut(w;0)

= � iaw � F[j (x)] � e0 + iaw � F[y (x)] � e0

= � iaw � F[j (x)] + iaw � F[y (x)]

= iaw f� F[j (x)] + F[y (x)]g(5.23)

Segue-se de (5.22) e (5.23) que
(

F[j (x)] + F[y (x)] = F(w);

� iaw � F[j (x)] + iaw � F[y (x)] = G(w)

Multiplicando a primeira equação do sistema poriaw e somando com a segunda, obtém-se
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2iaw � F[y (x)] = iaw � F(w)+ G(w) ) F[y (x)] =
1
2

�
�
F(w)+

G(w)
iaw

�
�

Substituindo na primeira equação do sistema, encontra-se

F[j (x)] +
1
2

�
�
F(w)+

G(w)
iaw

�
= F(w);

ou seja,

F[j (x)] = F(w) �
F(w)

2
�

G(w)
2iaw

=
1
2

�
�
F(w) �

G(w)
iaw

�
�

Agora substitui-se as expressões encontradas paraF[j (x)] e F[y (x)] em (5.20). Obtém-se:

U(w; t) = F[j (x)] � e� iaw t + F[y (x) � eiaw t

=
1
2

�
�
F(w) �

G(w)
iaw

�
� e� iaw t +

1
2

�
�
F(w)+

G(w)
iaw

�
� eiaw t

=
1
2

�
e� iaw t � F(w)+ eiaw t � F(w)

�
+

1
2a

�
eiaw t �

G(w)
iw

� e� iaw t �
G(w
iw

�
(5.24)

Pela proposição 4.3 (translação) e corolário 5.1 (transformada da integral), ambos do cap�́tulo
3, tem-se

F� 1 �
e� iwx0 � H(w)

�
= h(x� x0) e F� 1

�
H(w)

iw

�
=

Z x

0
h(t) dt; (w 6= 0):

Aplicando a transformada inversa em (5.24) e sua linearidade, além das duas fórmulas acima,
obtém-se

u(x; t) = F� 1[U(w; t)]

= F� 1
�

1
2

�
e� iaw t � F(w)+ eiaw t � F(w)

�
+

1
2a

�
eiaw t �

G(w)
iw

� e� iaw t �
G(w
iw

��

=
1
2

� F� 1 �
e� iaw t � F(w)

�
+

1
2

� F� 1 �
eiaw t � F(w)

�
+

+
1

2a
� F� 1

�
eiaw t �

G(w)
iw

�
�

1
2a

� F� 1
�
e� iaw t �

G(w)
iw

�

=
1
2

� F� 1
h
e� iw(a t) � F(w)

i
+

1
2

� F� 1
h
e� iw(� a t) � F(w)

i
+

+
1

2a
� F� 1

�
e� iw(� a t) �

G(w)
iw

�
�

1
2a

� F� 1
�
e� iw(a t) �

G(w)
iw

�

=
1
2

� f (x� a t)+
1
2

� f (x+ a t)+
1

2a

Z x+ a t

0
g(y) dy�

1
2a

Z x� a t

0
g(y) dy
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=
1
2

� f (x� a t)+
1
2

� f (x+ a t)+
1

2a

Z x+ a t

0
g(y) dy+

1
2a

Z 0

x� a t
g(y) dy

=
f (x� a t)+ f (x+ a t)

2
+

1
2a

� Z 0

x� a t
g(y) dy+

Z x+ a t

0
g(y) dy

�

=
f (x� a t)+ f (x+ a t)

2
+

1
2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy:

A solução do problema anterior é a solução de d'Alembert para o problema de valor inicial
da corda in�nita. Este assunto será objeto da próxima seção.

4.6 O método de d'Alembert

Considere a equação de onda em toda reta real, que é modelado através do problema abaixo:

(6.1)

8
>><

>>:

utt = a 2 uxx; x 2 R; t � 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R

ut(x;0) = g(x); x 2 R:

Nesta seção será apresentada uma representação para asolução do problema (6.1), que é
conhecida comofórmula de d'Alembert.O desenvolvimento será feito através de vários resul-
tados que culminarão na representação desejada. Além disso, mostrar-se-á que há dependência
cont�́nua nos dados iniciais.

Inicia-se com um resultado que permite introduzir uma mudança de variáveis que simpli�ca
a expressão da equação de onda.

Lema 6.1:Considere a equação de onda

utt = a 2 uxx:

Suponha que exista uma funçãou : R ! R de classe C2(R) que satisfaça a equação de onda.
Então, existe uma mudança de variáveis linear,(x; t) 7! (x ;h ) deR2 ! R2, que permite que a
equação de onda seja reescrita na forma

¶2u
¶x¶h

= 0:

DEMONSTRAÇÃO: Seja(x; t) 7! (x ;h ) uma aplicação linear deR2 ! R2 de�nida por
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(
x = ax+ bt;

h = cx+ dt;

ondead� bc6= 0.
Pela regra da cadeia, aplicada a funçãou(x ;h ) = u[x (x; t); h (x; t)], obtém-se

(6.2)
¶u
¶x

=
¶u
¶x

�
¶x
¶x

+
¶u
¶h

�
¶h
¶x

�

Agora usa-se novamente a regra da cadeia para obter a derivada segunda. Tem-se:

¶2u
¶x2 =

¶
¶x

�
¶u
¶x

�
¶x
¶x

+
¶u
¶h

�
¶h
¶x

�

=
¶u
¶x

�
¶2x
¶x2 +

�
¶
¶x

�
¶u
¶x

��
�
¶x
¶x

+
¶u
¶h

�
¶2h
¶x2 +

�
¶
¶x

�
¶u
¶h

��
�
¶h
¶x

�(6.3)

Mas

(6.4)
¶
¶x

�
¶u
¶x

�
=

¶2u
¶x2 �

¶x
¶x

+
¶2u

¶h ¶x
�
¶h
¶x

e

(6.5)
¶
¶x

�
¶u
¶h

�
=

¶2u
¶x ¶h

�
¶x
¶x

+
¶2u
¶h2 �

¶h
¶x

�

Substituindo-se (6.4) e (6.5) em (6.3) e observando que as funções envolvidas aqui são de
classe C2, obtém-se

¶2u
¶x2 =

¶u
¶x

�
¶2x
¶x2 +

�
¶
¶x

�
¶u
¶x

��
�
¶x
¶x

+
¶u
¶h

�
¶2h
¶x2 +

�
¶
¶x

�
¶u
¶h

��
�
¶h
¶x

=
¶u
¶x

�
¶2x
¶x2 +

�
¶2u
¶x2 �

¶x
¶x

+
¶2u

¶h ¶x
�
¶h
¶x

�
�
¶x
¶x

+

+
¶u
¶h

�
¶2h
¶x2 +

�
¶2u

¶x ¶h
�
¶x
¶x

+
¶2u
¶h2 �

¶h
¶x

�
�
¶h
¶x

=
¶u
¶x

�
¶2x
¶x2 +

¶2u
¶x2

�
¶x
¶x

� 2

+
¶2u

¶h ¶x
�
¶h
¶x

�
¶x
¶x

+

+
¶u
¶h

�
¶2h
¶x2 +

¶2u
¶x ¶h

�
¶x
¶x

�
¶h
¶x

+
¶2u
¶h2

�
¶h
¶x

� 2

=
¶u
¶x

�
¶2x
¶x2 +

¶2u
¶x2

�
¶x
¶x

� 2

+ 2
¶2u

¶x¶h
�
¶x
¶x

�
¶h
¶x

+
¶2u
¶h2

�
¶h
¶x

� 2

+
¶u
¶h

�
¶2h
¶x2

,(6.6)
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onde usou-se o fato das funções serem de classe C2 para a�rmar que as derivadas parciais mistas
de segunda ordem são iguais, isto é,

¶2u
¶h¶x

=
¶2u

¶x¶h
�

Analogamente mostra-se que

(6.7)
¶2u
¶t2 =

¶u
¶x

�
¶2x
¶t2 +

¶2u
¶x2

�
¶x
¶t

� 2

+ 2
¶2u

¶x¶h
�
¶x
¶t

�
¶h
¶t

+
¶2u
¶h2

�
¶h
¶t

� 2

+
¶u
¶h

�
¶2h
¶t2 �

Por outro lado, segue-se das equações que de�nem a mudança de variáveis, isto é,
(

x = ax+ bt;

h = cx+ dt;

que as mesmas podem ser diferenciadas diretamente para obter

(6.8)
¶x
¶x

= a;
¶x
¶t

= b;
¶h
¶x

= c;
¶h
¶t

= d:

Além disso, as derivadas segundas não mistas, também podem ser obtidas derivando mais
uma vez, de modo que se obtém

(6.9)
¶2x
¶x2 =

¶2x
¶t2 =

¶2h
¶x2 =

¶2h
¶t2 = 0:

Substituindo (6.8) e (6.9) em (6.6) e (6.7), encontra-se

¶2u
¶x2 =

¶u
¶x

� 0 +
�

¶2u
¶x2

�
� a2 + 2

¶2u
¶x¶h

� a� c+
¶2u
¶h2 � c2 +

¶u
¶h

� 0

= a2 ¶2u
¶x2 + 2ac

¶2u
¶x¶h

+ c2 ¶2u
¶h2(6.10)

e

¶2u
¶t2 =

¶u
¶x

� 0 +
�

¶2u
¶x2

�
� b2 + 2

¶2u
¶x¶h

� b� d+
¶2u
¶h2 � d2 +

¶u
¶h

� 0

= b2 ¶2u
¶x2 + 2bd

¶2u
¶x¶h

+ d2 ¶2u
¶h2 �(6.11)

Substituindo (6.10) e (6.11) na equação de ondas, segue-se que

utt � a 2uxx = b2 ¶2u
¶x2 + 2bd

¶2u
¶x¶h

+ d2 ¶2u
¶h2 � a 2

�
a2 ¶2u

¶x2 + 2ac
¶2u

¶x¶h
+ c2 ¶2u

¶h2

�

=
�
b2 � a 2a2� ¶2u

¶x2 + 2
�
bd� a 2ac

� ¶2u
¶x¶h

+
�
d2 � a 2c2� ¶2u

¶h2 �(6.12)
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Observe-se que, se o primeiro e o último coe�cientes no segundo membro de (6.12) se anu-
larem, isto é,b2 � a 2a2 = 0 e d2 � a 2c2 = 0, então a equação nas variáveisx e h se simpli�ca
ainda mais, mas desde quebd� a 2ac6= 0.

Logo, para anular o primeiro e o último coe�cientes, pode-se tomar

b = a a e d = � a c;

de modo que o segundo coe�ciente no segundo membro de (6.12) satisfaz

2
�
bd� a 2ac

�
= 2

�
� a 2ac� a 2ac

�
= � 4a 2ac6= 0:

Justi�cativa da a�rmação de que 2
�
bd� a 2ac

�
6= 0: de fato, por hipótese, assumiu-se que

ad� bc6= 0. Portanto,

0 6= ad� bc= a(� a c) � (a a) c = � a ac� a ac= � 2a ac:

Como� 2a ac6= 0, então isto implica emac6= 0, uma vez quea 6= 0. E por serac6= 0, então
� 4a 2ac6= 0. Isto mostra que 2

�
bd� a 2ac

�
= � 4a 2ac6= 0.

Continuando, usando os fatos queb = a a e d � a c, obtém-se que
(

x = ax+ bt;

h = cx� dt;
)

(
x = ax+ a at;

h = cx� a at;

de onde resulta, portanto, que uma boa mudança de variáveis é
(

x = a(x+ a t) ;

h = c(x� a t) ;

ondea e c são números reais quaisquer e não nulos.
Fazendoa = c = 1, segue-se que 2(bd� a 2ac) = � 4a 2, de modo que (6.12) pode ser escrita

como

0 = utt � a 2uxx = � 4a 2 ¶2u
¶x¶h

�

Assim, a equação de onda, nas variáveisx e h , pode ser escrita na seguinte forma:

� 4a 2 ¶2u
¶x¶h

= 0 )
¶2u

¶x¶h
= 0;

que é o resultado desejado.

Lema 6.2:Considere a equação de onda

utt = a 2uxx:
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Suponha que exista uma funçãou : R ! R de classe C2(R) que satisfaça a equação de onda.
Então, existem funçõesj ;y : R ! R tais queu pode ser escrita na forma

(6.13) u(x; t) = j (x+ a t)+ y (x� a t):

DEMONSTRAÇÃO: Pelo lema 6.1, segue-se que a equação de onda pode ser reescrita na
forma

¶2u
¶x¶h

= 0

e que é o mesmo que
¶

¶h

�
¶u
¶x

�
= 0:

Integrando esta última EDP em relação ah , obtém-se que

¶u
¶x

= v(x ):

Fazendo nova integração na última expressão obtida, mas agora na variávelx , se encontra

u(x ;h ) =
Z x

0
v(y) ds+ w(h ):

Escrevendo

j (x ) =
Z x

0
v(y) dy e y (h ) = w(h );

segue-se queu pode ser escrita na forma

u(x ;h ) = j (x )+ y (h );

ondej e y são funções de classe C2(R) arbitrárias.
Para �nalizar, basta usar os fatos quex = x+ a t e queh = x� a t, para reescrever a última

expressão na forma
u(x; t) = j (x+ a t)+ y (x� a t);

que é o resultado desejado.

O resultado a seguir é conhecido comofórmula de d'Alembert.Ela apresenta uma solução
geral para a equação de onda emR, o problema (6.1).

Teorema 6.1 (f́ormula de d'Alembert): Considere o seguinte problema de onda:
8
>><

>>:

utt = a 2 uxx; x 2 R; t � 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R;

ut(x;0) = g(x); x 2 R;



4.6 O método de d'Alembert 407

ondeu0 2 C2(R) e u1 2 C1(R).
Então, a função dada por

(6.14) u(x; t) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy

conhecida comofórmula de d'Alembert,́e uma solução de classe C2(R) para o problema de
onda emR.

DEMONSTRAÇÃO: Pelo lema 6.2, a solução geral para a equação de onda é dada por

u(x; t) = j (x+ a t)+ y (x� a t):

Agora basta usar as condições iniciais para determinar asfunções f e g, considerando as
hipóteses dadas de queu0 2 C2(R) e u1 2 C1(R). Tem-se

(6.15)

(
u(x;0) = j (x)+ y (x) = f (x);

ut(x;0) = a j 0(x) � a y 0(x) = g(x):

A última equação no sistema anterior pode ser integrada em relação ax para ser reescrita na
forma

j 0(x) � y 0(x) =
1
a

� f (x) ) j (x) � y (x) =
Z x

0
g(y) dy+ C:

Assim, escreve-se (6.15) na forma
8
><

>:

j (x)+ y (x) = f (x);

j (x) � y (x) =
1
a

Z x

0
g(y) dy+ C:

Resolvendo este sistema, obtém-se

j (x) =
1
2

f (x)+
1

2a

Z x

0
g(y) dy+

C
2

,

y (x) =
1
2

f (x) �
1

2a

Z x

0
g(y) dy�

C
2

�

Portanto, fazendox 7! x+ a t em j e x 7! x� a t emy , obtém-se

(6.16) j (x+ a t) =
1
2

f (x+ a t)+
1

2a

Z x+ a t

0
g(y) dy+

C
2

e

y (x� a t) =
1
2

f (x� a t) �
1

2a

Z x� a t

0
g(y) dy�

C
2

=
1
2

f (x� a t)+
1

2a

Z 0

x� a t
g(y) dy�

C
2

�(6.17)

Por �m, substitui-se (6.16) e (6.17) em
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u(x; t) = j (x+ a t)+ y (x� a t):

para concluir que

u(x; t) = j (x+ a t)+ y (x� a t)

=
1
2

f (x+ a t)+
1

2a

Z x+ a t

0
g(y) dy+

C
2

+
1
2

f (x� a t)+
1

2a

Z 0

x� a t
g(y) dy�

C
2

=
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +

+
1

2a

� Z 0

x� a t
g(y) dy+

Z x+ a t

0
g(y) dy

�
+

C
2

�
C
2

=
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy;

que é o resultado desejado.

Observaç̃ao 6.1:Uma questão interessante do método de d'Alembert é que a unicidade da
solução do problema de onda emR decorre da própria solução, isto é, não é necessáriousar
outro tipo de demonstração para constatar esta a�rmação.

De fato, pelo teorema 6.1, a solução do problema de onda emR é dado pela fórmula de
d'Alembert, isto é,

u(x;y) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy:

Caso exista outra soluçãov(x; t) obtida com as mesmas condições iniciaisf (x) e g(x), então
v(x; t) será igual ao segundo membro da equação (6.14), isto é,

v(x;y) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy:

Portanto, é imediato quev= u. Isto decorre do fato da solução depender apenas das condições
iniciais f e g.

Teorema 6.2 (Depend̂encia cont�́nua):Considere o seguinte problema de onda:
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8
>><

>>:

utt = a 2 uxx; x 2 R; t � 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R

ut(x;0) = f (x); x 2 R;

ondef 2 C2(R) e g 2 C1(R).
Então, a solução do problema de onda emR depende continuamente dos dados iniciais.

DEMONSTRAÇÃO: Considere os dois problemas
8
>><

>>:

utt = a 2 uxx; x 2 R; t � 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R;

ut(x;0) = g(x); x 2 R;

e 8
>><

>>:

vtt = a 2 vxx; x 2 R; t � 0;

v(x;0) = f (x); x 2 R;

vt(x;0) = g(x); x 2 R;

onde f ; f 2 C2(R) e g;g 2 C1(R), de modo quef , f e g, g são dois pares de dados iniciais
correspondendo, respectivamente, as soluçõesu(x; t) ev(x; t) dos problemas acima.

Da fórmula de d'Alembert, dada por (6.14) no teorema 6.1, segue-se que

ju(x; t) � v(x; t)j =

�
�
�
�
�
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy�

�
1
2

�
f (x+ a t)+ f (x� a t)

�
�

1
2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
1
2

�
f (x+ a t) � f (x+ a t)

�
+

1
2

�
f (x� a t) � f (x� a t)

�
+

+
1

2a

Z x+ a t

x� a t
[g(s) � g(y)] dy

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
1
2

�
f (x+ a t) � f (x+ a t)

�
+

1
2

�
f (x� a t) � f (x� a t)

�
�
�
�
� +

+
1

2a

�
�
�
�

Z x+ a t

x� a t
[g(y) � g(y)] dy

�
�
�
�

�
1
2

�
� f (x+ a t) � f (x+ a t)

�
� +

1
2

�
� f (x� a t) � f (x� a t)

�
� +

+
1

2a

Z x+ a t

x� a t
jg(y) � g(y)j dy:
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Assim, dadoe > 0, tomando-sed = e=(1+ T),
�
� f (x; t) � f (x; t)

�
� < d e jg(x; t) � g(x; t)j < d:

tem-se

ju(x; t) � v(x; t)j <
d
2

+
d
2

+
d

2a

Z x+ a t

x� a t
dy= d +

d
2a

� y

�
�
�
�

x+ a t

x� a t

= d +
d

2a
[(x+ a t) � (x� a t)]

= d +
d

2a
� 2a t = d + dt

= d(1+ t) � d � (1+ T)

=
e

1+ T
� (1+ T) = e;

para todox 2 R e 0� t � T.
Isto mostra que a dependência dos dados iniciais é cont�́nua.

Observaç̃ao 6.2:Como visto na seção 4.2, diz-se que um problema que tem solução única
e dependência cont�́nua nos dados iniciais (e/ou de contorno) ébem posto.Portanto, o que se
mostrou nesta seção, até este ponto, é que o problema (6.1) é bem posto.

Interpretaç ão da soluç̃ao de d'Alembert

Considerando a variávelt como tempo, a transformaçãox = x+ a t representa a translação
do sistema de coordenadas para a esquerda com “velocidade”a (na verdadea tem dimensão de
velocidade; abusar-se-á da linguagem). Analogamente, a transformaçãoh = x� a t representa
a translação para a direita com velocidadea . A �gura abaixo exibe os grá�cos de sen(x+ a t)
parat = 0, t = p=2a et = p=4a .

Analogamente, pode-se interpretar sen(x� a t) como a translação da senóide para a direita.
Assim, mais geralmente, interpreta-sej (x+ a t e y (x � a t) como duas ondas se deslocando,
respectivamente, para a esquerda e para a direita, ambas comvelocidadea . No caso da solução
de d'Alembert é preciso observar que se trata de uma superposição destes deslocamentos. Isto
será feito com um pouco mais de atenção.
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Figura 6.1: Translação de sen(x+ a t).

A condição inicialf (x) = u(x;0) tem o seu grá�co, no instantet = 0, representando oper�l
da onda, isto é, sua forma inicial. Para simpli�car a interpretação geométrica, assumir-se-á que
a outra condição inicial é nula, isto é,g � 0. No caso particular em queg(x) = 0 (velocidade
inicial nula), a solução de d'Alembert se reduz a

u(x; t) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] :

O grá�co deu(x� a t) é obtido a partir de uma translação dea t do grá�co def (x) no sentido
positivo do eixox. Analogamente, o grá�co def (x+ a t) representa uma translação def (x) no
sentido negativo do eixox.

Comoa tem dimensão de velocidade,f (x � a t) representa uma onda propagando-se com
velocidadea no sentido positivo do eixox. Esta onda é chamada deonda progressivaou onda
do futuro. Similarmente,f (x+ a t) representa um sinal que se propaga na mesma velocidadea ,
mas em sentido oposto. Esta onda é chamada deonda regressivaouonda do passado. Assim, a
soluçãou(x; t), neste caso particular, será a composição destes dois movimentos, isto é, a soma
das duas ondas obtidas por translação do sinal inicial.

O procedimento adotado para determinar a solução de d'Alembert levou em conta que a
mesma é uma função de classe C2. Apesar de parecer estranho o modelo encontrado per-
mite dar algum sentido para funções com menos regularidade. Para simpli�car a interpretação
geométrica do deslocamento das ondas, será assumido uma função apenas cont�́nua no exemplo
dado a seguir.

Exemplo 6.1:Sejaf : R ! R uma função dada por

f (x) =

8
>><

>>:

x+ 1; � 1 � x < 0;

1� x; 0 � x � 1;

0; caso contrário:

O grá�co de f (x) concide com o grá�co def (x+ a t) quandot = 0 e pode ser visto na �gura
a seguir.

Tomandoa = 1, tem-se:
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Figura 6.2:u(x;0) = f (x):

f (x+ t) =

8
>><

>>:

(x+ t)+ 1; � 1� t � x < � t;

1� (x+ t); � t � x � 1� t;

0; caso contrário:

e

f (x� t) =

8
>><

>>:

(x� t)+ 1; � 1+ t � x < t;

1� (x� t); t � x � 1+ t;

0; caso contrário:

A �gura 6.3 mostra os grá�cos das duas funçõesf (x+ 1=2) e f (x� 1=2), isto é, parat = 1=2.

Figura 6.3:f (x+ 1=2) e f (x � 1=2).

A �gura 6.4 a superposição das funçõesf (x � 1=2) e f (x + 1=2), isto é, a soma das duas
dividido por 2.
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Figura 6.4: grá�co deu(x;1=2).

A �gura 6.5 exibe os grá�cos das funçõesf (x+ 1) e f (x� 1) separadamente, porém em um
mesmo sistema de coordenadas.

Figura 6.5:f (x+ 1) e f (x � 1).

A �gura 6.6 apresenta-se o grá�co da funçãou(x;1). Observa-se que não se trata de dois
grá�cos exibidos ao mesmo tempo, mas sim da superposiçãoentref (x� 1) e f (x+ 1).

Figura 6.6: grá�co deu(x;1).

Na �gura 6.7 exibe-se os grá�cos de duas funções em um mesmo sistema de coordenadas:
f (x+ 2) e f (x� 2).
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Figura 6.7:f (x+ 2) e f (x � 2).

Na �gura 6.8 é poss�́vel observar o distanciamento, em relação ao eixoy, das ondas do pas-
sado e do futuro.

Figura 6.8: grá�co mostrandou(x;2) em duas frentes de propagação.

Dom�́nios de depend̂encia e in�uência

Considere a fórmula de d'Alembert:

u(x; t) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy;

Observe queu(x0; t0) depende dos valores deu0 nos dois argumentosx0 + a t0 e x0 � a t0,
bem como depende dos valores deg no intervalo(x0 � a t; x0 + a t) – o intervalo de integração.
Ou seja, a fórmula de d'Alembert mostra que o valor da solução u no ponto(x0; t0) depende
apenas dos valores dos dados iniciaisf e g no intervalo[x0 � a t0; x0 + a t0]. Isto signi�ca que
os dados iniciais podem ser alterados arbitrariamente foradesse intervalo sem mudar o valor
da solução no ponto(x0; t0). Este intervalo é chamado deintervalo de dependênciano ponto
(x0; t0).

Cabe observar que, para cada(x0; t0), o intervalo de dependência é limitado. Isto faz com
que o problema de valor inicial seja bem posto sem ter que especi�car um comportamento no
in�nito.

As retas inclinadas na �gura 6.9 têm inclinações1=a e � 1=a e são chamadas deretas carac-
ter�́sticas.As retas caracter�́sticas são da formax+ a t = x0 e x� a t = h0.
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Figura 6.9: intervalo de dependência.

A fórmula de d'Alembert também diz que os valores def e g no ponto(x;0) in�uenciam
os valores deu apenas no setor hachurado na �gura 6.10 e determinado pelas semi-retas que
partem de(x;0) com inclinações1=a e � 1=a .

Figura 6.10: cone de dependência.

Essa região é chamada decone de in�uência.Supondo-se que os dados iniciaisu0 eu1 tenham
suporte no intervalo[a;b], isto é, quef eg se anulam fora de[a;b], segue-se que a soluçãou(x; t)
é necessariamente nula fora da região hachurada na �gura 6.11, que é, então, chamada deregião
de in�uênciadesses dados iniciais.

De outra maneira: dada um intervalo[a;b] � R, a maior região delimitada pelas retas carac-
ter�́sticas passando pelos extremos do intervalo é a regi˜ao
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Figura 6.11: região de in�uência.

R= f (x; t) 2 R[0;¥ ) j a� a t � x � b+ a tg

[ f (x; t) 2 R(� ¥ ;0) j a+ a t � x � b� a tg:

Este conjuntoR é a região de in�uência do intervalo[a;b]. Note-se que, se(x0; t0) 2 R, então
o intervalo de dependência de(x0; t0) intercepta[a;b]. Portanto, uma pertubação nos dados
iniciais no intervalo[a;b] modi�ca a solução na regiãoR.

O problema (6.1) pode ser interpretado como a vibração de uma corda in�nita provocada
pelo afastamento da posição de repouso através da condic¸ão inicial u(x;0) = u0(x) e por uma
velocidade inicial na corda dada porut(x;0) = u1(x). Assim, caso as pertubações iniciais este-
jam concentradas em uma parte de[a;b] da corda, elas poderão afetar um pontox0 > b apenas
depois de transcorrido um tempot0 = (x0� b)=a . Isto signi�ca dizer que as perturbações viajam
ao longo da corda com velocidadea .

Figura 6.12

Durante a demonstração dos lemas que antecederam a fórmula de d'Alembert, bem cono na
demonstração desta mesma fórmula, usou-se fortemente as hipóteses de quef 2 C2(R) e que
g 2 C1(R) para queu seja uma solução clássica para a equação de onda emR. Também já
foi comentado que há possibilidade de usar soluções nãoclássicas para este problema. Con-
siderando o que foi exposto até este ponto, questiona-se sobre o que aconteceria se a função
f , por exemplo, fosse descont�́nua. Para uma resposta, bastaconsultar novamente a fórmula de
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d'Alembert para observar queu será descont�́nua ao longo das retasx+ a t = x0 ex� a t = h0.
Ou seja, as descontinuidades se propagam ao longo das retas caracter�́sticas. Naturalmente que
u dada pela fórmula de d'Alembert satisfaz a equação de onda fora das retas caracter�́sticas que
passam porx0.

Exemplo 6.2:Estude o seguinte problema de onda:
8
>><

>>:

utt � uxx = 0; x 2 R; t � 0;

u(x;0) = senx; x 2 R

ut(x;0) = 0; x 2 R;

SOLUÇÃO: Considere a fórmula de d'Alembert

u(x; t) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy:

Neste caso, tem-se quea = 1, f (x) = senx e g(x) = 0. Aplicando a fórmula de d'Alembert,
encontra-se

u(x; t) =
1
2

[ f (x+ a t)+ f (x� a t)] +
1

2a

Z x+ a t

x� a t
g(y) dy:

=
1
2

[ sen(x+ t)+ sen(x� t)] +
1
2

Z x+ t

x� t
0dy

=
sen(x+ t)+ sen(x� t)

2
�

Da trigonometria, segue-se que
(

sen(a+ b) = ( sena)(cosb)+ ( senb)(cosa);

sen(a� b) = ( sena)(cosb) � ( senb)(cosa):

Somando estas duas identidades membro a membro, obtém-se

sen(a+ b)+ sen(a� b) = ( sena)(cosb):

Fazendoa = x eb = t, resulta que a solução para o problema dado é

u(x; t) =
sen(x+ t)+ sen(x� t)

2
= senx� cosx:

A soluçãou(x; t) = senx� cosx é uma senóide de amplitudej costj, de modo que é zero para
t = p=2+ kp, ondek 2 Z . Assim, quando 0< t < p=2, a amplitude decresce de 1 até 0; quando
p=2 < t < p, a amplitude varia de 0 até 1, mas a oscilação é ao contrário da oscilação para
0 � t � p=2. No intervalo[p; 3p=2] a amplitude decresce e crescente novamente no intervalo
[3p=2;2p], quando atinge a posição inicial emt = 2p.
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Como cos(t + 2kp) = cost, entãou(x; t + 2kp) = u(x; t), para qualquerk 2 Z . Portanto, o
movimento da corda em qualquer intervalo de tempo[2kp; 2(k+ 1)p], comk 2 Z , é precisa-
mente o mesmo que no intervalo[0;2p].

Exemplo 6.3: 8
>>>>><

>>>>>:

utt � uxx = 0; x 2 R; t � 0;

u(x;0) =

(
2� 2j xj; para j xj � 1;

0; caso contrário:

ut(x;0) = 0; x 2 R;

SOLUÇÃO: Observe inicialmente que a funçãof (x) não é de classe C2, mas é cont�́nua.
Então a funçãou(x; t) dada pela fórmula de d'Alembert é cont�́nua, poisf é cont�́nua, mas não
é continuamente didferenciável no plano, uma vez que a derivada def é descont�́nua emx= � 1,
x = 0 ex = 1. Logo, as derivadas deu devem ser descont�́nuas ao longo das caracter�́sticas no
plano(x; t) que passam pelos pontos(� 1;0), (0;0) e (1;0).

Considerando apenas as retas caracter�́sticas que passam por (� 1;0) e (1;0), elas dividem o
plano(x; t) em nove regiões. Faça o grá�co das regiões e encontreu(x; t) em cada caso.

Equação de ondas ñao homoĝenea

Agora será feito um estudo da equação de ondasnão homogêneaque está modelado no
problema abaixo:

8
>><

>>:

utt � a2uxx = h(x; t); x 2 R; t � 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R;

ut(x;0) = g(x); x 2 R:

(6.18)

Seja(x ; t ) um ponto qualquer no planoxt no qual se deseja calcular a solução do problema
6.18. SejaW o triângulo caracter�́stico determinado por esse ponto, isto é, o triângulo cujo
vértices são os pontos(x � at ;0), (x ; t ) e (x + at ;0).

A fronteira¶W de W considera-se orientada no sentido anti-horário, cuja escolha está em
coerência com a orientação do eixox. Agora integra-se a equação do problema 6.18 na região
W. Tem-se:

(6.19)
Z

W

�
a2uxx � utt

�
dxdt= �

Z

W
h(x; t) dxdt:
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Faça
Q = a2ux e P = ut ;

de modo que o integrando acima (o primeiro membro da equação em si), pode ser reescrito na
forma

a2uxx � utt =
¶
¶x

�
a2ux

�
+

¶
¶t

(ut) =
¶Q
¶x

�
¶P
¶t

�

Assim, a equação (6.19) �ca escrita na forma
Z

W

�
¶Q
¶x

�
¶P
¶t

�
dxdt= �

Z

W
h(x; t) dt:

Agora aplica-se o teorema de Green,
Z

¶W
P(x; t) dx+ Q(x; t) dt =

ZZ

W

�
¶Q
¶x

(x; t) �
¶P
¶y

(x; t)
�

dx;dt;

no primeiro membro acima, para obter
Z

¶W
P(x; t) dx+ Q(x; t) dx= �

Z

W
h(x; t) dxdt:

Retornando comP = ut eQ = a2ux no primeiro membro acima, obtém-se

(6.20)
Z

¶W
ut dx+ a2uxdt = �

Z

W
h(x; t) dxdt:

A integral do primeiro membro corresponde a integral de linha de um campo vetorialFFF(x; t)
dado porFFF(x; t) =

�
ut(x; t); a2ux(x; t)

�
. E seu cálculo é feito da seguinte maneira:

Z

¶W
FFF(x; t) � dr =

Z b

a
FFF[g(s)] � g0(s) ds;

ondeg(s) é uma parametrização para a fronteira¶W.
Para calcular a integral no primeiro membro de (6.20) será necessário parametrizar¶W, ou

seja, o triângulo carater�́stico que tem como vértices ospontos(x ; t ), (x � at ;0) e (x + at ;0).
Começa-se determinando o segmento de reta do ponto(x ; t ) até o ponto(x � at ;0). A ideia
é usar a fórmula da Geometria Anal�́tica,x � x0 = m(t � t0), ondem = Dx=Dt. Para estes dois
pontos, tem-se:

m=
x � at � x

0� t
= a:

Assim,
x� t = a(t � t ) ) x� at = x � at ; (x � at � x � x ):

Agora para o segmento de reta do ponto(x + at ;0) até o ponto(x ; t ). Tem-se:

m=
x � x � at

t � 0
= � a:

Assim,
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x� (x + at ) = � a(t � 0) ) x+ at = x + at ; (x ;x + at ):

Para o segmento ligando(x � at ;0) até o ponto(x + at ;0) �ca mais simples, pois não há
variação emt. Logo o mesmo pode ser parametrizado fazendot = 0 enquantox varia no inter-
valox � at � x � x + at .

Para simpli�car, nomeia-se estas três parametrizaçõesda seguinte forma:

(g1) : x� at = x � at ; x � at � x � x ;

(g2) : x+ at = x + at ; x � x � x + at ;

(g3) : t = 0; x � at � x � x + at :

Observe quedx= adt sobreg1, quedx= � adt sobreg2 e quedt = 0 sobreg3. Com estas
notações e observações, a integral no primeiro membro de (6.20) �ca assim reescrita:

Z

¶W
ut dx+ a2ux dt =

Z

g1

ut dx+ a2ux dt+
Z

g2

ut dx+ a2uxdt+
Z

g3

ut dx+ a2uxdt

=
Z

g1

ut (adt)+ aux(adt)+
Z

g2

ut (� adt) � aux(� adt)+

+
Z

g3

ut dx

=
Z

g1

aut dt+ auxdx+
Z

g2

� aut dt � auxdx+
Z

g3

ut(x;0) dx

= a
Z

g1

ut dt + uxdx� a
Z

g2

ut dt + uxdx+
Z x+ at

x � at
ut(x;0) dx

= a
Z

g1

du� a
Z

g2

du +
Z x+ at

x � at
ut(x;0) dx

= au(x; t)
�
�
�
g1

� au(x; t)
�
�
�
g2

+
Z x+ at

x � at
ut(x;0) dx

= a[u(x � at ;0) � u(x ; t )] � a[u(x ; t ) � u(x + at ;0)]+

+
Z x+ at

x � at
ut(x;0) dx

= a[u(x + at );0)+ u(x � at ;0)] � 2au(x ; t )+
Z x+ at

x � at
ut(x;0) dx

= a[u0(x + at ))+ u0(x � at )] � 2au(x ; t )+
Z x+ at

x � at
u1(x) dx:(6.21)

Substituindo (6.21) em (6.20), obtém-se
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a[ f (x + at )+ f (x � at )] � 2au(x ; t )+
Z x+ at

x � at
g(x) dx= �

Z

W
h(x; t) dxdt;

donde segue que

(6.22) u(x ; t ) =
f (x + at )+ f (x � at )

2
+

1
2a

Z x+ at

x � at
g(x) dx+

1
2a

Z

W
h(x; t) dxdt:

Os dois primeiros termos no segundo membro acima é a soluç˜ao de d'Alembert para o proble-
ma homogêneo. O último termo no segundo membro acima,

v(x; t) =
1
2a

Z

W
h(x; t) dxdt;

(pode-se demonstrar) é solução do problema
8
>><

>>:

vtt � a2vxx = f (x; t); x 2 R; t � 0;

v(x;0) = 0; x 2 R;

vt(x;0) = 0; x 2 R:

Portanto, a soma das duas soluções,u+ v, é a solução do problema (6.18). De maneira análoga
ao que foi feito para o problema homogêneo, demonstra-se que o problema não homogêneo é
bem posto.

Exemplo 6.4:Determine a solução do problema
8
>><

>>:

utt � uxx = 1; para x 2 R e t � 0;

u(x;0) = x2; para x 2 R;

ut(x;0) = 1; para x 2 R:

SOLUÇÃO: Deve-se usar (6.22),

u(x ; t ) =
f (x + at )+ f (x � at )

2
+

1
2a

Z x+ at

x � at
g(x) dx+

1
2a

Z

W
h(x; t) dxdt;

coma = 1, h(x; t) = 1, f (x) = x2 e g(x) = 1. Assim,

u(x ; t ) =
(x + t )2 + ( x � t )2

2
+

1
2

Z x+ t

x � t
1dx+

1
2

Z t

0

Z � t+ x � t

t+ x � t
1dxdt

=
x 2 + 2x t + t 2 + x 2 � 2x t + t 2

2
+

x
2

�
�
�
�

x+ t

x � t
+

1
2

Z t

0
x

�
�
�
� t+ x � t

t+ x � t
dt

=
2x 2 + 2t 2

2
+

(x + t ) � (x � t )
2

+
1
2

Z t

0
[(� t + x � t ) � (t + x � t )] dt
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= x 2 + t 2 + t +
1
2

Z t

0
� 2t dt

= x 2 + t 2 + t �
t2

2

�
�
�
�

t

0
= x 2 + t 2 + t �

t 2

2

= x 2 +
t 2

2
+ t �

Portanto, a solução para o problema dado é

u(x; t) = x2 +
t2

2
+ t:

Exemplo 6.5:Considere o seguinte problema da corda �nita:

(6.23)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

utt � a 2uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; t > 0;

u(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L;

ut(x;0) = 0; 0 � x � L:

A solução deste problema, pelo método de Fourier, foi apresentada na seção 4.4 e é dada por

u(x; t) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
� cos

� npa t
L

�
,

onde

cn =
2
L

Z L

0
f (x) � sen

� npx
L

�
dx:

Mostre que a solução acima pode ser representada na forma

u(x; t) =
h(x� a t)+ h(x+ a t)

2
�

SOLUÇÃO: Considere as seguintes fórmulas da trigonometria:
(

sen(a+ b) = ( sena) � (cosb)+ ( senb) � (cosa);

sen(a� b) = ( sena) � (cosb) � ( senb) � (cosa):

Somando estas duas identidades trigonométricas membro a membro, obtém-se

( sena) � (cosb) =
sen(a+ b)+ sen(a� b)

2
�
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Agora façaa =
npx
L

e b =
npa t

L
na última fórmula acima para escrever

sen
� npx

L

�
� cos

� npa t
L

�
=

1
2

h
sen

� npx
L

+
npa t

L

�
+ sen

� npx
L

�
npa t

L

�i

=
1
2

n
sen

hnp
L

(x� a t)
i

+ sen
hnp

L
(x+ a t)

io
�

Portanto,

u(x; t) =
1
2

¥

å
n= 1

cn

n
sen

hnp
L

(x� a t)
i

+ sen
hnp

L
(x+ a t)

io
�

Supondo que a série acima pode ser dividida em duas somas, tem-se

u(x; t) =
1
2

¥

å
n= 1

cn sen
hnp

L
(x� a t)

i
+

1
2

¥

å
n= 1

cn � sen
hnp

L
(x+ a t)

i
:

Fazendo agora

h(x) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

L

�
,

conclui-se que a última expressão acima satisfaz

u(x; t) =
h(x� a t)+ h(x+ a t)

2
,

como desejado.

4.7 Equaç̃ao de Laplace

Uma importante equação diferencial parcial é aequação de Laplace,que em dimensão dois
é dada por

Du = uxx+ uyy = 0

e em dimensão três é dada por

Du = uxx+ uyy+ uzz= 0:

Quando se considera campos eletrostáticos, a função potencial elétrico em um meio dielétrico
sem cargas elétricas tem que satisfazerDu = 0. Analogamente, a função potencial de uma
part�́cula livre no espaço sob ação apenas de forças gravitacionais também tem que satisfazer
Du = 0. Por isso a equação de Laplace também é conhecida como aequação do potencial.

Observaç̃ao 7.1:Considere o problema de Dirichlet não homogêneo:
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(7.1)

8
>><

>>:

uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u(x;0) = f (x); u(x;b) = g(x); 0 � x � a;

u(0;y) = h(y); u(a;y) = k(y); 0 < y < b:

Figura 7.1: Problema de Dirichlet no retângulo.

Como no mostrado no exemplo 5.3, para equações de ondas, o problema de Dirichlet acima
pode ser resolvido mantendo-se uma condição de contorno não homogênea e as outras três
mantidas homogêneo. Assim, �ca-se com quatro problemas e que podem ser resolvidos pelo
método de separação de variáveis. Como o problema dado ´e linear, então a sua solução pode ser
obtida como soma das soluções de cada um dos quatro problemas.

Suponha que existam funçõesu1(x;y), u2(x;y), u3(x;y) e u4(x;y), onde os números de 1 a 4
representam �́ndices e não potências, que são, respectivamente, soluções para os problemas de
Dirichlet dados a seguir:

(7.2)

8
>><

>>:

u1
xx+ u1

yy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u1(x;0) = f (x); u1(x;b) = 0; 0 � x � a;

u1(0;y) = 0; u1(a;y) = 0; 0 < y < b:

(7.3)

8
>><

>>:

u2
xx+ u2

yy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u2(x;0) = 0; u2(x;b) = g(x); 0 � x � a;

u2(0;y) = 0; u2(a;y) = 0; 0 < y < b:

(7.4)

8
>><

>>:

u3
xx+ u3

yy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u3(x;0) = 0; u3(x;b) = 0; 0 � x � a;

u3(0;y) = h(y); u3(a;y) = 0; 0 < y < b:
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(7.5)

8
>><

>>:

u4
xx+ u4

yy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u4(x;0) = 0; u4(x;b) = 0; 0 � x � a;

u4(0;y) = 0; u4(a;y) = k(y); 0 < y < b:

Agora se faz
u(x;y) = u1(x;y)+ u2(x;y)+ u3(x;y)+ u4(x;y);

ondeu(x;y) é a solução do problema (7.1).
O primeiro passo consiste em mostrar queu(x;y) dada acima satisfaz a equação de Laplace.

Tem-se:

Du = uxx+ uyy

=
�
u1(x;y)+ u2(x;y)+ u3(x;y)+ u4(x;y)

�
xx+

+
�
u1(x;y)+ u2(x;y)+ u3(x;y)+ u4(x;y)

�
yy

= u1
xx(x;y)+ u2

xx(x;y)+ u3
xx(x;y)+ u4

xx(x;y)+

+ u1
yy(x;y)+ u2

yy(x;y)+ u3
yy(x;y)+ u4

yy(x;y)

=
�
u1

xx(x;y)+ u1
yy(x;y)

�
+

�
u2

xx(x;y)+ u2
yy(x;y)

�
+

+
�
u3

xx(x;y)+ u3
yy(x;y)

�
+

�
u4

xx(x;y)+ u4
yy(x;y)

�

= 0+ 0+ 0+ 0= 0;

mostrando queu satisfaz a equação de Laplace.
O passo seguinte consiste em vericar cada uma das quatro condições de contorno. Tem-se:

u(x;0) = u1(x;0)+ u2(x;0)+ u3(x;0)+ u4(x;0)

= f (x)+ 0+ 0+ 0 = f (x):

u(x;b) = u1(x;b)+ u2(x;b)+ u3(x;b)+ u4(x;b)

= 0+ g(x)+ 0+ 0 = g(x):

u(0;y) = u1(0;y)+ u2(0;y)+ u3(0;y)+ u4(0;y)

= 0+ 0+ h(y)+ 0 = h(y):

u(a;y) = u1(a;y)+ u2(a;y)+ u3(a;y)+ u4(a;y)

= 0+ 0+ 0+ k(y) = k(y):
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O que foi mostrado anteriormente é queu(x;y) é a soma das soluções dos problemas (7.2),
(7.3), (7.4) e (7.5). Portanto, para resolver o problema (7.1), basta resolver cada um dos quatro
problemas citados e somar as suas soluções para obter imediatamente a solução do problema
não homogêneo. Este procedimento é poss�́vel porque estes problemas são lineares.

Exemplo 7.1:Este exemplo é um estudo do problema de Dirichlet em um retângulo, que é
modelado da seguinte maneira:

(7.6)

8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u(x;0) = 0; u(x;b) = 0; 0 < x < a;

u(0;y) = 0; u(a;y) = k(y); 0 � y � b:

SOLUÇÃO:

Figura 7.2: Problema de Dirichlet com uma condição não homogênea.

Aplica-se o método de separação de variáveis supondo que a solução do problema é dada por

u(x;y) = X(x) �Y(y):

Derivadandou duas vezes em relação ax e duas vezes em relação ay, obtém-se

uxx(x;y) = X00(x) �Y(y) e uyy(x;y) = X(x) �Y00(y);

que levada �a equação em (7.6) resulta em

X00(x) �Y(y)+ X(x) �Y00(y) = )
X00

X
= �

Y00

Y
= l ;

onde escolheu-se a constante de separalibilidadel sem estar acompanhada do sinal de “menos”
(isto facilita a resolução deste problema).
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No caso da região retangular, quando a condição não homogênea está em um dos lados na
vertical, opta-se porl ; quando a parte não homogênea está na parte superior ou inferior, opta-se
por � l . Isto �cará claro mais adiante: caso se inverta o sinal del , então aparecerá durante da
resolução uma série em senos ou cossenos hiperbólicos,que parece com a série de Fourier,
porém não existe série de Fourier com senos e cossenos hiperbólicos, apenas com senos e
cossenos trigonométricos (e isto impediria a continuidade da resolução do problema).

Segue-se da última igualdade que
(

X00� l X = 0;

Y00+ l Y = 0:

O próximo passo consiste em usar as três condições de contorno homogêneas para determinar
as condições de compatibilidade. Para a primeira condição de contorno, tem-se

u(x;0) = X(x) �Y(0) = 0 ) Y(0) = 0 ou X(x) = 0 para todox:

Mas seX(x) = 0 para todox, segue-se deu(x;y) = X(x) �Y(y) queu � 0. Então, �ca-se com
Y(0) = 0.

Para a segunda condição de contorno, tem-se

u(x;b) = X(x) �Y(b) = 0 ) Y(b) = 0 ou X(x) = 0 para todox:

SeX(x) = 0 para todox, então como visto,u � 0. Logo,Y(b) = 0.
E para a terceira condição de contorno, obtém-se

u(0;y) = X(0) �Y(y) = 0 ) X(0) = 0 ou Y(y) = 0 para todoy:

Da mesma forma,u(x;y) = X(x) � Y(y) mostra que, seY(y) = 0 para todoy, entãou � 0.
Então opta-se porX(0) = 0.

Portanto, deve-se resolver os seguintes problemas de valores de contorno:

(
X00� l X = 0;

X(0) = 0;
)

8
>><

>>:

Y00+ l Y = 0;

Y(0) = 0;

Y(b) = 0:

Observe que o primeiro problema só tem uma condição de contorno, enquanto o segundo
tem duas condições. Por isso inicia-se o estudo pelo segundo problema.́E neste ponto que a
escolha da constante de separabilidade� l daria problema na resolução. Se a escolha fosse
� l o segundo problema teria como solução geral uma combinação linear de seno e cosseno
hiperbólico, como mostra o exemplo 1.5.

Divide-se o segundo problema acima em três casos:l = 0, l < 0 e l > 0.

CASO 1: paral = 0 o problema se reduz aY00= 0. Integrando duas vezes em relação ay,
encontra-seY(y) = c1 � y+ c2. Agora aplica-se as condições de contorno. Tem-se:
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Y(0) = c1 � 0+ c2 = 0 ) c2 = 0;

de modo queY(y) = c1 � y.
Com a segunda condição de contorno, obtém-se

Y(b) = c1 � b = 0 ) c1 = 0 ou b = 0:

Masb é medida de um dos lados do retângulo, logo ele não pode serzero. Assim,c1 = 0, de
modo queY(y) = 0 para todoy. Mas isto implica emu � 0.

CASO 2: paral < 0. Façal = � m2, isto evita o aparecimento de ra�́zes. Dessa forma, a
equação se escreve na formaY00� m2Y = 0. O exemplo 1.5 mostra que a solução geral para esta
equação é da forma

Y(y) = d1 � cosh(my)+ d2 � senh(my):

Aplicando a primeira condição de contorno, encontra-se

Y(0) = d1 � cosh0+ d2senh0= 0 ) d1 = 0;

de maneira queY(y) = d2 � senh(my).
Usando a segunda condição de contorno, obtém-se

Y(b) = d2 � senh(mb) = 0 ) d2 = 0 ou senh(mb) = 0:

Ora, comob; m6= 0 (b é a medida de um dos lados do retângulo e� m2 = l > 0, de modo
que por serl 6= 0 também serám6= 0), tem-se assim, por de�nição, que senh(mb) 6= 0. Isto faz
com qued2 = 0, de modo queu � 0.

CASO 3: paral > 0, façal = m2 (para evitar aparecimento de ra�́zes). Assim, a equação em
Y �ca na formaY00+ m2Y = 0. Pelo exemplo 1.5, a solução geral desta equação é dada por

Y(y) = e1 � cos(my)+ e2 � sen(my):

Aplicando a primeira condição de contorno, conclui-se que

Y(0) = e1cos0+ e2 � sen0= 0 ) e1 = 0;

de modo queY(y) = e2 � sen(my).
Usando a segunda condição de contorno, resulta

Y(b) = e2 � sen(mb) = 0 ) e2 = 0 ou sen(mb) = 0:

Caso fossee2 = 0, entãoY(y) = 0 para todoy e isto implicaria, como já explicado antes,
emu � 0. Logo deve-se optar por sen(mb) = 0. Isto faz com que o argumento seja igual a um
múltiplo inteiro dep, isto é,

mb = np ) m=
np
b

) l =
n2p2

b2 �
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Assim, a solução é dada por

Y(y) = e2 � sen
� npy

b

�
,

que sem perda de generalidade, fazendoe2 = 1, resulta em

(7.7) Yn(y) = sen
� npy

b

�
, n = 1;2;3; : : :

Agora retorna-se ao problema

(
X00� l X = 0;

X(0) = 0:

Não é necessário estudar este problema em relação aos casos 1 e 2, pois já foi mostrado que
estes dois casos, para o problema de Laplace que se estuda, conduzem semper a solução trivial
u � 0. Logo, o problema acima deve ser analisado apenas no terceiro caso, isto é, paral = m2.
Assim, segundo o exemplo 1.5 a solução geral para a equaç˜aoX00� m2X = 0 é dada por

X(x) = d1 � cosh(mx)+ d2 � senh(mx):

Usando a única condição de contorno para este problema, conclui-se que

X(0) = d1 � cosh0+ d2 � senh0= 0 ) d1 = 0;

de modo queX(x) = d2senh(mx).
Agora se usa o valor dem já obtido anteriormente para escrever

X(x) = d2 � senh
� npx

b

�
:

Sem perda de generalidade, pode-se tomard2 = 1 e escrever

(7.8) Xn(x) = senh
� npx

b

�
�

Usando (7.7) e (7.7), obtém-se

un(x;y) = Xn(x) �Yn(y)

= senh
� npx

b

�
� sen

� npy
b

�
, n = 1;2;3; : : :

As funçõesun(x;y) satisfazem a equação de Laplace e as três condições de contorno ho-
mogêneas para cadan 2 N. Para satisfazer a condição de contorno não homogênea,u(a;y) =
k(y), supõe-se que a soluçãou(x;y) possa ser representada como superposição das funções
un(x;y), ou seja, que

u(x;y) =
¥

å
n= 1

cn � un(x;y)
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=
¥

å
n= 1

cn � senh
� npx

b

�
� sen

� npy
b

�
�

Usando a condição de contorno não homogênea,u(a;y) = k(y), obtém-se

u(a;y) =
¥

å
n= 1

cn � senh
� npa

b

�
� sen

� npy
b

�
= k(y):

Agora se faz

bn = cn � senh
� npa

b

�
,

de modo que

k(y) =
¥

å
n= 1

bn � sen
� npy

b

�
�

A expressão acima é a série de Fourier de uma função �́mpar e periódica de per�́odoT = 2b.
Assim, chamando dek a extensão da funçãok no intervalo� b � y � b e periódica de per�́odo
T = 2b, tem-se que os coe�cientes são dados por

bn =
1
b

Z b

� b
k(y) � sen

� npy
b

�
dy

=
1
b

Z b

0
k(y) � sen

� npy
b

�
dy;

pois o integrando é par (pois é produto de duas funções �́mpares), de modo que se dobra o valor
da integral que é calculada no semi-intervalo[0;b] e ondek coincide comk.

Mas
bn = cn � senh

� npa
b

�
,

então

cn � senh
� npa

b

�
=

1
b

Z b

0
k(y) � sen

� npy
b

�
dy;

que resulta em

cn =
1

b� senh(npa=b)

Z b

0
k(y) � sen

� npy
b

�
dy:

Portanto, a solução do problema (7.1) é dada por

u(x;y) =
¥

å
n= 1

cn � senh
� npx

b

�
� sen

� npy
b

�
,

onde

cn =
1

b� senh(npa=b)

Z b

0
k(y) � sen

� npy
b

�
dy:

Exemplo 7.2:Resolva o seguinte problema de Laplace para um retângulo:
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8
>><

>>:

uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u(x;0) = 0; u(x;b) = g(x); 0 � x � a;

u(0;y) = 0; u(a;y) = 0; 0 < y < b;

ondeg : [0;a] ! R é uma função dada.

SOLUÇÃO:

Figura 7.3: Problema de Dirichlet com outra condição de contorno não homogênea.

Suponha que
u(x;y) = X(x) �Y(y):

Derivando duas vezes em relação ax e em relação ay, encontra-se

uxx = X00(x) �Y00(y) e uyy = X(x) �Y00(y);

que substitu�́das na equação de Laplace resulta em

X00(x) �Y(y)+ X(x) �Y00(y) = 0 ) X00(x) �Y(y) = � X(x) �Y00(y);

ou ainda,
X00(x)
X(x)

= �
Y00(y)
Y(y)

= � l ;

onde� l é a constante de separação de variáveis. Assim, tem-se

X00+ l X = 0 e Y00� l Y = 0:

As condições de compatibilidade são assim obtidas:

u(x;0) = X(x) �Y(0) = 0 ) Y(0) = 0 ou X(x) = 0; para todox:

CasoX(x) = 0 para todox, então encontra-se a solução trivialu � 0. Neste caso, adota-se
Y(0) = 0.
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Além disso,

u(0;y) = X(0) �Y(y) = 0 ) X(0) = 0 ou Y(y) = 0; para todoy;

u(a;y) = X(a) �Y(y) = 0 ) X(a) = 0 ou Y(y) = 0; para todoy:

Nos dois casos acima, seY(y) = 0 para todoy, então encontra-se a solução trivialu � 0.
Então assume-seX(0) = 0 = X(a). Fica-se com os seguintes problemas:

(
X00+ l X = 0; 0 < x < a;

X(0) = 0 = X(a);
e

(
Y00� l Y = 0; 0 < y < b;

Y(0) = 0:

Deve-se separar em três casos:l = 0, l < 0 e l > 0.

CASO 1: paral = 0, tem-se queX(x) = c1 � x+ c2. Usando a primeira condição de contorno,
obtém-se

X(0) = c1 � 0+ c2 = 0 ) c2 = 0;

de modo queX(x) = c1 � x.
Para a segunda condição de contorno,

X(a) = c1 � a = 0 ) a = 0;

poisa 6= 0, por ser a medida de um dos lados do retângulo.
Neste caso,l = 0 implica emX(x) = 0 para todox, de modo que se temu � 0.

CASO 2: paral < 0. Pode escreverl = � m2. Assim, pelo exemplo 1.5, a equaçãoX00�
m2X = 0 tem como solução geral

X(x) = d1 � cosh(mx)+ d2 � senh(mx):

Usando a primeira condição de contornoX(0) = 0, encontra-se

X(0) = d1 � cosh0+ d2 � senh0= 0 ) d1 = 0;

pois cosh0= 1 e senh0= 0. E, assim,X(x) = d2 � senh(mx).
Para a segunda condição de contornoX(a) = 0, tem-se

X(a) = d2 � senh(ma) = 0 ) d2 = 0 ou senh(ma) = 0:

Mas ma 6= 0, poism2 = l < 0 e a é o lado do retângulo. Assim, por de�nição, tem-se que
senh(l a) 6= 0 e isto implica emd2 = 0. Assim, tem-se, paral < 0, queX(x) = 0 para todox
e, portanto, queu � 0.

CASO 3: paral > 0. Pode-se escreverl = m2. A equaçãoX00+ m2X = 0 tem solução geral

X(x) = e1 � cos(mx)+ e2 � sen(mx):
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UsandoX(0) = 0 na solução acima, encontra-se

X(0) = e1 � cos0+ e2 � sen0= 0 ) e1 = 0;

de modo queX(x) = e2 � sen(mx).
ParaX(a) = 0, tem-se

X(a) = e2 � sen(ma) = 0 ) e2 = 0 ou sen(ma) = 0:

See2 = 0, entãoX � 0 e, portanto,u � 0. Se sen(ma) = 0, então o argumento deve satisfazer
ma = np, de modo que

ma = np ) m=
np
a

e l =
n2p2

a2
, n 2 N:

Portanto,
Xn(x) = sen

� npx
a

�
; n = 1;2;3; : : :

onde sem perda de generalidade tomou-see2 = 1.
A equação emY(y) deve ser analisada apenas no caso 3, uma vez que nos demais casos

sempre se chega au � 0, não importanto qual seja a solução emy. Assim, para a equação
Y00� l Y = Y00� m2Y = 0 e com a condição de compatibilidadeY(0) = 0, tem-se

Y(y) = k1 � cosh
� npy

a

�
+ k2 � senh

� npy
a

�
,

de modo que
Y(0) = k1 � cosh0+ k2 � senh0= 0 ) k1 = 0:

Portanto,
Yn(y) = senh

� npy
a

�
,

onde tomou-se, sem perda de generalidade,k2 = 1.
Fazendoun(x;y) = Xn(x) �Yn(y), tem-se

un(x;y) = sen
� npx

a

�
� senh

� npy
a

�
�

Assim, tem-se como candidato �a solução do problema de Laplace a função

u(x;y) =
¥

å
n= 1

cn � un(x;y)

=
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

a

�
� senh

� npy
a

�
�

Para determinar os coe�cientescn, usa-se a condição de contornou(x;b) = g(x). Assim,

g(x) = u(x;b) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

a

�
� senh

�
npb

a

�
�
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Agora se faz

bn = cn � senh
�

npb
a

�
,

de modo que a série acima �ca na forma

g(x) =
¥

å
n= 1

bn � sen
� npx

a

�
�

A última expressão acima é a série de senos, portanto a s´erie de Fourier de uma função �́mpar
e periódica de per�́odoT = 2a. Assim, seg : R ! R é a extensão �́mpar deg ao intervalo(� a;a]
e periódica de per�́odoT = 2a, então os coe�cientesbn são dados por

bn =
1
a

Z a

� a
g(x) � sen

� npx
a

�
dx

=
2
a

Z a

0
g(x) � sen

� npx
a

�
dx;

pois o integrando é par (pois é produto entre duas funções �́mpares) e no intervalo[0;a] a ex-
tensãog coincide com a funçãog.

Logo,

cn � senh
�

npb
a

�
=

2
a

Z a

0
g(x) � sen

� npx
a

�
dx:

Assim,

(7.9) cn =
2
a

�
1

senh(npb=a)

Z a

0
g(x) sen

� npx
a

�
dx:

Portanto, a solução do problema de Laplace é dada por

u(x;y) =
¥

å
n= 1

cnsen
� npx

a

�
� senh

� npy
a

�
,

onde os coe�cientescn podem ser obtidos pela expressão (7.9).

Exemplo 7.3:Resolva o seguinte problema de Laplace usando o método de separação de
variáveis: 8

>><

>>:

uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

uy(x;0) = 0; uy(x;b) = 0; 0 � x � a;

ux(0;y) = 0; ux(a;y) = k(y); 0 < y < b:

SOLUÇÃO: Procura-se por solução da forma

u(x;y) = X(x) �Y(y):
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Derivando duas vezes em relação ax e y, após substituir na equação de Laplace, encontra-se

X00(x) �Y(y)+ X(x) �Y00(y) )
X00(x)
X(x)

= �
Y00(y)
Y(y)

�

A última expressão mostra que as variáveis estão separadas. Como o primeiro membro de-
pende apenas da variávelx e o segundo membro depende apenas da variávely, então a igualdade
só se veri�ca se ambos os membros forem constantes, ou seja,

X00(x)
X(x)

= �
Y00(y)
Y(y)

= l ;

isto é,

X00� l X = 0;

Y00+ l Y = 0:

Figura 7.4: Problema de Newmann com uma condição não homogênea.

Em seguida determina-se as condições de compatibilidadepara resolver as EDOs acima.
Tem-se:

ux(0;y) = X0(0) �Y(y) = 0 ) X0(0) = 0 ou Y(y) = 0 para todoy:

CasoY(y) = 0 para todoy, então ter-se-iau � 0. Logo, assume-se queX0(0) = 0.
Para a condição de contornouy(x;0) = 0, obtém-se

uy(x;0) = X(x) �Y0(0) = 0 ) Y0(0) = 0 ou X(x) = 0 para todox:

Assim, seX(x) = 0 para todox, obter-se-iau � 0. Então adota-se a condição de compati-
bilidadeY0(0) = 0.

Para a condição de contornouy(x;b) = 0, obtém-se

uy(x;b) = X(x) �Y0(b) = 0 ) Y0(b) = 0 ou X(x) = 0 para todox:
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CasoX(x) = 0 para todox, obter-se-iau(x;y) � 0. Então adota-se a condição de compatibil-
idadeY0(b) = 0.

Agora trata-se de resolver os seguintes problemas de valor de contorno:
(

X00� l X = 0;

X0(0) = 0;
e

(
Y00+ l Y = 0;

Y0(0) = 0 = Y0(b):

O primeiro problema acima só tem uma condição de contorno. Já o segundo problema, que
tem duas condições de contorno e que será estudado inicialmente, deve ser analisado em três
casos:l = 0, l < 0 e l > 0.

CASO 1: paral = 0. Tem-seY00= 0, que por duas integrações diretas tem como solução
Y(y) = c1y+ c2. Derivando a última expressão uma vez e usando a condição de contornoY0(0) =
0, encontra-se

Y0(y) = c1 ) Y0(0) = c1 = 0 ) c1 = 0;

donde resultaY(y) = c2.
Agora usa-se a segunda condição de contorno,Y0(b) = 0, emY0(y) = 0, que implica em

Y0(b) = 0: Ou seja, com a segunda condição de contorno a soluçãoY(y) = c2 permance a
mesma, que implicará emu(x; t) = c = constante, a ser adicionada no �nal. Mais adiante será
visto que esta constantec2 não poderá ser determinada. Isto é uma caracter�́stica de problemas
de Neumann.

CASO 2: paral < 0. Neste caso, para evitar expressões contendo ra�́zes opta-se por escrever
l = � m2. Assim, o exemplo 1.5 mostra que a solução geral paraY00� m2Y = 0 é dada por

Y(y) = d1 � cosh(my)+ d2 � senh(my):

Derivando a expressão acima e usando a condição de contornoY0(0) = 0, obtém-se

Y0(y) = d1 � m� senh(my)+ d2 � m� cosh(my)

Y0(0) = d1 � m� senh0+ d2 � m� cosh0= 0 ) d1 � m� 0+ d2 � m� 1 = 0;

ou seja,d2 � m= 0, que implica emd2 = 0, pois cosh0= 1, senh0= 0 em6= 0. Resulta, portanto,
queY(y) = d1 � cosh(my).

Usando a condição de contornoY0(b) = 0 emY0(y) = d1msenh(my), encontra-se

Y0(b) = d1 � m� senh(mb) = 0 ) d1 � m= 0 ou senh(mb) = 0:

Mas m 6= 0 e b > 0, de modo quemb 6= 0. Além disso, senh(mb) 6= 0, pois o seno
hiperbólico de número diferente de zero é não nulo. De fato, basta observar a sua de�nição:

senhx =
ex � e� x

2
. Segue-se da�́ qued1 = 0 (poism6= 0). E isto implica queY(y) = 0 para todo

y, de modo queu � 0.
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CASO 3: paral > 0. Neste caso, escreve-sel = m2. Pelo exemplo 1.5 a solução geral de
Y00+ m2Y = 0 é dada por

Y(y) = e1 � cos(my)+ e2 � sen(my):

Derivando a última expressão uma vez e usando a condiçãode contornoY0(0) = 0 na solução
acima, obtém-se

Y0(y) = � e1 � m� sen(my)+ c2 � m� cos(my)

Y0(0) = � e1 � m� sen0+ e2 � m� sen0= 0 ) e1 � m� 0+ e2 � m� 1 = 0;

que dáe2 = 0 (poism6= 0). Assim, tem-se queY(y) = e1 � cos(mx).
Com a condição de contornoY0(b) = 0 aplicada emY0(y) = e1 � m� sen(my), encontra-se

Y0(b) = e1 � msen(mb) ) e1 � m= 0 ou sen(mb) = 0:

Casoe1 = 0, então obter-se-iau � 0. Logo, sen(mb) = 0, de modo que

sen(mb) = 0 ) mb = np;

que implica em

m=
np
b

e l =
n2p2

b2 �

Portanto,
Y(y) = e1cos

� npy
b

�
�

Sem perda de generalidade é poss�́vel tomare1 = 1, de modo que se encontra

Yn(y) = cos
� npy

b

�
,

para todon 2 N.
Para a outra equação diferencial, isto é, paraX00� l X = 0, coml = n2p2=b2, obtém-se como

solução geral a expressão

X(x) = k1 � cosh
� npx

b

�
+ k2 � senh

� npx
b

�
�

A condição de contornoX0(0) = 0 implica em

X0(x) = k1 �
np
b

� senh
� npx

b

�
+ k2 �

np
b

� cosh
� npx

b

�

X0(0) = k1 �
np
b

� senh
�

np � 0
b

�
+ k2 �

np
b

� cosh
�

np � 0
b

�
= 0

k1 �
np
b

� senh0+ k2 �
np
b

� cosh0= 0;
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k1 �
np
b

� 0+ k2 �
np
b

� 1 = 0;

e isto implica emk2 = 0 (pois cosh0= 1, senh0= 0 e np=b 6= 0).
Logo,

Xn(x) = cosh
� npx

b

�
,

onde, sem perda de generalidade, tomou-sek1 = 1.
Portanto, fazendoun(x;y) = Xn(x) �Yn(y), obtém-se

un(x;y) = cosh
� npx

b

�
cos

� npy
b

�
, n 2 N:

Assim, o candidato �a solução do problema de Laplace é dado por

u(x;y) = c+
¥

å
n= 1

cnun(x;y)

= c+
¥

å
n= 1

cn cosh
� npx

b

�
cos

� npy
b

�
�(7.10)

Para encerrar a solução deste problema é necessário informar como são dados os coe�cientes
da série (acima) que representa a solução. Para isso, usa-se a condição de contornoux(a;y) =
k(y) dada no problema, mas antes é preciso derivar uma vez o candidato �a solução do problema
de Laplace. Tem-se:

ux(x;y) =
¥

å
n= 1

cn
np
b

senh
� npx

b

�
cos

� npy
b

�
,

k(y) = ux(a;y) =
¥

å
n= 1

cn
np
b

senh
� npa

b

�
cos

� npy
b

�
�

Fazendo
an = cn senh

� npa
b

�
,

obtém-se

k(y) =
¥

å
n= 1

an cos
� npy

b

�
�

Mas a última expressão acima representa a série de Fourier para funções pares (uma série de
cossenos). Assim, fazendo uma extensão par dek no intervalo(� b;b] e periódica de per�́odo
T = 2b, denotando tal extensão pork, segue-se que os coe�cientesan são dados por

an =
1
b

Z b

� b
k(y) � cos

� npy
b

�
dy=

2
b

Z b

0
k(y) � cos

� npy
b

�
dy;

pois o integrando é par, por ser produto de duas funções pares, e pork coincidir comk no
intervalo[0;b].

Portanto, os coe�cientescn são dados por
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cn =
1

senh(npa=b)
2
b

Z b

0
k(y) cos

� npy
b

�
dy:

Portanto, segue-se de (7.10) que a solução do problema é dada por

u(x;y) = c+
¥

å
n= 1

cn � cosh
� npx

b

�
� cos

� npy
b

�
,

onde os coe�cientes da série acima são dados por

cn =
1

senh(npa=b)
2
b

Z b

0
k(y) cos

� npy
b

�
dy:

Agora é importante observar que o termo constantec que aparece na soluçãou(x;y) não pode
ser determinado, isto é, não existe nenhuma condição dada que permita determinar o valor dec.
Com isso problemas deste tipo não tem solução única. Como foi dito, isto é uma caracter�́stica
de problemas de Neumann.

Por �m, observa-se que o problema dado só terá solução se
Z b

0
k(y) dy= 0:

Isso se justi�ca pelo fato de

k(y) =
¥

å
n= 1

an cos
� npy

b

�
, n = 1;2;3; : : :;

ou seja, uma série de cossenos em que o termo constante não aparece. Isto signi�ca quea0 = 0
nesta série, ou ainda, que

a0 =
2
b

Z b

0
k(y) dy= 0 )

Z b

0
k(y) dy= 0:

Exemplo 7.4:Resolva o seguinte problema de Dirichlet:

(7.11)

8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; em W =
�

(x;y) 2 R2 j x2 + y2 < a
	

;

u
�
�
¶W = g(x;y); em (x;y) 2 ¶W=

�
(x;y) 2 R2 j x2 + y2 = a

	
;

ju(x;y)j < M:

SOLUÇÃO: Observe, primeiro, que não é poss�́vel aplicar diretamente o método de separação
de variáveis. Isso se deve a fato de que este método só se aplica a regiões retangulares e o
dom�́nio dado,W, é um disco, ou região circular. Assim, este problema deveser reescrito em
coordenadas polares para que a aplicação do método de separação de variáveis seja poss�́vel.
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Usando coordenadas polares, isto é,

x = r cosq e y = r senq ;

a regiãoW e sua fronteira¶Wse transformam em

D = f (r;q) j r < a e 0� q < 2pg;

¶D = f (r;q) j r = a e 0� q < 2pg:

Figura 7.5: Equação de Laplace no disco.

A dedução do laplaciano em coordenadas polares pode ser encontrada na proposição 9.1 no
apêndice 2 deste cap�́tulo. Já a restrição deu(x;y) = f (x;y) �a fronteira �ca assim:

u(a;q) = u(acosq ;asenq) = g(acosq ;asenq) = f (q):

pois em¶D se temr = a.
A equação de Laplace e a condição de contorno são dadas por:

(7.12)

8
<

:
urr +

1
r

� ur +
1
r2 � uqq = 0; em D;

u(a;q) = f (q); em ¶D:

Para queu(r;q) esteja bem de�nida, acrescenta-se a hipótese de queu seja periódica de
per�́odoT = 2p na variávelq . Além disso, exige-se que a funçãou(r;q) seja limitada para
r � a.

Usar-se-á o método de separação de variáveis para resolver este problema. Suponha que

(7.13) u(r;q) = R(r) �Q(q):

Derivandou, obtém-se
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ur(r;q) = R0(r) �Q(q); urr (r;q) = R00(r) �Q(q) e uqq(r;q) = R(r) �Q00(q):

A substituição das derivadas acima na equação de Laplace em coordenadas polares resulta
em

R00(t) �Q(q)+
1
r

� R0(r) �Q(q)+
1
r2 � R(r) �Q00(q) = 0;

ou ainda, �
R00(t)+

1
r

� R0(r)
�

�Q(q) = �
1
r2 � R(r) �Q00(q);

que implica em

r2 �
R00(r)
R(r)

+ r �
R0(r)
R(r)

= �
Q00(q)
Q(q)

= l ;

ondel é a constante de separação, uma vez que o primeiro membro ´e uma função da variávelr
e o segundo membro é uma função apenas da variávelq , de modo que a igualdade só é poss�́vel
se ambos os membros forem uma constante.

Igualando o primeiro membro al , obtém-se

r2 �
R00(r)
R(r)

+ r �
R0(r)
R(r)

= l ) r2 � R00(t)+ r � R0� l � R= 0:

Analogamente, encontra-se

�
Q00(q)
Q(q)

= l ) Q00+ lQ = 0:

Assim, obtém-se duas EDO:

(7.14)

(
r2 � R00+ r � R0� l R= 0;

Q00+ lQ = 0:

Esse problema não tem condições de contorno homogêneas. Por outro lado, as soluções têm
que ser limitadas na variávelr e periódicas de per�́odoT = 2p na variávelq . Considere a
equaçãoQ00(q) + lQ (q) = 0. Olhandol como autovalor dessa equação, então a funçãoQ
pode ser complexa. Assim, tomando o produto entreQ e seu conjugadoQ(q), integrando de 0
a 2p e usando a EDO anterior, obtém-se

l
Z 2p

0
jQ(q)j2dq = l

Z 2p

0
Q(q) �Q(q) dq

=
Z 2p

0
[lQ (q)] �Q(q) dq

eq.
= �

Z 2p

0
Q00(q) �Q(q) dq

= � Q0(q) �Q(q)

�
�
�
�

2p

0
+

Z 2p

0
Q0(q) � [Q0(q)] dq
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= � Q0(2p) �Q(2p)+ Q0(0) �Q(0)+
Z 2p

0

�
� Q0(q)

�
�2dq

= � Q0(0+ 2p) �Q(0+ 2p)+ Q0(0) �Q(0)+
Z 2p

0

�
� Q0(q)

�
�2dq

= � Q0(0) �Q(0)+ Q0(0) �Q(0)+
Z 2p

0

�
� Q0(q)

�
�2dq

=
Z 2p

0

�
� Q0(q)

�
�2dq :(7.15)

onde usou-se a periodicidade deq em um passo acima. Também se fez uma integração por
partes, fazendo

(
u = Q(q);

dv= Q00(q) dq ;
)

8
<

:
du=

h
Q(q)

i 0
= [Q0(q)];

v = Q0(q):

Observe que a integral no primeiro e no último membros são positivas, pois os integrandos
são funções positivas (estão elevados ao quadrado). Isso faz com quel � 0, isto é,l é um
número real não negativo. Então serão considerados dois casos:l = 0 e l > 0.

CASO 1: paral = 0. Substituindo este valor em (7.15), obtém-se
Z 2p

0

�
� Q0(q)

�
�2 dq = 0 ) Q0(q) = 0 ) Q(q) = constante

é solução para a equaçãoQ00+ lQ = 0.
Além disso, paral = 0, a outra equação emR(r) �ca na forma

r2 � R00+ r � R0= 0:

Esta equação acima é do tipo de Euler, que tem solução geral

R(r) = k1 ln r + k2:3

O termo logar�́tmico não é aceitável, pois o termo lnr ! � ¥ quandor ! 0, fazendo com
que a solução seja ilimitada. Portanto,k1 = 0. Isto implica queR(r) = k2. Comou(r;q) =
R(r) � Q(q), entãoR(r) � Q(q) = a2 � k2. Ou seja, tem-se que paral = 0 a soluçãou(r;q) é
constante, de modo que ela é proporcional �a soluçãou0(r;q) = 1.

CASO 2: paral > 0, onde se fazl = m2, em que basta considerarm> 0. Assim, as equações
em (7.8) �cam na forma (

r2 � R00+ r � R0� m2R= 0;

Q00+ m2Q = 0:

Pelo exemplo 1.5 a solução geral da equaçãoQ00+ m2Q = 0 é dada por

3 Veja as observações 7.2 e 7.3 para mais detalhes.



4.7 Equação de Laplace 443

(7.16) Q(q) = d1 � cos(mq)+ d2 � sen(mq):

ComoQ(q) tem que ser periódica de per�́odo 2p, então

d1 � cos(mq)+ d2 � sen(mq) = d1 � cos[m(q + 2p)] + d2 � sen[m(q + 2p)]

= d1 � cos(mq+ 2pm)+ d2 � sen(mq+ 2pm)

de modo que se deve ter

cos(mq+ 2pm) = cos(mq) e sen(mq+ 2pm) = sen(mq):

Desenvolve-se a primeira dessas identidades acima. Tem-se:

cos(mq) � cos(2pm) � sen(mq) � sen(2pm) = cos(mq):

Como a igualdade acima vale para todoq , então basta tomar, em particular,q = p=2m. Assim,

cos
�

m�
p
2m

�
� cos(2pm) � sen

�
m�

p
2m

�
� sen(2pm) = cos

�
m�

p
2m

�
,

ou seja,

cos
� p

2

�
� cos(2pm) � sen

� p
2

�
� sen(2pm) = cos

� p
2

�
,

ou ainda,
0� cos(2pm) � sen(2pm) = 0 ) sen(2pm) = 0:

Isto signi�ca que o argumento 2pm tem que ser múltiplo inteiro (positivo, pois basta tomar
m> 0) de 2p. Logo, 2pm= 2np, implica emm= n, onden = 0;1;2;3; : : :

Analogamente, desenvolve-se a identidade sen(mq+ 2pm) = sen(mq). Tem-se:

sen(mq) � cos(2pm)+ sen(2pm) � cos(mq) = sen(mq):

Como a equação anterior vale para qualquerq , então basta tomar, em particular,q = p=2m

para obter

sen
�

m�
p

2m

�
� cos(2pm)+ sen(2pm) � cos

�
m�

p
2m

�
= sen

�
m�

p
2m

�
;

ou seja,

sen
� p

2

�
cos(2pm)+ sen(2pm) cos

� p
2

�
= sen

� p
2

�
,

ou ainda,
1� cos(2pm)+ sen(2pm) � 0 = 1 ) cos(2pm) = 1:

Mas para que seja cos(2pm) = 1, o argumento 2pm deve ser múltiplo inteiro (positivo) de
2p. Assim, 2pm= 2np, de modo quem= n. Assim, nos dois casos obte-se quem= n. Portanto,
mostrou-se que, para queq seja periódica de per�́odo 2p, é necessário quem seja um inteiro
positivon.
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A primeira equação,r2 � R00+ r � R0� m2R= 0, é uma equação de Euler, que tem solução geral

R(r) = c1 � r m+ c2r � m:4

Comom= n, a soluçãor � m que aparece na soluçãoR(r) acima tem que ser descartada, pois
ela se torna ilimitada quandor ! 0 (lembre-se quem> 0). Portanto, segue-se quec2 = 0. Logo,

(7.17) R(r) = c1 � r n:

Fazendol = m2 = n2, segue-se de (7.16) e (7.17), quando aplicadas a (7.13), que

un(r;q) = Rn(r) �Qn(q)

= r n � [cos(nq)+ sen(nq)]

= r n � cos(nq)+ r n � sen(nq); n = 1;2;3; : : :;

onde se fez, sem perda de generalidade, as constantes �nais iguais a 1.
Essas funções, juntamente comu0(r;q) = 1, formam um conjunto fundamental de soluções

para o problema em questão.

Agora, suponha queu pode ser representada pela superposição das soluções fundamentais,
isto é,

u(r;q) =
¥

å
n= 1

cn � un(r;q)

=
c0

2
+

¥

å
n= 1

r n [cn � cos(nq)+ dn � sen(nq)] :

Agora aplica-se a condição de contorno,u(a;q) = f (q), tomandor = a na última expressão
acima. Note que o termoc0=2 atua aqui como o múltiplo da soluçãou0(r;q) = 1. Tem-se:

f (q) = u(a;q) =
c0

2
+

¥

å
n= 1

an [cn � cos(nq)+ dn � sen(nq)]

=
c0

2
+

¥

å
n= 1

[(ancn) � cos(nq)+ ( andn) � sen(nq)]

=
A0

2
+

¥

å
n= 1

[An � cos(nq)+ Bn � sen(nq)] ; (0 < q < 2p);(7.18)

onde se fez
c0 = A0; An = ancn e Bn = andn:

Seja f : R ! R a extensão def (x), periódica de per�́odoT = 2p. Então, a série dada em
(7.18) é a série de Fourier para a funçãof . Como a função estendida tem per�́odo 2p, pode-se

4 Veja as observações 7.2 e 7.3 para mais detalhes.
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calcular seus coe�cientes de Fourier integrando em qualquer per�́odo da função (como foi visto
na proposição 2.5 do cap�́tulo 2). Em particular, é conveniente usar o intervalo original(0;2p),
pois, em virtude da generalidade da extensão, não se sabe exatamente qual é a função em outros
intervalos, mas se sabe quef coincide comf no intervalo(0;2p). Então, os coe�centes desta
série são dados por

c0 = A0 =
1
p

Z 2p

0
f (q) dq =

1
p

Z 2p

0
f (q) dq ;

an � cn = An =
1
p

Z 2p

0
f (q) � cos(nq) dq =

1
p

Z 2p

0
f (q) � cos(nq) dq ;

an � dn = Bn =
1
p

Z 2p

0
f (q) � sen(nq) dq =

1
p

Z 2p

0
f (q) � sen(nq) dq ;

pois f coincide comf no intervalo(0;2p).
Assim,

c0 =
1
p

Z 2p

0
f (q) dq ;

cn = An =
1

anp

Z 2p

0
f (q) � cos(nq) dq ;

dn = Bn =
1

anp

Z 2p

0
f (q) � sen(nq) dq ;

paran = 1;2;3; : : :
Portanto, a solução do problema (7.11) é dada por

u(r;q) =
c0

2
+

¥

å
n= 1

r n [cn � cos(nq)+ dn � sen(nq)] ;

onde os coe�cientes acima são dados por

c0 =
1
p

Z 2p

0
f (q) dq ;

cn = An =
1

an � p

Z 2p

0
f (q) � cos(nq) dq ;

dn = Bn =
1

an � p

Z 2p

0
(q) � sen(nq) dq ;

paran = 1;2;3; : : :
Observa-se que esse problema precisa dos termos em senos e cossenos na solução. Isso se

deve ao fato da condição de contorno ser dada no intervalo 0� q < 2p e a extensão periódica
ter sido feita para uma função qualquer, ou seja, não par enão �́mpar. No cap�́tulo 2 mostrou-se
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que uma função qualquer é soma de uma função par com outra �́mpar. Consequentemente, a
série de Fourier precisa ser completa, em vez da série só em senos ou só em cossenos.

Assim, a solução �nal pode ser reescrita da seguinte forma:

u(r;q) =
c0

2
+

¥

å
n= 1

�
cn �

rn

an � cos(nq)+ dn �
rn

an � sen(nq)
�

=
c0

2
+

¥

å
n= 1

� r
a

� n
� [cn � cos(nq)+ dn � sen(nq)] ;

onde os coe�cientes acima são dados por

c0 =
1
p

Z 2p

0
f (q) dq ;

cn = An =
1
p

Z 2p

0
f (q) � cos(nq) dq ;

dn = Bn =
1
p

Z 2p

0
f (q) � sen(nq) dq ;

paran = 1;2;3; : : :

Observaç̃ao 7.2:A equação diferencial ordinária

(7.19) x2 �
d2y
dx2 + ax�

dy
dx

+ by= 0;

ondea eb são constantes, é chamada deequação de Euler.
Será feita a mudança de variáveisx= et para transformar a equação acima em uma EDO com

coe�cientes constantes, que permitirá ser resolvida com técnicas conhecidas. Antes, observe que
agoray(t) = y[x(t)] = y(et), de modo que

dy
dt

=
dy
dx

�
dx
dt

= et �
dy
dx

e
d2y
dt2

=
d2y
dx2 �

�
dx
dt

� 2

+
dy
dx

�
d2x
dt2

=
�
et � 2 �

d2y
dx2 + et �

dy
dx

�

Assim,

x2 �
d2y
dx2 + ax�

dy
dx

+ by= 0;

�
et� 2 �

d2y
dx2 + a� et �

dy
dx

+ by= 0;
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�
�
et � 2 d2y

dx2 + et �
dy
dx

�
+ ( a� 1)

�
et �

dy
dx

�
+ by= 0;

d2y
dt2

+ ( a� 1) �
dy
dt

+ by= 0:(7.20)

Mas para resolver a equação (7.20) é preciso conhecer explicitamente os coe�cientesa eb e,
assim, só dá para resolver caso a caso. Porém existe uma maneira de obter uma solução geral
para a equação de Euler dada em (7.19): procurar por solução da formay(x) = x l , para cadal
poss�́vel. Assim, observando que

dy
dx

= l � x l � 1 e
d2y
dx2 = l (l � 1) � x l � 2;

obtém-se

x2 �
d2y
dx2 + ax�

dy
dx

+ by= 0;

x2
h
l (l � 1) � x l � 2

i
+ ax

�
l � x l � 1

�
+ b� x l = 0;

l (l � 1) � x l + al � x l + b� x l = 0;

x l [ l (l � 1)+ al + b] = 0:

Como se busca soluções L.I. (Linearmente Independentes), então deve-se ter

l (l � 1)+ al + b = 0 ) l 2 + ( a� 1)l + b = 0:

Como está equação é do segundo grau, então existem três possibilidades: duas ra�́zes reais e
diferentes, duas ra�́zes reais e iguais e duas ra�́zes complexas conjugadas.

CASO 1: duas ra�́zes reais e diferentes. Neste caso, tem-sey1(x) = xa ey2(x) = xb , de modo
que a solução geral será

y(x) = a1 � xa + a2 � xb :

CASO 2: duas ra�́zes reais e iguais. Neste caso, tem-se quey1(x) = xa e y2(x) = xa � lnx, de
modo que a solução geral será

y(x) = b1 � xa + b2 � xa � lnx:

CASO 3: duas ra�́zes complexas conjungadas. Neste caso, sel = a+ ib, tem-se

y(x) = xa+ ib = xa � xib = xa � eib lnx

= xa
n

cos
h
ln

�
xb

�i
+ i sen

h
ln

�
xb

�io
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=
n

xa � cos
h
ln

�
xb

�io
+ i

n
xa � sen

h
ln

�
xb

�io

As partes real e imaginária da função acima são reais. Assim, toma-se

y1(x) = xa � cos
h
ln

�
xb

�i
e y2(x) = xa � sen

h
ln

�
xb

�i

Observaç̃ao 7.3:Agora usa-se as informações passadas na observação 7.2para justi�car as
soluções gerais de duas equações de Euler que apareceram na resolução do exemplo 7.4. A
primeira equação foi

r2 � R00+ r � R= 0:

FazendoR(r) = r l e substituindo na equação acima e observando que

R0= l � r l � 1 e R00= l (l � 1) � r l � 2;

obtém-se

r2 �
h
l (l � 1) � r l � 2

i
+ r �

�
l � r l � 1

�
= 0;

l (l � 1) � r l + l � r l = 0;

r l �
l 2 � l + l

�
= 0;

r l = 0 ou l 2 = 0:

Ser l = 0, entãoR� 0. Logo, tem-se quel 2 = 0, que implica eml = 0. Pela observação
7.2 tem-se duas ra�́zes reais e iguais e a solução geral é da forma

R(r) = b1 � r l + b2 � r l � lnr ) R(r) = b1 + b2 � lnr;

como na aparece na resolução do exemplo citado.

A segunda equação que apareceu na resolução do exemplo 7.4 é

r2 � R00+ r � R� m2R= 0:

Novamente se fazR(r) = r l e substitui na equação acima para obter

r2 �
h
l (l � 1) � r l � 2

i
+ r �

�
l � r l � 1

�
� m2 � r l = 0;

l (l � 1) � r l + l � r l � m2 � r l = 0;

r l �
�
l 2 � l + l � m2�

= 0;
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r l = 0 ou l 2 � m2 = 0:

Caso sejar l = 0, entãoR � 0. Logo, tem-se quel 2 � m2 = 0, ou seja, quel 2 = m2, que
implica eml = � m. Tem-se, portanto, duas ra�́zes reais e diferentes. Pela observação 7.2, a
solução geral é dada por

R(r) = a1 � r � m+ a2 � r m;

como aparece na resolução do exemplo 7.4.

Exemplo 7.5:Considera o seguinte problema de Laplace no semi-plano

(7.21)

8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; x 2 R e y > 0;

u(x;0) = f (x); x 2 R;

ju(x;y)j < M:

SOLUÇÃO: Suponha que exista a transformada de Fourier da soluçãou(x;y), bem como as
transformadas de Fourier de suas derivadas parciais primeiras e segundas e que a funçãof (x)
seja absolutamente integrável. Suponha também que

lim
x! � ¥

ju(x;y)j = 0 e lim
x! � ¥

jux(x;y)j = 0:

Nestas condições, é poss�́vel aplicar a transformada deFourier em ambos os membros da
equação de Laplace.

Figura 7.6: Equação de Laplace no semi-plano

Serão usadas as fórmulas (b) e (d) da proposição 5.3 do cap�́tulo 3, trocando-set pory:

F
��

¶2u
¶x2

�
(x;y)

�
= � w2 � F[u(x;y)] e F

��
¶2u
¶y2

�
(x;y)

�
=

¶2

¶y2 F[u(x;y)];

ou ainda,
F [uxx(x;y)] = � w2 �U(w; y) e F [uyy(x;y)] = U00(w; y);

onde deve-se entenderU00como sendo a derivada segunda deU(w; y) em relação a variávely.
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Assim, aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equação de Laplace,
usando sua linearidade e as fórmulas acima, obtém-se

F (uxx+ uyy) = 0 ) F[uxx(x;y)] + F[uyy(x;y)] = 0

� w2 �U(w; y)+ U00(w; y) = 0 ) U00(w; y) � w2 �U(w; y) = 0:

Observe que a última equação é uma EDO, mas não é do tipoestudado no exemplo 1.5. A
solução geral da equaçãoU00� w2 �U = 0 é

U(w; y) = a(w) � e� wy + b(w) � ewy:

Deve-se analisar os três casos:m> 0, m= 0 em< 0. Para o casow = 0 a equação se reduz a
U00= 0, de modo que sua solução é dada porU(w; y) = a(w)+ b(w) � y, após integrar duas vezes
em relação ay. Mas aquiw = 0, de modo que esta solução �ca na formaU(0;y)= a(0)+ b(0) �y.

Assim,

U(w; y) =

8
>><

>>:

a(w) � e� wy + b(w) � ewy; se w > 0;

a(0)+ b(0) � y; se w = 0;

a(w) � ewy + b(w) � e� wy; se w < 0

Agora usa-se o seguinte teorema sobre transformadas de Fourier: Sejaf : R ! R uma função
seccionamente diferenciável e absolutamente integrável (ou seja,f 2 L 1), então lim

w!� ¥
F(w) =

0. Este teorema diz que a função transformada de Fourier tende para zero no in�nito. Assim,

lim
w! ¥

U(w; y) = lim
w! ¥

�
a(w) � e� wy + b(w) � ewy� = 0;

lim
w!� ¥

U(w; y) = lim
w!� ¥

�
a(w) � ewy + b(w) � e� wy� = 0:

Mas para que seja

lim
w! ¥

[b(w) � ewy] = 0 e lim
w!� ¥

�
b(w) � e� wy� = 0;

b(w) = 0, pois na situação acima as exponenciais tenderiam para+ ¥ e, portanto, não existiria
a função transformadaU(w; y).

Deste modo, tem-se

U(w; y) =

8
>><

>>:

a(w) � e� wy; se w > 0;

a(0)+ b(0) � y; se w = 0;

a(w) � ewy; se w < 0;

que pode ser resumida na forma

(7.22) U(w; y) = a(w) � e�j wj y:
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Fazendoy = 0 na funçãoU acima, obtém-seU(w;0) = a(w). Mas a condição de contorno
no in�nito, u(x;0) = f (x), implica emF(w) = F[ f (x)] = F[u(x;0)] = U(w;0). Então, tem-se
queF(w) = a(w). Substituindo esta última expressão em (7.22), obtém-se

(7.23) U(w; y) = F(w) � e�j wj y:

A fórmula 6 da tabela de transformada de Fourier mostra que

F
�

a
x2 + a 2

�
=

p
2p
2

� e� a jwj; (a > 0):

Fazendoa = y na fórmula acima, conclui-se

F
�

y
x2 + y2

�
=

p
2p
2

� e� a jwj ) e�j wj y = F
�

2
p

2p
�

y
x2 + y2

�
�

Agora, a expressão em (7.23) pode ser escrita na forma

U(w; y) = F[ f (x)] � F
�

2
p

2p
�

y
x2 + y2

�
�

Agora aplica-se o teorema da convolução para transformada de Fourier (fórmula 17 da
tabela), que é

p
2p [F(w) � G(w)] = F[( f � g)(x)] ) F� 1 [F(w) � G(w)] =

1
p

2p
� ( f � g)(x):

Aplicando a transformada inversa em ambos os membro acima, obtém-se

u(x;y) = F� 1 [U(w; y)]

= F� 1
�
F[ f (x)] � F

�
2

p
2p

�
y

x2 + y2

��

=
1

p
2p

�
f (x) �

�
2

p
2p

�
y

x2 + y2

��

=
1

p
2p

�
2

p
2p

�
f (x) �

�
y

x2 + y2

��

=
1
p

�
Z ¥

� ¥
f (t) �

y
(x� t)2 + y2 dt

=
y
p

Z ¥

� ¥

f (t)
(x� t)2 + y2 dt:

A última expressão obtida acima é a solução do problema(7.21).
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A equação de Laplace,Du = 0, também aparece em estudos sobre �uidos estacionários (isto
é, independentes do tempo) e incompress�́veis em meio poroso e que pode ser compreendido a
partir dalei de Darcy, que é dada por

VVV = � k� grad
�

y+
p
g

�
,

ondeVVV = VVV(x;y) é avelocidade do �uido, p= p(x;y) é apressãona área ocupada pelo �uido,
g é opeso espec�́�codo �uido (isto é,g = r g, onder representa a suamassa espec�́�cae g o
módulo da aceleração da gravidade) ek é ocoe�ciente de permeabilidadedo meio poroso em
relação ao �uido.

Considerando um�uido ideal, ou seja, escoamento permanente, o meio poroso é homogêneo
com coe�ciente de permeabilidade constantek = 1. Assim, fazendo

u(x;y) = y+
p(x;y)

g

na lei de Darcy, resulta que
VVV = � gradu = Ñu;

logou é umpotencial de velocidade.
Agora considera-se aequação da continuidade, que é dada por

dr
dt

+ r divVVV = 0:

Matematicamente, a�rmar que um movimento éestacionárioequivale a escrever quedr=dt =
0 na equação da continuidade. Com isto, a equação da continuidade �ca reduzida a divVVV = 0,
ou seja, o �uido éincompress�́vel(pois o divergente do campo é igual a zero).

Aplicando o divergente em ambos os membros da equação de Darcy e considerando que
divVVV = 0, obtém-se

0 = divVVV = � div (Ñu) = Du;

ou seja,Du = 0, de modo que esta equação modela o problema de escoamentode um �uido
estacionário em meio pororo. Observe também que, por de�nição, sempre se temDu = div(Ñu)
(a demonstração desta a�rmação é deixada como exerc�́cio).

Exemplo 7.6:Resolva o seguinte problema de Laplace:

(7.24)

8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

uy(x;0) = 0; u(x;b) = a x+ b; 0 � x � a;

ux(0;y) = 0; ux(a;y) = 0; 0 � y � b:

Este problema modela o �uxo de água em um meio poroso em um aqu�́fero. O �uxo é
bombeado por uma cabeça hidráulica, um medida da energia potencial da água acima do
aqu�́fero. Considera-se o retânguloR= ( 0;a) � (0;b) como uma seção vertical do aqu�́fero.
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Figura 7.7: O problema do aqu�́fero.

Como já comentado, a partir da equação de Darcy é poss�́vel mostrar que a solução do proble-
ma de �uxo em meio poroso satisfaz a equação de Laplace, isto é, a equaçãoDu = 0 representa
o escoamento. Já as condições de contornouy(x;0) = 0, uy(x;b) = 0 eux(0;y) = 0 diz que não
pode existir �uxo de água em três lados do retânguloR, isto é, não entra e nem sai água nestes
lados.

Observa-se queu representa a pressão do �u�́do e as derivadasux e uy no bordo¶R de R
representam o �uxo. Estas derivadas, na verdade, são derivadas normais, isto é, derivadas dire-
cionais na direção do vetor normal (a cada lado do retângulo R) apontando para fora da região.
No lado 0� x � a e y = 0 (isto é, a “base” deR) o vetor normal apontando para fora deR é
paralelo ao eixoy e, como ele aponta “para baixo” deR, pode ser tomado comonnn = ( 0; � 1).
Assim, neste caso, a derivada normal é dada por

¶u
¶nnn

= Ñu�nnn = ( ux(x;0); uy(x;0) � (0; � 1) = � uy(x;0):

Pedir que não tenha �uxo na “base” deRsigni�ca que� uy(x;0) = 0, isto é,uy(x;0) para 0�
x � a. Esta é uma das condições de contorno para o problema (7.24). As outras duas condições
de contorno homogêneas podem ser obtidas com este mesmo procedimento. Já a condição de
contorno não homogênea,u(x;y) = a x+ b, para 0� x � a, informa a pressão do �uido “parte
superior” do retânguloR.

SOLUÇÃO: Aplicar-se-á o método de separação de variáveis fazendo

u(x;y) = X(x) �Y(y):

A suas derivadas parciais segundas são dadas por

uxx(x;y) = X00(x) �Y(y) e uyy(x;y) = X(x) �Y00(y);

que substitu�́das na equação de Laplace resulta em

X00(x) �Y(y)+ X(x) �Y00(y) = 0 ) X00(x) �Y(y) = � X(x) �Y00(y);
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ou ainda,
X00(x)
X(x)

= �
Y00(y)
Y(y)

= � l ;

ondel é a constante de separação. Tem-se, portanto, que

X00+ l X = 0 e Y00� l Y = 0:

As condições de compatibilidade são assim obtidas:

ux(0;y) = X0(0) �Y(y) = ) X0(0) = 0 ou Y(y) = 0 para todoy:

MasY(y) = 0 para todoy implica emu � 0. Logo, opta-se porX0(0) = 0.
Para a condição de contornoux(a;y) = 0, obtém-se

ux(a;y) = X0(a) �Y(y) = 0 ) X0(a) = 0 ou Y(y) = 0 para todoy:

Novamente, seY(y) = 0 para todoy, então resultau � 0. Então, tem-se queX0(a) = 0.
E por �m, parauy(x;0) = 0, encontra-se

uy(x;0) = X(x) �Y0(0) = 0 ) Y0(0) = 0 ou X(x) = 0 para todox:

Caso fosseX(x) = 0 para todox, então obter-se-iau � 0. Logo, escolhe-seY0(0) = 0.
Portanto, trata-se de resolver os seguintes problemas de Neumann:

(7.25)

8
>><

>>:

X00+ l X = 0;

X0(0) = 0;

X0(a) = 0;

e

(
Y00� l Y = 0;

Y0(0) = 0:

Para resolver o primeiro problema em (7.20), deve-se considerar três casos:l = 0, l < 0 e
l > 0.

CASO 1: paral = 0 a equação �ca reduzida aX00= 0, que integrada duas vezes em relação
a x implica emX(x) = c1 � x+ c2. Para usar a primeira condição de contorno, deve-se, antes,
derivarX(x). Assim,X0(x) = c1 e, desse modo, tem-se que

X(0) = c1 = 0 ) c1 = 0;

de modo queX(x) = c2.
Para a segunda condição de contorno,

X0(a) = c1 = 0 ) c1 = 0;

ou ainda, queX(x) = c2.
Em qualquer caso, tem-se queX(x) = c = constante. Isto se deve ao fato do problema ser de

Neumann, como já visto antes.
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CASO 2: paral < 0. Faz-sel = � m2 para evitar o aparecimento de ra�́zes. Assim, a equação
�ca na formaX00� m2X = 0 e que, pelo exemplo 1.5, tem como solução geral

X(x) = d1 � cosh(mx)+ d2 � senh(mx):

Para aplicar as condições de contorno é preciso, antes, derivar a solução acima. Tem-se:

X0(x) = d1m� senh(mx)+ d2m� cosh(mx):

Para a condiçãoX0(0) = 0, obtém-se

X0(0) = d1m� senh0+ d2m� cosh0= 0 ) d2 � m= 0:

Comom6= 0 (pois l < 0), entãod2 = 0, de modo queX(x) = d1 � cosh(mx). Para aplicar a
condiçãoX0(a) = 0, deriva-seX(x) para encontrarX0(x) = d1msenh(mx). Assim,

X0(a) = d1m� senh(ma) = 0 ) d1m= 0 ou senh(ma) = 0:

Comom6= 0 ea6= 0 (pois é lado do retângulo), tem-se quema 6= 0, de modo que senh(ma) 6=
0, pois seno hiperbólico não se anula para valores diferentes de zero. Logo,d1m= 0. Como
m6= 0, segue-se qued1 = 0. Logo,X(x) = 0 para todox e isto implica emu � 0.

CASO 3: paral > 0. Fazendol = m2, para evitar aparecimento de ra�́zes, conclui-se que a
equação �cará na formaX + m2X = 0. Pelo exemplo 1.5 a solução geral desta EDO é dada por

X(x) = e1 � cos(mx)+ e2 � sen(mx);

que derivada em relação ax resulta em

X(x) = � e1m� sen(mx)+ e2m� cos(mx):

Usando a primeira condição de contorno, obtém-se

X0(0) = e1m� sen0+ e2mcos0= 0 ) e2 = 0;

de modo queX(x) = e1 � cos(mx). Derivando em relação ax, obtém-seX0(x) = � e1 � mcos(mx).
Agora aplica-se a segunda condição de contorno para encontrar

X0(a) = � e1 � m� sen(ma) = 0 ) e1 � m= 0 ou sen(ma) = 0:

Caso fossee1 � m= 0, entãoe1 = 0 (uma vez quem6= 0), que implicaria emX(x) = 0 para
todox e, consequentemente, emu� 0. Logo, sen(ma) = 0. Então o argumento deve ser múltiplo
inteiro dep, isto é,

ma = np ) m=
np
a

) l =
n2p2

a2 �

Portanto, a solução para o primeiro problema em (7.25) é
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(7.26) Xn(x) = cos
� npx

a

�
; n = 1;2;3; : : :;

onde se feze1 = 1, sem perda de generalidade.

Agora retorna-se ao segundo problema em (7.25), que deve sertratado apenas no caso 3.
Assim, a EDO �ca na formaY00� m2Y = 0. O exemplo 1.5 mostra que a solução geral para esta
equação é

Y(y) = k1 � cosh(my)+ k2 � senh(my);

isto é,
Y(y) = k1 � cosh

� npy
a

�
+ k2 � sen

� npy
a

�
�

Agora deriva-se a expressão acima em relação ay,

Y0(y) = k1 �
np
a

� senh
� npy

a

�
+ k2 �

np
a

� cosh
� npy

a

�
,

e aplica-se a condição de contornoY0(0) = 0 para encontrar

Y0(0) = k1 �
np
a

� senh0+ k2 �
np
a

� cosh0= 0 ) k2 �
np
a

= 0:

Ora,np=a 6= 0, logok2 = 0. Assim,

Y(y) = k1 � cosh
� npy

a

�
�

Portanto, a solução para o segundo problema em (7.25) é

(7.27) Yn(y) = cosh
� npy

a

�
; n = 1;2;3; : : :;

onde se fezk1 = 1, sem perda de generalidade.
Fazendoun(x;y) = Xn(x) �Yn(y), segue-se de (7.26) e (7.27) que

un(x;y) = cos
� npx

a

�
� cosh

� npy
a

�
; n = 1;2;3; : : :

Assim, tem-se como candidato �a solução do problema (7.24) é a superposição das funções
acima:

u(x;y) =
¥

å
n= 1

cn � un(x;y)

= c+
¥

å
n= 1

cn � cos
� npx

a

�
� cosh

� npy
a

�
; n = 1;2;3; : : :;(7.28)

ondec é a constante obtida no caso 1.
Para determinar os coe�cientescn, usa-se a condição de contornou(x;b) = a x+ b tomando

y = b no candidato �a solução acima. Assim,

a x+ b = u(x;b) = c+
¥

å
n= 1

cn � cos
� npx

a

�
� cosh

�
npb

a

�
�



4.7 Equação de Laplace 457

Ao fazer
a0

2
= c e an = cn � cosh

�
npb

a

�
,

a série acima ganha a seguinte forma:

a x+ b =
a0

2
+

¥

å
n= 1

ancos
� npx

a

�
�

A última expressão acima é a série de cossenos, portantoa série de Fourier de uma função par
e periódica de per�́odoT = 2a. Assim, basta estender a funçãog(x) = a x+ b para o intervalo
(� a;a], que será denotada porg(x), e torná-la periódica de per�́odoT = 2a para escrever

a0

2
=

1
2a

Z a

� a
g(x) dx=

1
a

Z a

0
g(x) dx

=
1
a

Z a

0
(a x+ b) dx=

1
a

�
a �

x2

2
+ bx

� �
�
�
�

a

0

=
1
a

��
a �

a2

2
+ ab

�
� (a � 0+ b� 0)

�

= b+
a� a

2
�(7.29)

Além disso,

an =
1
a

Z a

� 1
g(x) � cos

� npx
a

�
dx=

2
a

Z a

0
g(x) � cos

� npx
a

�
dx

=
2
a

Z a

0
(a x+ b) � cos

� npx
a

�
dx

=
2a
a

Z a

0
x� cos

� npx
a

�
dx+

2b
a

Z a

0
cos

� npx
a

�
dx

=
2a
a

�
ax
np

� sen
� npx

a

� �
�
�
�

a

0
�

a
np

Z a

0
sen

� npx
a

�
dx

�
+

+
2b
a

�
a

np
� sen

� npx
a

� �
�
�
�

a

0

=
2a
a

�
a2

np
� sen(np)+

a� 0
np

� sen0
�

�
2aa
anp

Z a

0
sen

� npx
a

�
dx+

+
2b
np

[ sen(np) � sen0]

= �
2a
np

�
�

�
a

np

�
� cos

� npx
a

� �
�
�
�

a

0
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=
2aa
n2p2 [cos(np) � cos0] =

2aa
n2p2 [(� 1)n � 1]

=

8
<

:

�
4aa

(2k� 1)2p2
, paran �́mpar;

0; paran par:

= �
4aa

(2k� 1)2p2
, k = 1;2;3; : : :(7.30)

onde se usou sen(np) = 0 e sen0= 0.
Também se fez, em um dos passos acima, uma integração por partes tomando

8
<

:

U = x;

dV = cos
� npx

a

�
,

)

8
<

:

dU = dx;

V =
a

np
� sen

� npx
a

�
�

Como

an = cn � cosh
�

npb
a

�
,

segue-se de (7.30) que

cn =
1

cosh
� npb

a

� � an

=
1

cosh
�

(2k� 1)pb
a

� �
�
�

4aa
(2k� 1)2p2

�

= �
4a� a

p2 � (2k� 1)2 � cosh
h

(2k� 1)pb
a

i �(7.31)

Substituindo (7.29) e (7.31) em (7.28), obtém-se

u(x;y) = c+
¥

å
n= 1

cn � cos
� npx

a

�
� cosh

� npy
a

�

= b+
a� a

2
+

+
¥

å
k= 1

8
<

:
�

4a� a

p2 � (2k� 1)2 � cosh
h

(2k� 1)pb
a

i

9
=

;
� cos

�
(2k� 1)px

a

�
� cosh

�
(2k� 1)py

a

�

= b+
a� a

2
�

�
4a� a

p2

¥

å
n= 1

1

(2k� 1)2 � cosh
h

(2k� 1)pb
a

i � cos
�

(2k� 1)px
a

�
� cosh

�
(2k� 1)py

a

�
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= b+
a� a

2
�

4a� a
p2

¥

å
n= 1

cos
h

(2k� 1)px
a

i
� cosh

h
(2k� 1)py

a

i

(2k� 1)2 � cosh
h

(2k� 1)pb
a

i ,

que é a solução do problema (7.24).

4.8 Apêndice 1: derivadas superiores de funç̃oes compostas

Enunciar-se-á, mas sem demonstrar, o teorema do valor médio para funções de uma variável
e que será usado na demonstração do próximo resultado. Ademonstração deste teorema pode
ser encontrada em livros de Cálculo ou de Análise.

Teorema 8.1 (do valor ḿedio): Seja f : [a;b] ! R uma função cont�́nua e derivável no
intervalo aberto(a;b). Então, existec 2 (a;b) tal que

f 0(c) =
f (b) � f (a)

b� a
�

Teorema 8.2 (Schwarz):SejamW � R2 um conjunto aberto ef : W ! R uma função de
classe C2(W) dada porz= f (x;y). Então, as suas derivadas parciais mistas de segunda ordem
são iguais, isto é,

¶2 f
¶x¶y

(x;y) =
¶2 f

¶y¶x
(x;y); (x;y) 2 W:

DEMONSTRAÇÃO: Seja(x0; y0) 2 W. ComoW é aberto, existee > 0 tal que o retângulo
R= ( x0 � e; x0 + e) � (y0 � e; y0 + e) está contido emW. Agora de�naj : (� e;e) ! R por

j (t) = f (x0 + t; y0 + t) � f (x0 + t; y0) � f (x0; y0 + t)+ f (x0; y0):

Observe que se pode escrever

j (t) = f (x0 + t; y0 + t) � f (x0 + t; y0) � f (x0; y0 + t)+ f (x0; y0)

= [ f (x0 + t; y0 + t) � f (x0; y0 + t)] � [ f (x0 + t; y0) � f (x0; y0)] :(8.1)

O próximo passo consiste em aplicar o teorema do valor médio (veja o teorema 8.1), sepa-
radamente, em cada parte entre colchetes no segundo membro de (8.1). Assim, fazendoa = x0

e b = x0 + h, existeq 2 (0;1) tal que
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f (x0 + t; y0 + t) � f (x0; y0 + t) =
¶ f
¶x

(x0 + qt; y0 + t) [(x0 + t) � x0]

=
�

¶ f
¶x

(x0 + qt; y0 + t)
�

� t(8.2)

e

f (x0 + t; y0) � f (x0; y0) =
¶ f
¶x

(x0 + qt; y0) [(x0 + t) � x0; ]

=
�

¶ f
¶x

(x0 + qt; y0)
�

� t:(8.3)

Substituindo (8.2) e (8.3) em (8.1), obtém-se

j (t) =
�

¶ f
¶x

(x0 + qt; y0 + t)
�

� t �
�

¶ f
¶x

(x0 + qt; y0)
�

� t

=
�

¶ f
¶x

(x0 + qt; y0 + t) �
¶ f
¶x

(x0 + qt; y0)
�

� t:(8.4)

Observe-se, agora, que a derivada parcial def em relação ax que aparece no segundo membro
de (8.4) é diferenciável (poisf 2 C2(W), por hipótese) e que a primeira coordenada é constante,
mas com a segunda variando dey0 atéy0 + t. Isto permite usar novamente o teorema do valor
médio, porém agora na segunda coordenada. Fazendoa = y0 e b = y0 + t no teorema do valor
médio, tem-se que existeq 2 (0;1) tal que

¶ f
¶x

(x0 + qt; y0 + t) �
¶ f
¶x

(x0 + qt; y0) =
¶2 f

¶y¶x
(x0 + qt; y0 + qt) [(y0 + t) � y0]

=
�

¶2 f
¶y¶x

(x0 + qt; y0 + qt)
�

� t:(8.5)

Substituindo (8.5) em (8.4), obtém-se

j (t) =
�

¶2 f
¶y¶x

(x0 + qt; y0 + qt)
�

� t2;

donde segue-se que
j (t)
t2 =

¶2 f
¶y¶x

(x0 + qt; y0 + qt) :

Como f é de classe C2(W), então a derivada parcial de segunda ordem e mista que aparece
acima é cont�́nua em(x0; y0). Logo, existe limite parat ! 0 no segundo membro e, pela igual-
dade, também existe limite parat ! 0 no primeiro membro. Portanto,
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lim
t! 0

j (t)
t2 = lim

t! 0

�
¶2 f

¶y¶x
(x0 + qt; y0 + qt)

�

=
¶2 f

¶y¶x
(x0; y0) :(8.6)

A ideia inicial da demonstração foi de�nir uma funçãoj , reescrevê-la em uma forma con-
veniente para aplicar o teorema do valor médio (veja a expressão (8.1) dada anteriormente)
e chegar a expressão em (8.6). Para mostrar a igualdade entre as duas derivadas parciais de
segunda ordem e mistas, é preciso reescrever em outra forma, igualmente conveniente, para
chegar-se a outra derivada parcial segunda mista. Todo o procedimento a seguir é análogo ao
anterior.

Assim, deve-se reescreverj do seguinte modo:

j (t) = f (x0 + t; y0 + t) � f (x0 + t; y0) � f (x0; y0 + t)+ f (x0; y0)

= [ f (x0 + t; y0 + t) � f (x0 + t; y0)] � [ f (x0; y0 + t) � f (x0; y0)] :(8.7)

A próxima etapa consiste em aplicar o teorema do valor médio (veja o teorema 8.1), sepa-
radamente, em cada parte entre colchetes no segundo membro de (8.7). Assim, fazendoa = y0

e b = y0 + h naquele teorema, tem-se que existeq 2 (0;1) tal que

f (x0 + t; y0 + t) � f (x0 + t; y0) =
¶ f
¶y

(x0 + t; y0 + qt) [(y0 + t) � y0]

=
�

¶ f
¶y

(x0 + t; y0 + qt)
�

� t(8.8)

e

f (x0; y0 + t) � f (x0; y0) =
¶ f
¶y

(x0; y0 + qt) [(y0 + t) � y0]

=
�

¶ f
¶y

(x0; y0 + qt)
�

� t:(8.9)

Substituindo (8.8) e (8.9) em (8.7), obtém-se

j (t) =
�

¶ f
¶y

(x0 + t; y0 + qt)
�

� t �
�

¶ f
¶y

(x0t; y0 + qt)
�

� t

=
�

¶ f
¶y

(x0 + t; y0 + qt) �
¶ f
¶y

(x0; y0 + qt)
�

� t:(8.10)

Observe-se, agora, que a derivada parcial def em relação ayque aparece no segundo membro
de (8.10) é diferenciável (poisf 2 C2(W), por hipótese) e que a segunda coordenada é constante,
mas com a primeira variando dex0 atéx0 + t. Isto permite usar novamente o teorema do valor
médio, porém agora na segunda coordenada. Fazendoa = x0 e b = x0 + t no teorema do valor
médio, tem-se que existeq 2 (0;1) tal que
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¶ f
¶y

(x0 + t; y0 + qt) �
¶ f
¶y

(x0; y0 + qt) =
¶2 f

¶x¶y
(x0 + qt; y0 + qt) [(x0 + t) � x0]

=
�

¶2 f
¶x¶y

(x0 + qt; y0 + qt)
�

� t:(8.11)

Substituindo (8.11) em (8.10), obtém-se

j (t) =
�

¶2 f
¶x¶y

(x0 + qt; y0 + qt)
�

� t2;

donde segue-se que
j (t)
t2 =

¶2 f
¶x¶y

(x0 + qt; y0 + qt) :

Como f é de classe C2(W), então a derivada parcial de segunda ordem e mista que aparece
acima é cont�́nua em(x0; y0). Logo, existe limite parat ! 0 no segundo membro e, pela igual-
dade, também existe limite parat ! 0 no primeiro membro. Portanto,

lim
t! 0

j (t)
t2 = lim

t! 0

�
¶2 f

¶x¶y
(x0 + qt; y0 + qt)

�

=
¶2 f

¶x¶y
(x0; y0) :(8.12)

Para �nalizar, basta notar que os primeiros membros nas expressões obtidas em (8.6) e (8.12)
são iguais, de modo que devem ser iguais os respectivos segundos membros, isto é,

¶2 f
¶y¶x

(x0; y0) =
¶2 f

¶x¶y
(x0; y0) ;

o que demonstra este teorema.

É importante ressaltar a hipótese de a função ser de classe C2 para poder a�rmar que as duas
derivadas parciais mistas são iguais. Caso isto não seja observado, a igualdade poderá deixar de
existir. O próximo exemplo ilustra esta situação.

Exemplo 8.1:Sejaf : R2 ! R uma função de�nida por

f (x) =

8
><

>:

xy3

x2 + y2
, se (x;y) 6= ( 0;0);

0; se(x;y) = ( 0;0):

É fácil constatar que nos pontos deR2 n f (0;0)g, f possui derivadas parciais de todas as
ordens. O problema que pode surgir reside na origem. Para determinar as derivadas parciais
segundas será necessário encontrar as derivadas parciais primeiras.
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Para a derivada parcial def em relação ax em(0;y), comy 6= 0, tem-se

f (0+ h;y) � f (0;y)
h

=
1
h

�
hy3

h2 + y2 �
0:y3

02 + y2

�

=
hy3

h(h2 + y2)
=

y3

h2 + y2 �

O último membro acima tem limite parah ! 0, de modo que existe limite parah ! 0 no
primeiro membro. Assim,

¶ f
¶x

(0;y) = lim
h! 0

f (0+ h;y) � f (0;y)
h

= lim
h! 0

�
y3

h2 + y2

�

=
y3

h2 + y2 =
y3

y2 = y:

Agora determina-se a derivada parcial segunda mista, primeiro em relação ax e depois em
relação ay. Tem-se:

¶2 f
¶y¶x

(0;0) =
¶
¶y

��
¶ f
¶x

�
(0;0)

�

= lim
k! 0

¶ f
¶x

(0;k) �
¶ f
¶x

(0;0)

k

= lim
k! 0

�
k � 0

k

�

= lim
k! 0

1 = 1:(8.13)

Analogamente, para a derivada parcial def em relação ay em(x;0), comx 6= 0, tem-se

f (x;0+ k) � f (x;0)
h

=
1
k

�
xk3

x2 + k2 �
x:03

x2 + 02

�

=
k3x

k(x2 + k2)

=
k2x

x2 + k2 �

O último membro acima tem limite parak ! 0, de modo que existe limite parak ! 0 no
primeiro membro. Assim,
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¶ f
¶y

(x;0) = lim
k! 0

f (x;0+ k) � f (x;0)
k

= lim
k! 0

�
k2x

x2 + k2

�
=

0
x2 = 0:

Em seguida, determina-se a derivada parcial segunda mista,primeiro em relação ay e depois
em relação ax. Tem-se:

¶2 f
¶x¶y

(0;0) =
¶
¶x

��
¶ f
¶y

�
(0;0)

�

= lim
h! 0

¶ f
¶y

(h;0) �
¶ f
¶y

(0;0)

h

= lim
h! 0

�
0� 0

h

�
= lim

h! 0
0 = 0:(8.14)

Segue-se de (8.13) e (8.14) que as derivadas parciais segundas mistas, na origem, são diferen-
tes, isto é,

¶2 f
¶y¶x

(0;0) = 1 6= 0 =
¶2 f

¶x¶y
(0;0):

Os próximos resultados apresentam regrais gerais para o c´alculo de derivadas de funções
compostas de duas variáveis. Este procedimento é muito comum e útil no estudos de equações
diferenciais parciais (EDP). Por outro lado, observa-se que resultados gerais sempre exigem
hipóteses mais fortes, que implicam em uso mais restrito.

Proposição 8.1 (regra da cadeia – 1o caso):SejamI � R um intervalo,W � R2 um con-
junto aberto,f : W ! R uma função de classe C2(W) e s : I ! W um caminho duas vezes
diferenciável. Então,z(t) = f [s (t)] é duas vezes diferenciável e vale a fórmula geral

(8.15)
d2z
dt2

=
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+
¶2z
¶x2 �

�
dx
dt

� 2

+ 2
¶2z

¶x¶y
�
dx
dt

�
dy
dt

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

+
¶2z
¶y2 �

�
dy
dt

� 2

�

DEMONSTRAÇÃO: Sendos : I ! W denotado pors (t) = ( x(t); y(t)) , pode-se escrever a
composição def coms na seguinte forma:z(t) = f (x(t); y(t)) . Logo faz sentido desejar derivar
z(t) em relação at. Isso pode ser feito através da regra da cadeia, o que é poss�́vel, visto que as
funções envolvidas são duas vezes diferenciáveis. Tem-se:

(8.16)
dz
dt

=
¶z
¶x

�
dx
dt

+
¶z
¶y

�
dy
dt

�

Agora aplica-se a regra do produto em (8.16) para obter a seguinte expressão para a derivada
segunda dez em relação at:
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d2z
dx2 =

d
dt

�
dz
dt

�
=

d
dt

�
¶z
¶x

�
dx
dt

+
¶z
¶y

�
dy
dt

�

=
�

d
dt

�
¶z
¶x

��
�
dx
dt

+
¶z
¶x

�
�

d
dt

�
dx
dt

��
+

+
�

d
dt

�
¶z
¶y

��
�
dy
dt

+
¶z
¶y

�
�

d
dt

�
dy
dt

��

=
�

d
dt

�
¶z
¶x

��
�
dx
dt

+
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+
�

d
dt

�
¶z
¶y

��
�
dy
dt

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

�(8.17)

Para continuar é preciso determinar as seguintes derivadas

d
dt

�
¶z
¶x

�
e

d
dt

�
¶z
¶y

�

e depois retornar em (8.17) substituindo-as.
Para calcular as duas derivadas acima é necessário recorrer �a expressão (8.16) novamente,

mas com tal expressão aplicada a¶z=¶x e ¶z=¶y e não az. Explica-se: as derivadas¶z=¶x e ¶z=¶y

são funções dex e y e estas são funções det. Ou seja,

¶z
¶x

(x(t); y(t)) e
¶z
¶y

(x(t); y(t)) �

Isto obriga a observa que a necessidade de derivar, parcialmente em relação ax ey, cada uma
das expressões anteriores, para só então derivar em relação at. De modo expl�́cito:

d
dt

�
¶z
¶x

�
=

d
dt

�
¶z
¶x

(x(t); y(t))
�

=
�

¶
¶x

�
¶z
¶x

��
�
dx
dt

+
�

¶
¶y

�
¶z
¶x

��
�

dy
dtx

=
¶2z
¶x2 �

dx
dt

+
¶2z

¶y¶x
�
dy
dt

(8.18)

e

d
dt

�
¶z
¶y

�
=

d
dt

�
¶z
¶y

(x(t); y(t))
�

=
�

¶
¶x

�
¶z
¶y

��
�
dx
dt

+
�

¶
¶y

�
¶z
¶y

��
�
dy
dt

=
¶2z

¶x¶y
�
dx
dt

+
¶2z
¶y2 �

dy
dt

�(8.19)

Assim sendo, substitui-se (8.18) e (8.19) em (8.17) para obter
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d2z
dt2

=
�

d
dt

�
¶z
¶x

��
�
dx
dt

+
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+
�

d
dt

�
¶z
¶y

��
�
dy
dt

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

=
�

¶2z
¶x2 �

dx
dt

+
¶2z

¶y¶x
�
dy
dt

�
�
dx
dt

+
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+

+
�

¶2z
¶x¶y

�
dx
dt

+
¶2z
¶y2 �

dy
dt

�
�
dy
dt

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

=
¶2z
¶x2 �

�
dx
dt

� 2

+
¶2z

¶y¶x
�
dx
dt

�
dy
dt

+
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+

+
¶2z

¶x¶y
�
dx
dt

�
dy
dt

+
¶2z
¶y2 �

�
dy
dt

� 2

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

=
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+
¶2z
¶x2 �

�
dx
dt

� 2

+
¶2z

¶y¶x
�
dx
dt

�
dy
dt

+

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

+
¶2z
¶y2 �

�
dy
dt

� 2

+
¶2z

¶x¶y
�
dx
dt

�
dy
dt

�(8.20)

Como a função é de classe C2, então as derivadas parciais mistas que aparecem em (8.20)
serão iguais. Com isso, obtém-se a seguinte regra, também dita da cadeia:

(8.21)
d2z
dt2

=
¶z
¶x

�
d2x
dt2

+
¶2z
¶x2 �

�
dx
dt

� 2

+ 2
¶2z

¶x¶y
�
dx
dt

�
dy
dt

+
¶z
¶y

�
d2y
dt2

+
¶2z
¶y2 �

�
dy
dt

� 2

�

Proposição 8.2 (regra da cadeia – 2a caso):SejamX � R2 e W � R2 conjuntos abertos e
g : X ! R2 função de classe C2(X) tal queg(X) � W. Seja aindaf : W ! R uma função de
classe C2(W). Então,z(u;v) = f [g(u;v)] é duas vezes diferenciável e vale a fórmula geral

(8.22)
¶2z
¶u2 =

¶2z
¶x2 �

�
¶x
¶u

� 2

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 + 2

¶2z
¶x¶y

�
¶x
¶u

�
¶y
¶u

+
¶2z
¶y2 �

�
¶y
¶u

� 2

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2

e

(8.23)
¶2z
¶v2 =

¶2z
¶x2 �

�
¶x
¶v

� 2

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 + 2

¶2z
¶x¶y

�
¶x
¶v

�
¶y
¶v

+
¶2z
¶y2 �

�
¶y
¶v

� 2

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2 �

DEMONSTRAÇÃO: Denotandoz = f (x;y) e g(u;v) = ( x(u;v); y(u;v), a composição def
comg pode ser escrita como

z(u;v) = f [x(u;v); y(u;v)] ;
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isto é, é poss�́vel interpretarz como uma função de duas variáveisu e v.
Assim, em virtude das hipóteses de seremf eg funções de classe C2, faz sentido derivar duas

vezes a função composta acima.
O próximo passo consiste em estabelecer expressões análogas a (8.21) para as derivadas

parciais dezem relação au ev e, em seguida, as derivadas parciais segundas. Os procedimentos
são semelhantes ao caso anterior, porém deve-se observar, agora, quex ey são funções de duas
derivadas, de modo que a regra do produto deve levar em consideração as derivadas parciais
destas duas últimas funções. Assim, para a derivada parcial dez em relação au, tem-se:

¶z
¶u

=
¶z
¶x

�
¶x
¶u

+
¶z
¶y

�
¶y
¶u

�

Agora determina-se a derivada parcial segunda dez em relação au. Tem-se:

¶2z
¶u2 =

¶
¶u

�
¶z
¶x

�
¶x
¶u

+
¶z
¶y

�
¶y
¶u

�

=
�

¶
¶u

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶u

+
¶z
¶x

�
�

¶
¶u

�
¶x
¶u

��
+

+
�

¶
¶u

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶u

+
¶z
¶y

�
�

¶
¶u

�
¶y
¶u

��

=
�

¶
¶u

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶u

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 +

+
�

¶
¶u

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶u

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2 �(8.24)

A etapa seguinte consiste em determinar expressões para asseguintes derivadas:

¶
¶u

�
¶z
¶x

�
e

¶
¶u

�
¶z
¶y

�
�

Para isso é importante observar que

¶
¶u

�
¶z
¶x

�
=

¶
¶u

�
¶z
¶x

(x(u;v); y(u;v))
�

e
¶
¶u

�
¶z
¶y

�
=

¶
¶u

�
¶z
¶y

(x(u;v); y(u;v))
�

;

isto é, que as derivadas parciais são funções compostas.
Assim, tem-se

¶
¶u

�
¶z
¶x

�
=

�
¶
¶x

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶u

+
�

¶
¶y

�
¶z
¶x

��
�
¶y
¶u

=
¶2z
¶x2 �

¶x
¶u

+
¶2z

¶y¶x
�
¶y
¶u

�(8.25)

e
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¶
¶u

�
¶z
¶y

�
=

�
¶
¶x

�
¶z
¶y

��
�
¶x
¶u

+
�

¶
¶y

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶u

=
¶2z

¶x¶y
�
¶x
¶u

+
¶2z
¶y2 �

¶y
¶u

�(8.26)

Substituindo (8.25) e (8.26) em (8.24), encontra-se

¶2z
¶u2 =

�
¶
¶u

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶u

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 +

�
¶
¶u

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶u

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2

=
�

¶2z
¶x2 �

¶x
¶u

+
¶2z

¶y¶x
�
¶y
¶u

�
�
¶x
¶u

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 +

+
�

¶2z
¶x¶y

�
¶x
¶u

+
¶2z
¶y2 �

¶y
¶u

�
�
¶y
¶u

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2

=
¶2z
¶x2 �

¶x
¶u

�
¶x
¶u

+
¶2z

¶y¶x
�
¶y
¶u

�
¶x
¶u

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 +

+
¶2z

¶x¶y
�
¶x
¶u

�
¶y
¶u

+
¶2z
¶y2 �

¶y
¶u

�
¶y
¶u

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2

=
¶2z
¶x2 �

�
¶x
¶u

� 2

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 +

¶2z
¶y¶x

�
¶y
¶u

�
¶x
¶u

+

+
¶2z

¶x¶y
�
¶x
¶u

�
¶y
¶u

+
¶2z
¶y2 �

�
¶y
¶u

� 2

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2 �(8.27)

Considerando funções de classe C2, então as derivadas parciais mixtas serão iguais, isto é,

¶2z
¶x¶y

=
¶2z

¶y¶x
�

Portanto, usando este fato em (8.27), obtém-se

¶2z
¶u2 =

¶2z
¶x2 �

�
¶x
¶u

� 2

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶u2 + 2

¶2z
¶x¶y

�
¶x
¶u

�
¶y
¶u

+
¶2z
¶y2 �

�
¶y
¶u

� 2

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶u2

,

que é a expressão indicada em (8.22).
Para obter a derivada parcial segunda dez em relação av, dada em (8.23), o procedimento é

análogo. Inicia-se determinando a derivada parcial dezem relação av:

¶z
¶v

=
¶z
¶x

�
¶x
¶v

+
¶z
¶y

�
¶y
¶v

�

Em seguida, deriva-se a expressão anterior usando a regra do produto para determinar a
derivada segunda dez em relação av:
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¶2z
¶v2 =

¶
¶v

�
¶z
¶x

�
¶x
¶v

+
¶z
¶y

�
¶y
¶v

�

=
�

¶
¶v

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶v

+
¶z
¶x

�
�

¶
¶v

�
¶x
¶v

��
+

+
�

¶
¶v

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶v

+
¶z
¶y

�
�

¶
¶v

�
¶y
¶v

��

=
�

¶
¶v

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶v

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 +

�
¶
¶v

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶v

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2 �(8.28)

O próximo passo consiste em determinar expressões para asderivadas

¶
¶v

�
¶z
¶x

�
e

¶
¶v

�
¶z
¶y

�
,

não se esquecendo que em tais derivadasx e y dependem deu e v.
Deste modo,

¶
¶v

�
¶z
¶x

�
=

�
¶
¶x

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶v

+
�

¶
¶y

�
¶z
¶x

��
�
¶y
¶v

=
¶2z
¶x2 �

¶x
¶v

+
¶2z

¶y¶x
�
¶y
¶v

(8.29)

e

¶
¶v

�
¶z
¶y

�
=

�
¶
¶x

�
¶z
¶y

��
�
¶x
¶v

+
�

¶
¶y

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶v

=
¶2z

¶x¶y
�
¶x
¶v

+
¶2z
¶y2 �

¶y
¶v

�(8.30)

Substituindo (8.29) e (8.30) em (8.28), encontra-se

¶2z
¶v2 =

�
¶
¶v

�
¶z
¶x

��
�
¶x
¶v

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 +

�
¶
¶v

�
¶z
¶y

��
�
¶y
¶v

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2

=
�

¶2z
¶x2 �

¶x
¶v

+
¶2z

¶y¶x
�
¶y
¶v

�
�
¶x
¶v

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 +

+
�

¶2z
¶x¶y

�
¶x
¶v

+
¶2z
¶y2 �

¶y
¶v

�
�
¶y
¶v

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2

=
¶2z
¶x2 �

¶x
¶v

�
¶x
¶v

+
¶2z

¶y¶x
�
¶y
¶v

�
¶x
¶v

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 +

+
¶2z

¶x¶y
�
¶x
¶v

�
¶y
¶v

+
¶2z
¶y2 �

¶y
¶v

�
¶y
¶v

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2
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=
¶2z
¶x2 �

�
¶x
¶v

� 2

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 +

¶2z
¶y¶x

�
¶y
¶v

�
¶x
¶v

+

+
¶2z

¶x¶y
�
¶x
¶v

�
¶y
¶v

+
¶2z
¶y2 �

�
¶y
¶v

� 2

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2 �(8.31)

Considerando funções de classe C2, então as derivadas parciais mixtas serão iguais, isto é,

¶2z
¶x¶y

=
¶2z

¶y¶x
�

Portanto, usando este fato em (8.31), obtém-se

¶2z
¶v2 =

¶2z
¶x2 �

�
¶x
¶v

� 2

+
¶z
¶x

�
¶2x
¶v2 + 2

¶2z
¶x¶y

�
¶x
¶v

�
¶y
¶v

+
¶2z
¶y2 �

�
¶y
¶v

� 2

+
¶z
¶y

�
¶2y
¶v2

,

que é a expressão dada em (8.23).

Observaç̃ao 8.1:O leitor poderá revisitar a expressão obtida em (8.6) (regra de derivação
para uma variável) e observar que ela é um caso particular das expressões determinadas em
(8.22) e (8.23): basta tratarv como constante nestas duas últimas fórmulas para encontrar a
primeira.

4.9 Apêndice 2: o laplaciano em outras coordenadas

O laplaciano em duas dimensões e em coordenadas retangulares é dado por

Du =
¶2u
¶x2 +

¶2u
¶y2 �

A proposição abaixo exibe o laplaciano em coordenadas polares.

Proposição 9.1 (laplaciano em coordenadas polares):SejamW � R2 e u : W ! R uma
função de classe C2(W). Então, o laplaciano em coordenadas polares é dado por

(9.1) Du =
¶2u
¶r2 +

1
r2 �

¶2u
¶q2 +

1
r

�
¶u
¶r

�

DEMONSTRAÇÃO: Considere um sistema de coordenadas polares dado pelas seguintes equações:
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x = r cosq e y = r senq :

O passo seguinte consiste em compor a funçãou = u(x;y) com as funçõesx = r cosq e
y = r senq para, em seguida, expressarDu em termos der eq . Assim, de

u = u(r cosq ; r senq);

obtém-se as seguinte derivadas parciais pelas regras de derivação

¶u
¶x

=
¶u
¶r

�
¶r
¶x

+
¶u
¶q

�
¶q
¶x

,(9.2)

¶u
¶y

=
¶u
¶r

�
¶r
¶y

+
¶u
¶q

�
¶q
¶y

�(9.3)

Agora é preciso determinar as seguintes derivadas parciais:

¶r
¶x

, ¶q
¶x

, ¶r
¶y

e
¶q
¶y

�

Para isso, usa-se as diferenciais de

x = r cosq e y = r senq ;

isto é

(9.4)

(
dx= cosq dr � r senq dq ;

dy= senq dr + r cosq dq :

Multiplicando a primeira equação em (9.4) por cosq e multiplicando a segunda equação por
senq , obtém-se (

cosq dx= cos2q dr � r senq cosq dq ;

senq dy= sen2q dr + r senq cosq dq ;

que somadas as equações resulta em

dr = cosq dx+ senq dy:

Agora multiplica-se a primeira equação em (9.4) por� senq e a segunda equação por cosq ,
obtém-se (

� senq dx= � senq cosq dr + r sen2q dq ;

cosq dy= senq cosq dr + r sen2q dq ;

que somadas as equações resulta em

rdq = � senq dx+ cosq dy ) dq = �
senq

r
dx+

cosq
r

dy:

Logo, tem-se um sistema em termos dedxe dy:
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(9.5)

8
><

>:

dr = cosq dx+ senq dy;

dq = �
senq

r
dx+

cosq
r

dy:

Por outro lado, tem-se que

(9.6)

8
>>><

>>>:

dr =
¶r
¶x

dx+
¶r
¶y

dy;

dq =
¶q
¶x

dx+
¶q
¶y

dy:

Comparando os sistemas (9.5) e (9.6), conclui-se que

(9.7)
¶r
¶x

= cosq ;
¶r
¶y

= senq ;
¶q
¶x

= �
senq

r
, ¶q

¶y
=

cosq
r

�

Substituindo (9.7) nas equações (9.2) e (9.3), obtém-se

¶u
¶x

= cosq �
¶u
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

,(9.8)

¶u
¶y

= senq �
¶u
¶r

+
cosq

r
�

¶u
¶q

�(9.9)

Com isso, consegue-se estabelecer expressões para as derivadas parciais primeiras parau e
que permitirão regras gerais para representar as derivadas parciais segundas em termos der eq .
Assim, para determinar uma regra geral para a derivada parcial de segunda ordem parau duas
vezes em relação ax, basta usar a equação (9.8), a regra do produto e observar que

¶2u
¶x2 =

¶
¶x

�
¶u
¶x

�

(9.8)
= cosq

�
¶
¶r

�
¶u
¶x

��
�

senq
r

�
¶

¶q

�
¶u
¶x

��

(9.8)
= cosq

�
¶
¶r

�
cosq �

¶u
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

��
�

�
senq

r

�
¶

¶q

�
cosq �

¶u
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

��

= cosq
�
cosq �

¶
¶r

�
¶u
¶r

�
�

¶
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

��
�

�
senq

r

�
� senq �

¶u
¶r

+ cosq �
¶

¶q

�
¶u
¶r

�
�

¶
¶q

�
senq

r
�

¶u
¶q

��
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d.p.
= cosq

�
cosq �

¶2u
¶r2 +

senq
r2 �

¶u
¶q

�
senq

r
�

¶2u
¶r¶q

�
�

�
senq

r

�
� senq �

¶u
¶r

+ cosq �
¶2u

¶q¶r
�

cosq
r

�
¶u
¶q

�
senq

r
�

¶2u
¶q2

�

= cos2 q �
¶2u
¶r2 +

senq � cosq
r2 �

¶u
¶q

�
senq � cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+
sen2q

r
�
¶u
¶r

�
senq � cosq

r
�

¶2u
¶q¶r

+
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

+
sen2q

r2 �
¶2u
¶q2

= cos2 q �
¶2u
¶r2 � 2

senq � cosq
r

¶2u
¶r¶q

+
sen2q

r2 �
¶2u
¶q2+

+
sen2q

r
�
¶u
r

+ 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

�(9.10)

onde usou (9.8) mais de uma vez e, em seguida, a regra de derivação do produto (d.p.). Além
disso, por hipóteseu 2 C2, de modo que

¶2u
¶q¶r

=
¶2u

¶r¶q
�

Agora determina-se a derivada parcial de segunda ordem em relação ay da funçãou(x;y). O
procedimento é análogo. Tem-se:

¶2u
¶y2 =

¶
¶y

�
¶u
¶y

�

(9.9)
= senq

�
¶
¶r

�
¶u
¶y

��
+

cosq
r

�
¶

¶q

�
¶u
¶y

��

(9.9)
= senq

�
¶
¶r

�
senq �

¶u
¶r

+
cosq

r
�

¶u
¶q

��
+

+
cosq

r

�
¶

¶q

�
senq �

¶u
¶r

+
cosq

r
�

¶u
¶q

��

= senq
�

senq �
¶
¶r

�
¶u
¶r

�
+

¶
¶r

�
cosq

r
�

¶u
¶q

��
+

+
cosq

r

�
cosq �

¶u
¶r

+ senq �
¶

¶q

�
¶u
¶r

�
+

¶
¶q

�
cosq

r
�

¶u
¶q

��

d.p.
= senq

�
senq �

¶2u
¶r2 �

cosq
r2 �

¶u
¶q

+
cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

�
+
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+
cosq

r

�
cosq �

¶u
¶r

+ senq �
¶2u

¶q¶r
�

senq
r

�
¶u
¶q

+
cosq

r
�

¶2u
¶q2

�

= sen2q �
¶2u
¶r2 �

senq � cosq
r2 �

¶u
¶q

+
senq � cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+
cos2q

r
�
¶u
¶r

+
senq � cosq

r
�

¶2u
¶q¶r

�
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

+
cos2q

r2 �
¶2u
¶q2

= sen2q �
¶2u
¶r2 + 2

senq cosq
r

�
¶2u

¶r¶q
+

cos2q
r2 �

¶2u
¶q2+

+
cos2q

r
�
¶u
¶r

� 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

,(9.11)

onde as passagens acima se justi�cam como antes.
Agora soma-se (9.10) e (9.11) para encontrar o laplaciano emcoordenadas polares. Assim,

Du =
¶2u
¶x2 +

¶2u
¶y2

=

 

cos2q �
¶2u
¶r2 � 2

senq � cosq
r

¶2u
¶r¶q

+
sen2q

r2 �
¶2u
¶q2+

+
sen2q

r
�
¶u
r

+ 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

!

+

+

 

sen2q �
¶2u
¶r2 + 2

senq cosq
r

�
¶2u

¶r¶q
+

cos2 q
r2 �

¶2u
¶q2+

+
cos2 q

r
�
¶u
¶r

� 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

!

=
�
cos2 q + sen2q

� ¶2u
¶r2 +

sen2q + cos2q
r2 �

¶2u
¶q2 +

sen2q + cos2q
r

�
¶u
¶r

=
¶2u
¶r2 +

1
r2 �

¶u
¶q2 +

1
r

�
¶u
¶r

,

como desejado.

O laplaciano em três dimensões e em coordenadas retangulares é dado por

Du =
¶2u
¶x2 +

¶2u
¶y2 +

¶2u
¶z2 �
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A próxima proposição apresenta o laplaciano em coordenadas cil�́ndricas. Apesar do lapla-
ciano em coordenadas cil�́ndricas seguir de forma quase imediata ao laplaciano em coordenadas
polares, as contas serão refeitas e apresentadas a seguir.

Proposição 9.2 (laplaciano em coordenadas cil�́ndricas):SejamW � R3 eu : W ! R uma
função de classe C2(W). Então, o laplaciano em coordenadas cil�́ndricas é dado por

(9.12) Du =
¶2u
¶r2 +

1
r2 �

¶2u
¶q2 +

1
r

�
¶u
¶r

+
¶2u
¶z2 �

DEMONSTRAÇÃO: Sejau = u(x;y;z), onde(x;y;z) 2 W � R3. Considere um sistema de
coordenadas polares dado pelas seguintes equações:

x = r cosq ; y = r senq e z= z:

O passo seguinte consiste em compor a funçãou = u(x;y;z) com as funçõesx = r cosq ,
y = r senq e z para, em seguida, expressarDu em termos der, q ez. Assim, de

u = u(r cosq ; r senq ; z);

obtém-se as seguinte derivadas parciais pelas regras de derivação

¶u
¶x

=
¶u
¶r

�
¶r
¶x

+
¶u
¶q

�
¶q
¶x

,(9.13)

¶u
¶y

=
¶u
¶r

�
¶r
¶y

+
¶u
¶q

�
¶q
¶y

,(9.14)

¶u
¶z

=
¶u
¶z

�(9.15)

Agora é preciso determinar as seguintes derivadas parciais:

¶r
¶x

, ¶q
¶x

, ¶r
¶y

e
¶q
¶y

�

Note que não é preciso calcular a derivada parcial deu em relação az, pois ela é imediata.
Para isso, usa-se as diferenciais de

x = r cosq e y = r senq ;

isto é

(9.16)

(
dx= cosq dr � r senq dq ;

dy= senq dr + r cosq dq :

Multiplicando a primeira equação em (9.16) por cosq e multiplicando a segunda equação por
senq , obtém-se
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(
cosq dx= cos2q dr � r senq cosq dq ;

senq dy= sen2q dr + r senq cosq dq ;

que somadas as equações resulta em

dr = cosq dx+ senq dy:

Agora multiplica-se a primeira equação em (9.16) por� senq e a segunda equação por cosq ,
obtém-se (

� senq dx= � senq cosq dr + r sen2q dq ;

cosq dy= senq cosq dr + r sen2q dq ;

que somadas as equações resulta em

rdq = � senq dx+ cosq dy ) dq = �
senq

r
dx+

cosq
r

dy:

Logo, tem-se um sistema em termos dedxe dy:

(9.17)

8
><

>:

dr = cosq dx+ senq dy;

dq = �
senq

r
dx+

cosq
r

dy:

Por outro lado, tem-se que

(9.18)

8
>>><

>>>:

dr =
¶r
¶x

dx+
¶r
¶y

dy;

dq =
¶q
¶x

dx+
¶q
¶y

dy:

Comparando os sistemas (9.17) e (9.18), conclui-se que

(9.19)
¶r
¶x

= cosq ;
¶r
¶y

= senq ;
¶q
¶x

= �
senq

r
, ¶q

¶y
=

cosq
r

�

Substituindo (9.19) nas equações (9.13) e (9.14), obtém-se

¶u
¶x

= cosq �
¶u
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

,(9.20)

¶u
¶y

= senq �
¶u
¶r

+
cosq

r
�

¶u
¶q

�(9.21)

Com isso, consegue-se estabelecer expressões para as derivadas parciais primeiras parau e
que permitirão regras gerais para representar as derivadas parciais segundas em termos der eq .
Assim, para determinar uma regra geral para a derivada parcial de segunda ordem parau duas
vezes em relação ax, basta usar a equação (9.20), a regra do produto e observarque
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¶2u
¶x2 =

¶
¶x

�
¶u
¶x

�

(9.20)
= cosq

�
¶
¶r

�
¶u
¶x

��
�

senq
r

�
¶

¶q

�
¶u
¶x

��

(9.20)
= cosq

�
¶
¶r

�
cosq �

¶u
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

��
�

�
senq

r

�
¶

¶q

�
cosq �

¶u
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

��

= cosq
�
cosq �

¶
¶r

�
¶u
¶r

�
�

¶
¶r

�
senq

r
�

¶u
¶q

��
�

�
senq

r

�
� senq �

¶u
¶r

+ cosq �
¶

¶q

�
¶u
¶r

�
�

¶
¶q

�
senq

r
�

¶u
¶q

��

d.p.
= cosq

�
cosq �

¶2u
¶r2 +

senq
r2 �

¶u
¶q

�
senq

r
�

¶2u
¶r¶q

�
�

�
senq

r

�
� senq �

¶u
¶r

+ cosq �
¶2u

¶q¶r
�

cosq
r

�
¶u
¶q

�
senq

r
�

¶2u
¶q2

�

= cos2 q �
¶2u
¶r2 +

senq � cosq
r2 �

¶u
¶q

�
senq � cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+
sen2q

r
�
¶u
¶r

�
senq � cosq

r
�

¶2u
¶q¶r

+
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

+
sen2q

r2 �
¶2u
¶q2

= cos2 q �
¶2u
¶r2 � 2

senq � cosq
r

¶2u
¶r¶q

+
sen2q

r2 �
¶2u
¶q2+

+
sen2q

r
�
¶u
r

+ 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

�(9.22)

onde usou (9.20) mais de uma vez e, em seguida, a regra de derivação do produto (d.p.). Além
disso, por hipóteseu 2 C2, de modo que

¶2u
¶q¶r

=
¶2u

¶r¶q
�

Agora determina-se a derivada parcial de segunda ordem em relação ay da funçãou(x;y). O
procedimento é análogo. Tem-se:

¶2u
¶y2 =

¶
¶y

�
¶u
¶y

�
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(9.21)
= senq

�
¶
¶r

�
¶u
¶y

��
+

cosq
r

�
¶

¶q

�
¶u
¶y

��

(9.21)
= senq

�
¶
¶r

�
senq �

¶u
¶r

+
cosq

r
�

¶u
¶q

��
+

+
cosq

r

�
¶

¶q

�
senq �

¶u
¶r

+
cosq

r
�

¶u
¶q

��

= senq
�

senq �
¶
¶r

�
¶u
¶r

�
+

¶
¶r

�
cosq

r
�

¶u
¶q

��
+

+
cosq

r

�
cosq �

¶u
¶r

+ senq �
¶

¶q

�
¶u
¶r

�
+

¶
¶q

�
cosq

r
�

¶u
¶q

��

d.p.
= senq

�
senq �

¶2u
¶r2 �

cosq
r2 �

¶u
¶q

+
cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

�
+

+
cosq

r

�
cosq �

¶u
¶r

+ senq �
¶2u

¶q¶r
�

senq
r

�
¶u
¶q

+
cosq

r
�

¶2u
¶q2

�

= sen2q �
¶2u
¶r2 �

senq � cosq
r2 �

¶u
¶q

+
senq � cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+
cos2q

r
�
¶u
¶r

+
senq � cosq

r
�

¶2u
¶q¶r

�
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

+
cos2 q

r2 �
¶2u
¶q2

= sen2q �
¶2u
¶r2 + 2

senq cosq
r

�
¶2u

¶r¶q
+

cos2q
r2 �

¶2u
¶q2+

+
cos2q

r
�
¶u
¶r

� 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

�(9.23)

onde as passagens acima se justi�cam como antes.
Além disso, segue imediatamente de (9.15) que

(9.24)
¶2u
¶z2 =

¶2u
¶z2 �

Agora soma-se (9.22), (9.23) e (9.24) para encontrar o laplaciano em coordenadas cil�́ndricas.
Assim,

Du =
¶2u
¶x2 +

¶2u
¶y2 +

¶2u
¶z2

=

 

cos2q �
¶2u
¶r2 � 2

senq � cosq
r

¶2u
¶r¶q

+
sen2q

r2 �
¶2u
¶q2+
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+
sen2q

r
�
¶u
r

+ 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

!

+

+

 

sen2q �
¶2u
¶r2 + 2

senq cosq
r

�
¶2u

¶r¶q
+

cos2 q
r2 �

¶2u
¶q2+

+
cos2 q

r
�
¶u
¶r

� 2
senq � cosq

r2 �
¶u
¶q

!

+
¶2u
¶z2

=
�
cos2 q + sen2q

� ¶2u
¶r2 +

sen2q + cos2q
r2 �

¶2u
¶q2 +

sen2q + cos2q
r

�
¶u
¶r

+
¶2u
¶z2

=
¶2u
¶r2 +

1
r2 �

¶u
¶q2 +

1
r

�
¶u
¶r

+
¶2u
¶z2

,

como desejado.

O laplaciano em coordenadas esféricas é apresentado na próxima proposição. Porém será
preciso usar o teorema da aplicação inversa. Aqui será feito de maneira informal, pois visa-se
apenas o cálculo que será usado na proposição 9.3

Quando o número de variáveis dependentes é igual ao número de variáveis independentes as
equações simultâneas podem ser vistas como umamudança de coordenadas.Por exemplo, em
dimensão três, as funções

(9.25)

8
>><

>>:

x = x(u;v;w);

y = y(u;v;w);

z= z(u;v;w):

podem ser interpretadas como uma associação entre pontosdo espaçoxyz e do espaçouvw.
Neste caso, as curvasu = constante,v = constante ew = constante determinam um sistema de
coordenadas curvil�́neasno espaçoxyz.

Agora se escreve (9.25) da seguinte forma:
8
>><

>>:

x(u;v;w) � x = 0;

y(u;v;w) � y = 0;

z(u;v;w) � z= 0:

Assim, as diferenciais são dadas por
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8
>>>>>>><

>>>>>>>:

¶x
¶u

du+
¶x
¶v

dv+
¶x
¶w

dw= 0;

¶y
¶u

du+
¶y
¶v

dv+
¶y
¶w

dw= 0;

¶z
¶u

du+
¶z
¶v

dv+
¶z
¶w

dw= 0:

Se o jacobianoJ da transformação é dado por

J =
¶(x;y;z)
¶(u;v;w)

=

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶x
¶u

¶x
¶v

¶x
¶w

¶y
¶u

¶y
¶v

¶y
¶w

¶z
¶u

¶z
¶v

¶z
¶w

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

então é poss�́vel mostrar (veja, por exemplo, a referência [53] na bibliogra�a) que

(9.26)

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

¶u
¶x

=

¶(y;z)
¶(v;w)

J
, ¶u

¶y
=

¶(z;x)
¶(v;w)

J
, ¶u

¶z
=

¶(x;y)
¶(v;w)

J
,

¶v
¶x

=

¶(y;z)
¶(w;u)

J
, ¶v

¶y
=

¶(z;x)
¶(w;u)

J
, ¶v

¶z
=

¶(x;y)
¶(w;u)

J
,

¶w
¶x

=

¶(y;z)
¶(u;v)

J
, ¶w

¶y
=

¶(z;x)
¶(u;v)

J
, ¶w

¶z
=

¶(x;y)
¶(u;v)

J
�

Proposição 9.3 (laplaciano em coordenadas esféricas):SejamW � R3 e u : W ! R uma
função de classe C2(W). Então, o laplaciano em coordenadas esféricas é dado por

(9.27) Du =
¶2u
¶r 2 +

1
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

1
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2 +

2
r

�
¶u
¶r

+
cotgj

r 2 �
¶u
¶ j

�

DEMONSTRAÇÃO: Para facilitar a demonstração, deduzir-se-á as expressões para coorde-
nadas esféricas e outros resultados auxiliares. Na �gura 9.1, segue-se do triângulo retângulo
OxQque

cosq =
x
r

e senq =
y
r
,

de modo que

(9.28) x = r cosq e y = r senq :

Além disso, pelo triângulo retânguloOzP, segue-se que

cosj =
z
r

e senj =
r
r

,
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de modo que

(9.29) z= r cosj e r = r senj :

Figura 9.1: Coordenadas esféricas.

A primeira expressão em (9.29) dá oz em coordenadas polares. Para determinarx e y neste
sistema, basta substituir a segunda expressão em (9.29) nas duas expressões em (9.28) para
concluir que

x = r senj cosq e y = r senj senq :

O passo seguinte consiste em compor a função a funçãou = u(x;y;z) com as funções acima
para, em seguida, expressar o laplacianoDu em termos der , j e q . Assim, de

u = u(r senj cosq ; r senj senq ; r cosj )

tem-se as seguintes derivadas parciais pelas regras de derivação:

¶u
¶x

=
¶u
¶r

�
¶r
¶x

+
¶u
¶ j

�
¶ j
¶x

+
¶u
¶q

�
¶q
¶x

,(9.30)

¶u
¶y

=
¶u
¶r

�
¶r
¶y

+
¶u
¶ j

�
¶ j
¶y

+
¶u
¶q

�
¶q
¶y

,(9.31)

¶u
¶z

=
¶u
¶r

�
¶r
¶z

+
¶u
¶ j

�
¶ j
¶z

+
¶u
¶q

�
¶q
¶z

�(9.32)

Das coordenadas esféricas,
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x = r senj cosq ;

y = r senj senq ;

z= r cosj :

segue-se que

(9.33)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

¶x
¶r

= senj cosq ;
¶y
¶r

= senj senq ;
¶z
¶r

= cosj ;

¶x
¶ j

= r cosj cosq ;
¶y
¶ j

= r cosj senq ;
¶z
¶ j

= � r senj ;

¶x
¶q

= � r senj senq ;
¶y
¶q

= r senj cosq ;
¶z
¶q

= 0:

Com as relações em (9.33), é poss�́vel determinar o jacobiano da transformação. Tem-se:

J =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶x
¶r

¶x
¶ j

¶x
¶q

¶y
¶r

¶y
¶ j

¶y
¶q

¶z
¶r

¶z
¶ j

¶q
¶w

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

senj cosq r cosj cosq � r senj senq

senj senq r cosj senq r senj cosq

cosj � r senj 0

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= r 2 sen3j sen2q + r 2 senj cos2 j cos2q +

+ r 2senj cos2 j sen2q + r 2sen3j cos2q

= r 2 sen3j
�

sen2q + cos2q
�

+ r 2 senj cos2 j
�
cos2q + sen2q

�

= r 2 sen3j + r 2 senj cos2 j

= r 2 senj
�

sen2j + cos2 j
�

= r 2 senj :

Agora encontra-se as derivadas parciais do seguinte modo:
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8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

¶r
¶x

=

¶(y;z)
¶(j ;q)

J
, ¶r

¶y
=

¶(z;x)
¶(j ;q)

J
, ¶r

¶z
=

¶(x;y)
¶(j ;q)

J
,

¶ j
¶x

=

¶(y;z)
¶(q ; r )

J
, ¶ j

¶y
=

¶(z;x)
¶(q ; r )

J
, ¶ j

¶z
=

¶(x;y)
¶(q ; r )

J
,

¶q
¶x

=

¶(y;z)
¶(r j )

J
, ¶q

¶y
=

¶(z;x)
¶(r ; j )

J
, ¶q

¶z
=

¶(x;y)
¶(r ; j )

J
�

Assim, usando (9.33), obtém-se

¶r
¶x

=

¶(y;z)
¶(j ;q)

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶y
¶ j

¶y
¶q

¶z
¶ j

¶z
¶q

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

r cosj senq r senj cosq

� r senj 0

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
r 2sen2j cosq

r 2senj

= senj cosq :(9.34)

¶ j
¶x

=

¶(y;z)
¶(q ; r )

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶y
¶q

¶y
¶r

¶z
¶q

¶z
¶r

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

r senj cosq senj cosq

0 cosj

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
r senj cosj cosq

r 2 senj
=

cosj cosq
r

�(9.35)

¶q
¶x

=

¶(y;z)
¶(r ; j )

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶y
¶r

¶y
¶ j

¶z
¶r

¶z
¶ j

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

senj senq r cosj senq

cosj � r senj

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
� r sen2j senq � r cos2 j senq

r 2 senj
=

� r senq
�

sen2j + cos2 j
�

r 2senj
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= �
senq

r senj
�(9.36)

¶r
¶y

=

¶(z;x)
¶(j ;q)

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶z
¶ j

¶z
¶q

¶x
¶ j

¶x
¶q

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

� r senj 0

r cosj cosq � r senj senq

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
r 2 sen2j senq

r 2 senj
= senj senq(9.37)

¶ j
¶y

=

¶(z;x)
¶(q ; r )

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶z
¶q

¶z
¶r

¶x
¶q

¶x
¶r

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

0 cosj

� r senj senq senj cosq

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
r senj cosj senq

r 2 senj
=

cosj senq
r

�(9.38)

¶q
¶y

=

¶(z;x)
¶(r ; j )

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶z
¶r

¶z
¶ j

¶x
¶r

¶x
¶ j

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

cosj � r senj

senj cosq r cosj cosq

�
�
�
�
�
�
�

r 2senj

=
r cos2 j cosq + r sen2j cosq

r 2 senj
=

r cosq
�
cos2 j + sen2j

�

r 2 senj

=
cosq

r senj
�(9.39)

¶r
¶z

=

¶(x;y)
¶(j ;q)

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶x
¶ j

¶x
¶q

¶y
¶ j

¶y
¶q

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

r cosj cosq � r senj senq

r cosj senq r senj cosq

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
r 2 senj cosj cos2q + r 2senj cosj sen2q

r 2 senj
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=
r 2 senj cosj

�
cos2q + sen2q

�

r 2 senj
= cosj :(9.40)

¶ j
¶z

=

¶(x;y)
¶(q ; r )

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶x
¶q

¶x
¶r

¶y
¶q

¶y
¶r

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

� r senj senq senj cosq

r senj cosq senj senq

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
� r sen2j sen2q � r sen2j cos2q

r 2senj
=

� r sen2j
�

sen2j + cos2 j
�

r 2senj

= �
senj

r
�(9.41)

¶q
¶z

=

¶(x;y)
¶(r ; j )

J
=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

¶x
¶r

¶x
¶ j

¶y
¶r

¶y
¶ j

�
�
�
�
�
�
�
�
�

J
=

�
�
�
�
�
�
�

senj cosq r cosj cosq

senj senq r cosj senq

�
�
�
�
�
�
�

r 2 senj

=
r senj cosj senq cosq � r senj cosj senq cosq

r 2 senj

=
0

r 2senj
= 0:(9.42)

O resumo dos cálculos encontrados em (9.34)-(9.42) está apresentado no quadro abaixo:

(9.43)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

¶r
¶x

= senj cosq ;
¶r
¶y

= senj senq ;
¶r
¶z

= cosj ;

¶ j
¶x

=
cosj cosq

r
, ¶ j

¶y
=

cosj senq
r

, ¶ j
¶z

= �
senj

r
,

¶q
¶x

= �
senq

r senj
, ¶q

¶y
=

cosq
r senj

, ¶q
¶z

= 0:

Agora substitui-se as derivadas parciais em (9.43) nas diferenciais dadas em (9.30)-(9.32).
Assim,
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8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

¶u
¶x

= senj cosq �
¶u
¶r

+
cosj cosq

r
�

¶u
¶ j

�
senq

r senj
�

¶u
¶q

,

¶u
¶y

= senj senq �
¶u
¶r

+
cosj senq

r
�

¶u
¶ j

+
cosq

r senj
�

¶u
¶q

,

¶u
¶z

= cosj �
¶u
¶r

�
senj

r
�

¶u
¶ j

�

(9.44)

Com as expressões para as derivadas parciais primeiras para u será poss�́vel estabelecer re-
grais gerais para representar as derivadas parciais segundas em termos der , j eq . Assim, para
determinar uma regra geral para a derivada parcial de segunda ordem parau duas vezes em
relação ax, basta usar a primeira equação em (9.44), a regra do produto e observar que

¶2u
¶x2 =

¶
¶x

�
¶u
¶x

�

(9.44)
= senj cosq

�
¶

¶r

�
¶u
¶x

��
+

cosj cosq
r

�
¶

¶ j

�
¶u
¶x

��
�

�
senq

r senj

�
¶

¶q

�
¶u
¶x

��

(9.44)
= senj cosq

�
¶

¶r

�
senj cosq �

¶u
¶r

+
cosj cosq

r
�

¶u
¶ j

�
senq

r senj
�

¶u
¶q

��
+

+
cosj cosq

r

�
¶

¶ j

�
senj cosq �

¶u
¶r

+
cosj cosq

r
�

¶u
¶ j

�
senq

r senj
�

¶u
¶q

��
�

�
senq

r senj

�
¶

¶q

�
senj cosq �

¶u
¶r

+
cosj cosq

r
�

¶u
¶ j

�
senq

r senj
�

¶u
¶q

��

d.p.
= sen2j cos2q �

¶2u
¶r 2 �

senj cosj cos2q
r 2 �

¶u
¶ j

+

+
senj cosj cos2q

r
�

¶2u
¶r¶ j

+
senq cosq

r 2 �
¶u
¶q

�
senq cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+
cos2 j cos2q

r
�

¶u
¶r

+
senj cosj cos2q

r
�

¶2u
¶ j¶ r

�
senj cosj cos2q

r 2 �
¶u
¶ j

+

+
cos2 j cos2q

r 2 �
¶2u
¶ j 2 +

cos2 j senq cosq
r 2sen2j

�
¶u
¶q

�
cosj senq cosq

r 2 senj
�

¶2u
¶ j¶q

+

+
sen2q

r
�

¶u
¶r

�
senq cosq

r
�

¶2u
¶q¶r

+
cosj sen2q

r 2 senj
�

¶u
¶ j

�

�
cosj senq cosq

r 2 senj
�

¶2u
¶q¶ j

+
senq cosq
r 2sen2j

�
¶u
¶q

+
sen2q

r 2sen2j
�

¶2u
¶q2
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= sen2j cos2q �
¶2u
¶r 2 +

cos2 j cos2q
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

sen2q
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j cos2q
r

+
sen2q

r

�
�

¶u
¶r

+
�

�
senj cosj cos2q

r 2 �
senj cosj cos2q

r 2 +
cosj sen2q

r 2 senj

�
¶u
¶ j

+

+
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2 sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+

+
�

senj cosj cos2 q
r

+
senj cosj cos2q

r

�
¶2u

¶r¶ j
�

�
�

senq cosq
r

+
senq cosq

r

�
¶2u

¶r¶q
�

�
�

cosj senq cosq
r 2 senj

+
cosj senq cosq

r 2 senj

�
¶2u

¶ j¶q

=
�

sen2j cos2q �
¶2u
¶r 2 +

cos2 j cos2 q
r 2 �

¶2

¶ j 2 +
sen2q

r 2 sen2j
�

¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j cos2q
r

+
sen2q

r

�
�

¶u
¶r

+
�

cosj sen2q
r 2 senj

� 2
senj cosj cos2q

r 2

�
¶u
¶ j

+

+
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2 sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+

+ 2
senj cosj cos2 q

r
�

¶2u
¶r¶ j

� 2
senq cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

�

� 2
cosj senq cosq

r 2senj
�

¶2u
¶ j¶q

�
�(9.45)

onde usou-se a primeira equação em (9.44) mais de uma vez e aregra de derivação do produto.
Além disso, por hipótese,u 2 C2, de modo que as derivadas parciais mistas são iguais.

Usa-se o mesmo procedimento para encontrar a derivada parcial segunda deu em relação a
y. Tem-se:

¶2u
¶y2 =

¶
¶y

�
¶u
¶y

�
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(9.44)
= senj senq �

�
¶

¶r

�
¶u
¶y

��
+

cosj senq
r

�
�

¶
¶ j

�
¶u
¶y

��
+

+
cosq

r senj
�
�

¶
¶q

�
¶u
¶y

��

(9.44)
= senj senq �

�
¶

¶r

�
senj senq �

¶u
¶r

+
cosj senq

r
�

¶u
¶ j

+
cosq

r senj
�

¶u
¶q

��
+

+
cosj senq

r
�
�

¶
¶ j

�
senj senq �

¶u
¶r

+
cosj senq

r
�

¶u
¶ j

+
cosq

r senj
�

¶u
¶q

��
+

+
cosq

r senj
�
�

¶
¶q

�
senj senq �

¶u
¶r

+
cosj senq

r
�

¶u
¶ j

+
cosq

r senj
�

¶u
¶q

��

d.p.
= sen2j sen2q �

¶2u
¶r 2 �

senj cosj sen2q
r 2 �

¶u
¶ j

+

+
senj cosj sen2q

r
�

¶2u
¶r¶ j

�
senq cosq

r 2 �
¶u
¶q

+
senq cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+
cos2 j sen2q

r
�

¶u
¶r

+
senj cosj sen2q

r
�

¶2u
¶ j¶ r

�
senj cosj sen2q

r 2 �
¶u
¶ j

+

+
cos2 j sen2q

r 2 �
¶2u
¶ j 2 �

cos2 j senq cosq
r 2sen2j

�
¶u
¶q

+
cosj senq cosq

r 2 senj
�

¶2u
¶ j¶q

+

+
cos2 q

r
�

¶u
¶r

+
senq cosq

r
�

¶2u
¶q¶r

+
cosj cos2q

r 2 senj
�

¶u
¶ j

+

+
cosj senq cosq

r 2 senj
�

¶2u
¶q¶ j

�
senq cosq
r 2sen2j

�
¶u
¶q

+
cos2q

r 2sen2j
�

¶2u
¶q2

= sen2j sen2q �
¶2u
¶r 2 +

cos2 j sen2q
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

cos2q
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j sen2q
r

+
cos2 q

r

�
¶u
¶r

+

+
�

�
senj cosj sen2q

r 2 �
senj cosj sen2q

r 2 +
cosj cos2q

r 2senj

�
¶u
¶ j

�

�
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+

+
�

senj cosj sen2q
r

+
senj cosj sen2q

r

�
¶2u

¶r¶ j
+
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+
�

senq cosq
r

+
senq cosq

r

�
¶2u

¶r¶q
+

+
�

cosj senq cosq
r 2 senj

+
cosj senq cosq

r 2 senj

�
¶2u

¶ j¶q

=
�

sen2j sen2q �
¶2u
¶r 2 +

cos2 j sen2q
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

cos2q
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j sen2q
r

+
cos2 q

r

�
¶u
¶r

+

+
�

cosj cos2q
r 2 senj

� 2
senj cosj sen2q

r 2

�
¶u
¶ j

�

�
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2 sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+

+ 2
senj cosj sen2q

r
�

¶2u
¶r¶ j

+ 2
senq cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+ 2
cosj senq cosq

r 2 senj
�

¶2u
¶ j¶q

�
,(9.46)

onde usou-se a primeira equação em (9.44) mais de uma vez e aregra de derivação do produto.
Além disso, por hipótese,u 2 C2, de modo que as derivadas parciais mistas são iguais.

Novamente será usado o mesmo procedimento para encontrar aderivada parcial segunda de
u em relação az. Tem-se:

¶2u
¶z2 =

¶
¶z

�
¶u
¶z

�

(9.44)
= cosj

�
¶

¶r

�
¶u
¶z

��
�

senj
r

�
¶

¶ j

�
¶u
¶z

��

(9.44)
= cosj

�
¶

¶r

�
cosj �

¶u
¶r

�
senj

r
�

¶u
¶ j

��
�

�
senj

r

�
¶

¶ j

�
cosj �

¶u
¶r

�
senj

r
�

¶u
¶ j

��

d.p.
= cos2 j

¶2u
¶r 2 +

senj cosj
r 2 �

¶u
¶ j

�
senj cosj

r
¶2u

¶r¶ j
+

+
sen2j

r
�

¶u
¶r

�
senj cosj

r
¶2u

¶ j¶ r
+

senj cosj
r 2 �

¶u
¶ j

+
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+
sen2j

r 2 �
¶2u
¶ j 2

=
�

cos2 j
¶2u
¶r 2 +

sen2j
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

sen2j
r

�
¶u
¶r

+

+ 2
senj cosj

r 2 �
¶u
¶ j

� 2
senj cosj

r
�

¶2u
¶r¶ j

�
,(9.47)

onde usou-se a primeira equação em (9.44) mais de uma vez e aregra de derivação do produto.
Além disso, por hipótese,u 2 C2, de modo que as derivadas parciais mistas são iguais.

O passo seguinte consiste em somar os resultados obtidos em (9.45), (9.46) e (9.47). Assim,

Du =
¶2u
¶x2 +

¶2u
¶y2 +

¶2u
¶z2

=
�

sen2j cos2q �
¶2u
¶r 2 +

cos2 j cos2 q
r 2 �

¶2

¶ j 2 +
sen2q

r 2 sen2j
�

¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j cos2q
r

+
sen2q

r

�
�

¶u
¶r

+
�

cosj sen2q
r 2 senj

� 2
senj cosj cos2q

r 2

�
¶u
¶ j

+

+
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2 sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+

+ 2
senj cosj cos2q

r
�

¶2u
¶r¶ j

� 2
senq cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

�

� 2
cosj senq cosq

r 2senj
�

¶2u
¶ j¶q

�
+

+
�

sen2j sen2q �
¶2u
¶r 2 +

cos2 j sen2q
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

cos2 q
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j sen2q
r

+
cos2q

r

�
¶u
¶r

+

+
�

cosj cos2q
r 2 senj

� 2
senj cosj sen2q

r 2

�
¶u
¶ j

�

�
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2 sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+
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+ 2
senj cosj sen2q

r
�

¶2u
¶r¶ j

+ 2
senq cosq

r
�

¶2u
¶r¶q

+

+ 2
cosj senq cosq

r 2 senj
�

¶2u
¶ j¶q

�
+

+
�

cos2 j
¶2u
¶r 2 +

sen2j
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

sen2j
r

�
¶u
¶r

+

+ 2
senj cosj

r 2 �
¶u
¶ j

� 2
senj cosj

r
�

¶2u
¶r¶ j

�

=
�

sen2j cos2 q + sen2j sen2q + cos2 j
� ¶2u

¶r 2+

+
�

cos2 j cos2q
r 2 +

cos2 j sen2q
r 2 +

sen2j
r 2

�
¶2u
¶ j 2+

+
�

sen2q
r 2 sen2j

+
cos2 q

r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j cos2q
r

+
sen2q

r
+

cos2 j sen2q
r

+
cos2q

r
+

sen2j
r

�
¶u
¶r

+

+
�

cosj sen2q
r 2 senj

� 2
senj cosj cos2 q

r 2 +
cosj cos2q

r 2 senj
� 2

senj cosj sen2q
r 2 +

+ 2
senj cosj

r 2

�
¶u
¶ j

+
�

senq cosq
r 2 +

cos2 j senq cosq
r 2 sen2j

+
senq cosq
r 2 sen2j

�

�
senq cosq

r 2 �
cos2 j senq cosq

r 2 sen2j
�

senq cosq
r 2 sen2j

�
¶u
¶q

+

+
�

2
senj cosj cos2q

r
+ 2

senj cosj sen2q
r

� 2
senj cosj

r

�
¶2u

¶r¶ j
+

+
�

� 2
senq cosq

r
+ 2

senq cosq
r

�
¶2u

¶r¶q
+

+
�

� 2
cosj senq cosq

r 2senj
+ 2

cosj senq cosq
r 2 senj

�
¶2u

¶ j¶q

=
�
sen2j

�
cos2q + sen2q

�
+ cos2 j

� ¶2u
¶r 2+

+
�

cos2 j
r 2 �

�
cos2q + sen2q

�
+

sen2j
r 2

�
¶2u
¶ j 2+
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+
�

sen2q + cos2q
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2+

+
�

cos2 j
r

�
�
cos2q + sen2q

�
+

sen2q + cos2q
r

+
sen2j

r

�
¶u
¶r

+

+
�

cosj
r 2 senj

�
sen2q + cos2 q

�
� 2

senj cosj
r 2

�
cos2q + sen2q

�
+ 2

senj cosj
r 2

�
¶u
¶ j

+

+ 0�
¶u
¶q

+
�
2

senj cosj
r

�
cos2q + sen2q

�
� 2

senj cosj
r

�
¶2u

¶r¶ j
+

+ 0�
¶2u

¶r¶q
+ 0�

¶2u
¶ j¶q

=
¶2u
¶r 2 +

1
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

1
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2 +

2
r

�
¶u
¶r

+
cosj

r 2 senj
�

¶u
¶ j

=
¶2u
¶r 2 +

1
r 2 �

¶2u
¶ j 2 +

1
r 2 sen2j

�
¶2u
¶q2 +

2
r

�
¶u
¶r

+
cotgj

r 2 �
¶u
¶ j

,

que é a expressão em (9.27).

4.10 Apêndice 3: conduç̃ao do calor em uma barra

Considere uma barra uniforme isolada termicamente nas laterais, de modo que a condução
do calor só se dê na direção do eixo, porém admite-se transferência de calor nas extremidades
da barra. SejamL o comprimento dessa barra eA a área de sua seção transversal.

Figura 10.1: Condução do calor em uma barra.
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As hipóteses de uniformidade do material que é feito a barra e o isolamento térmico nas
laterais faz com que a condução do calor se dê na direçãolongitudinal, que pode ser pensado
como na direção do eixox.

Considerar-se-á alei de Fourierque a�rma: Considere duas placasP1 eP2 com áreas transver-
sais iguais aA mantidas com temperaturas constantesT1 e T2, respectivamente. Se estas duas
placas forem colocadas a uma pequena distânciad, haverá transferência de calor da seção mais
quente para a seção mais fria. Essa quantidade de calor é diretamente proporcional �a áreaA e �a
diferença de temperaturajT2 � T1j, e inversamente proporcional �a distância entre elas, ou seja,

(10.1) Q =
k AjT2 � T1j

d
,

onde a constante de proporcionalidadek é chamada decondutividade térmicae que depende
do material que é feito a barra.

Denote poru(x; t) a temperatura de um ponto de abcissax no tempot. Tome duas seções
transversais da barra localizadas emx e x+ d. A lei de Fourier exige que as temperaturas em
cada seção seja constante, mas as temperaturas nessas duas seções variam com o tempot. A
ideia é introduzir o �uxo de calor em cada seçãox0 em um instantet: fazendoT2 = u(x0 + d;t)
e T1 = u(x0; t), onde se �xou o tempot, e depois passar ao limite quandod ! 0. Daqui por
diante, até o �nal do apêndice, assume-se que a funçãou(x; t) é de classe C2.

Assim,

Q(x0; t) = lim
d! 0

k AjT2 � T1j
d

= k A� lim
d! 0

u(x0 + d;t) � u(x0; t)
d

= k Aux(x0; t):

Observa-se que o módulo foi retirado intencionalmente: o sinal da última expressão pode
variar, neste caso. O importante é dar um sentido f�́sico para � k Aux(x; t) e parak Au(x; t).
De�ne-se o �uxo de calor na direção positiva do eixox por

(10.2) q(x; t) = � k Aux(x; t):

O sinal de “menos” signi�ca o seguinte: se a temperaturau(x; t) crescesse comx, então
ux(x; t) seria positivo, mas como o calor �uiria para a esquerda, ent˜aoq(x; t) deveria ser nega-
tivo. Por outro lado, seu(x; t) decrescesse comx, entãoux(x; t) seria negativo, masq deveria ser
positivo, uma vez que o calor �uiria para a direita.

Agora �xa-se um elemento da barra entrex0 e x0 + Dx e analisa-se qual é a quantidade de
calorq que entra a�́ no per�́odo de tempot0 e t0 + Dt. Usando o �uxo de calorq(x; t), obtém-se
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Figura 10.2: Condução do calor em uma parte barra.

q =
Z t0+ Dt

t0
q(x0; t) dt �

Z t0+ Dt

t0
q(x0 + Dx; t) dt

=
Z t0+ Dt

t0
[� k Aux(x0; t)] dt �

Z t0+ Dt

t0
[� k Au(x0 + Dx; t)] dt

=
Z t0+ Dt

t0
[� k Aux(x0; t)+ k Aux(x0 + Dx; t)] dt

=
Z t0+ Dt

t0
k A[ux(x0 + Dx; t) � ux(x0; t)] dt:(10.3)

O calor espec�́�co cde uma substância é a quantidade de calor necessária paraelevar em 1�

C a temperatura de um grama dessa substância e que pode ser escrito na forma

(10.4) q =
Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

cr Aut(x; t) dxdt;

onder é a densidade da substância.
Pelo teorema fundamental do Cálculo em (10.3), tem-se que

q =
Z t0+ Dt

t0
k A[ux(x0 + Dx; t) � ux(x0; t)] dt

=
Z t0+ Dt

t0
k A

� Z x0+ Dx

x0

uxx(x; t) dx
�

dt

=
Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

k Auxx(x; t) dxdt:(10.5)

Como os primeiros membros em (10.4) e (10.5) são iguais, então seus segundos membros
também serão iguais. Assim,

Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

k Auxx(x; t) dxdt=
Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

cr Aut(x; t) dxdt;
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Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

k uxx(x; t) dxdt=
Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

cr ut(x; t) dxdt;

Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

k uxx(x; t) dxdt�
Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

cr ut(x; t) dxdt= 0;

Z t0+ Dt

t0

Z x0+ Dx

x0

[k uxx(x; t) � cr ut(x; t)] dxdt= 0:(10.6)

A expressão em (10.6) é válida para todot0 > 0, todo 0< x0 < L e todosDt > 0 eDx > 0.
Segue-se da�́ que

k uxx(x; t) � cr ut(x; t) = 0 ) cr ut(x; t) � k uxx(x; t) = 0;

ou seja,

ut(x; t) �
k

cr
uxx(x; t) = 0 ) ut � a 2uxx = 0;

ondea 2 = k=cr é adifusividade térmica,que depende apenas do material de que é feita a barra.
A última equação é chamada deequação do calore que representa a variação da temperatura
u(x; t) em uma barra uniforme com superf�́cie lateral isolada termicamente.

A temperaturau(x; t) da barra satisfaz a equação do calor, mas, por outro lado, esta equação
tem várias soluções. Por exemplo, se a funçãou(x; t) for constante ouu(x; t) = cx, ondec é
constante, entãou satisfaz a equação do calor. Assim, deve-se impor outras condições. Uma
condição inicialé essencial para determinar a soluçãou(x; t). Assim, escreveru(x;0) = f (x),
com f : [0;L] ! R dada, signi�ca dizer quef descreve a temperatura nos vários pontos da barra
quandot = 0.

Além disso, é importante informar se as extremidades da barra estão isoladas termicamente,
se entra ou não calor, etc. Estas informações nas extremidades da barra são chamadas de
condições de fronteirae podem ser de vários tipos.

Por exemplo, se
u(0; t) = T1 e u(0; t) = T2;

então isto signi�ca que as extremidades da barra estão sendo mantidas a temperaturas contantes,
mas com temperatura diferente em cada extremidade.

Caso seja
u(0; t) = T1(t) e u(L; t) = T2(t);

então as condições de fronteiras descrevem a variaçãoda temperatura nas extremidades da barra.
Outra possilidade é analisar o �uxo de calor nas extremidades. Neste caso, o �uxo de calor

é dado pelas derivadas normais, ou seja, derivadas direcionais na direção do vetor normalnnn e
que aponta para fora das extremidades da barra. Para a extremidade esquerda e direita da barra,
tem-se, respectivamente que

¶u
¶nnn1

(0; t) e
¶u
¶nnn2

(L; t)�
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Como estas derivadas normais são paralelas ao eixox, então pode-se tomar como vetores
normaisnnn1 = ( � 1;0) ennn2 = ( 1;0), respectivamente, nas derivadas acima. Assim, em dimensão
1, tem-se que

¶u
¶nnn1

(0; t) = Ñu(0; t) � n1 = ( ux(0; t);ut(0; t)) � (� 1;0) = � ux(0; t);

¶u
¶nnn2

(0; t) = Ñu(L; t) � n2 = ( ux(L; t);ut(L; t)) � (1;0) = ux(L; t):

Caso seja
ux(0; t) = ux(L; t) = 0;

então está se a�rmando que o �uxo de calor nas extremidadesé zero, ou seja, que não entra e
nem sai calor nas extremidades da barra. Isto é o mesmo que dizer que as extremidades estão
isoladas termicamente.

Também é possivel ter condições de fronteira que informam a temperatura em uma extremi-
dade e o �uxo de calor na outra. Por exemplo,

u(0; t) = 0 e ux(L; t) = 0:

Existem outras possibilidades, mas estas são su�cientes para os objetivos deste texto.

4.11 Apêndice 4: vibraç̃oes em uma corda eĺastica

Neste apêndice ao cap�́tulo 4 estudar-se-á o problema de pequenas vibrações em uma corda
elástica. Idealiza-se o modelo no planoxOu onde a corda vibre em torno de sua posição de
equil�́brio ao longo do eixox. Além disso, supõe-se que os pontos sobre a corda se desloquem
apenas na direção do eixou, ou seja, considera-se asvibrações transversais.Além disso, supõe-
se que a corda tem comprimentoL e tem as extremidades �xas emx = 0 ex = L, mas com uma
tensãot constante ao longo da corda. Essa situação inicial é chamada deposição de equil�́brio
da corda.

Suponha que a corda seja perturbada de sua posição de equil�́brio e que comece a vibrar
livremente no planoxOu, onde cada ponto sobre a corda se desloque perpendicularmente ao
eixo x. Aqui é necessário supor que a amplitude da corda seja muito pequena, a �m de que
a inclinação relativa ao eixox seja pequena em comparação com a posição de equil�́brio. Isto
signi�ca dizer que um segmentodx da corda em posição de equil�́brio deforma-se em um arco
de curvadsno instantet, de modo queds� dx(ou seja,dsé aproximadamente igual adx). Isto
não seria verdade caso a amplitude fosse grande.
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A funçãou(x; t) representará o deslocamento transversal de um pontox da posição inicial
no instantet. Comux(x; t) representa-se a inclinação da corda no pontox e no instantet. Já a
derivadaut(x; t) representa a velocidade com que o pontox se desloca verticamente.

Observa-se que as grandezas envolvidas na lei de Newton sãovetoriais, de modo que se deve
ter cuidado com a direção e a orientação de forças, velocidades, acelerações, etc.

Sejamx= a ex = b dois pontos arbitrários da corda, de modo estes dois pontosdeterminando
uma parte da corda. Sejar (x; t) a densidade da corda, ou seja, o quociente da massa pelo
comprimento. Como foi comentado anteriormente, supõe-seque os pontos sobre a corda se
deslocam verticalmente em relação ax. Assim sendo, a densidader não vai depender det, mas
apenas dex; ela será denotada porr (x).

A quantidade de movimentoé de�nida como o produto entre a massa de um corpo e a veloci-
dade instantânea. Por de�nição de densidade, segue-se que dm= r (x) dx representa a massa
in�nitesimal de uma pequena porção da corda. Além disso,como já comentado,ut(x; t) repre-
senta a velocidade no movimento. Assim,dM = r ut(x; t) dx representa a quantidade de movi-
mento in�nitesimal, de uma pequena porção da corda, de modo que a sua integral representa
a quantidade de movimento entre dois pontos. Portanto, a quantidade de movimento da corda
entre os pontosx = a ex = b é dada por

(11.1) M(t) =
Z b

a
r (x) ut (x; t) dx:

Lei de Newton: “A derivada com relação ao tempo da quantidade de movimento do corpo é
igual �a soma das forças aplicadas”.

Como dito anteriormente, está se considerando vibrações transversais, de modo que a corda
se desloca apenas na direção do eixou, logo não há componente de velocidade na direção do
eixox, somente da direção deu.

Existem dois tipos de forças a serem considerados:

(a) A ação no restante da corda sobre a porção entrex = a e x = b;

(b) As tensõesna direção das tangentes.

Denota-se porTa = T(a; t) e Tb = T(b; t) as tensões, respectivamente, nos pontosx = a e
x = b. Sejam, respectiamente,qa eqb os ângulos das tangentes a corda com o eixox nos pontos
x = a ex = b.

A lei de Newton dada anteriormente é equivalente a seguinteversão: “A força externa to-
tal, devido �a tensão nas extremidades do elemento, é igual ao produto da massa da porção
considerada pela aceleração de seu centro de massa”. Comonão há aceleração horizontal, as
componentes horizontais devem satisfazer

T(b; t) � cosqb � T(a; t) � cosqa = 0:

A expressão anterior mostra componente horizontal da tensão independe do pontox e que é
função apenas do tempot. Denote port (t) = T �cosq a componente horizontal da tensão. Além
disso, observe que
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Figura 11.1: Porção da corda sob tensão.

Figura 11.2: Tensões horizontais e verticais.

t (t) � tgq = [ T � cosq ] � tgq = T � senq �
senq
cosq

= T senq :

Esta última expressão diz quet (t) � tgq é igual a componente vertical da tensão.
Analisa-se agora a resultante das tensões verticais. Observando que tgq = ux(x; t) e usando

o teorema fundamental do Cálculo, obtém-se

T(b; t) � senqb � T(a; t) � senqa = T(b; t) �
cosqb

cosqb
� senqb � T(a; t) �

cosqa

cosqa
� senqa

= [ T(b; t) � cosqb] � tgqb � [T(a; t) � cosqa] � tgqa

= t (t) � tgqb � t (t) � tgqa

= t (t) � [ tgqb � tgqa]

= t (t) � [ux(b; t) � ux(a; t)]

= t (t) � ux(x; t)
�
�
�
b

a

= t (t) �
Z b

a
uxx(x; t) dx
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=
Z b

a
t (t) � uxx(x; t) dx;

ou seja, que a resultante vertical das tensões,Tres., atuando sobre a porção da corda entrex = a
e x = b é dada por

(11.2) Tres.= t (t) � tg (qb) � t (t) � tg (qa) =
Z b

a
t (t) � uxx(x; t) dx:

Além das forças de tensão, o sistema pode estar sujeito �aação deforças externas, como
gravidade, resistência ao movimento oposta pelo meio ondeestá a corda, ou forças tendentes
a restaurar a posição de equil�́brio da corda. Sejah(x; t;u) a densidade linear dessas forças ao
longo da corda. Então, a sua integral representa o conjuntode forças externas,Fext, atuando no
sistema, ou seja, tem-se que

(11.3) Fext =
Z b

a
h(x; t;u) dx

representa as forças externas.
Recorde-se a lei de Newton, que diz: “A derivada com relação ao tempo da quantidade de

movimento do corpo é igual �a soma das forças aplicadas”. Então deve-se derivar a expressão
que de�ne a quantidade de movimento, que é

M(t) =
Z b

a
r (x) ut (x; t) dx;

e igualar a soma das forças atuantes no sistema. A derivada da quantidade de movimento é
obtida aplicando-se a regra de Leibniz, que é apresentada através do Lema 7.1 do cap�́tulo 1,
pois aqui supõe-se queu 2 C2. Assim, tem-se que

dM
dt

(t) =
d
dt

Z b

a
r (x) ut (x; t) dx

= (Regra de Leibniz)

=
Z b

a

¶
¶t

[ r (x) ut (x; t)] dx

=
Z b

a
r (x) utt (x; t) dx(11.4)

Assim, pela lei de Newton, segue-se que

dM
dt

= Tres.+ Fext;

de modo que, pelas expressões em (11.2), (11.3) e (11.4), resulta em

(11.5)
Z b

a
r (x) � utt (x; t) dx=

Z b

a
t (t) � uxx(x; t) dx+

Z b

a
h(x; t;u) dx:
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Assim,
Z b

a
r (x) � utt (x; t) dx=

Z b

a
t (t) � uxx(x; t) dx+

Z b

a
h(x; t;u) dx;

Z b

a
r (x) � utt (x; t) dx=

Z b

a
[t (t) � uxx(x; t)+ h(x; t;u)] dx;

Z b

a
r (x) � utt (x; t) dx�

Z b

a
[t (t) � uxx(x; t)+ h(x; t;u)] dx= 0;

Z b

a
[r (x) � utt (x; t) � t (t) � uxx(x; t) � h(x; t;u)] dx= 0;

Segue-se da�́ quer (x) � utt (x; t) � t (t) � uxx(x; t) � h(x; t;u) = 0, ou que

r (x) � utt (x; t) � t (t) � uxx(x; t) = h(x; t;u):

Comor (x) > 0, da expressão acima resulta

utt(x; t) �
t (t)
r (x)

� uxx(x; t) =
h(x; t;u)

r (x)
,

ou ainda, que

(11.6) utt � a 2 uxx = f (x; t;u);

onde se fez

a 2 = [ a (x; t)]2 =
t (t)
r (x)

e f (x; t;u) =
h(x; t;u)

r (x)
�

A expressão em (11.6) é chamada deequação de onda,que é o modelo matemático para
pequenas vibrações da corda elástica.

ANÁLISE DIMENSIONAL : considere as três grandezas massa, comprimento e tempo, as quais
serão presentadas pelas letras M, L e T, respectivamente. Comot (t) é a componente horizontal
da tensão (produto da massa pela aceleração) er (x) é a densidade (quociente entre a massa e o
comprimento), segue-se, então, que suas dimensões são dadas por

dim[t (t)] = M �
L

T2 =
ML
T2 e dim[r (x)] =

M
L

�

Da�́ segue-se que

dim
�
a 2�

=
dim[t (t)]
dim[r (x)]

=

ML
T2

M
L

=
ML
T2 �

L
M

=
L2

T2 ) dim(a ) =
L
T

,

ou seja,a tem dimensão de velocidade.
A equação de onda,utt � a 2uxx = f (x; t;u), também está dimensionalmente correta. De fato,

comout(x; t) tem dimensão de velocidade, entãoutt(x; t) tem dimensão de aceleração. Como
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ux(x; t) representa a inclinação da corda, entãouxx(x; t) representa a curvatura da corda. Segue-
se da�́ que

dim[utt(x; t)] =
L
T2 e dim[uxx(x; t)] =

1
L

�

Assim,

dim[ f (x; t;u)] = dim[utt(x; t)] + dim
�
a 2�

� dim[uxx(x; t)]

=
L
T2 +

L2

T2 �
1
L

=
L

T2 +
L

T2

= 2
L

T2 �

Como o valor 2 não altera a dimensionalidade, segue-se, portanto, que

dim[ f (x; t;u)] =
L

T2 �

E comoh(x; t;u) = r (x) � f (x; t;u), segue-se da�́ que

dim[h(x; t;u)] = dim[r (x)] � dim[ f (x; t;u)] =
M
L

�
L

T2 =
M
T2 �

4.12 Exerc�́cios propostos

Exerc�́cio 1: Resolva o problema do calor em uma barra com extremidades isoladas termica-
mente: 8

>>>>><

>>>>>:

ut � a 2 uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

ux(0; t) = 0; t > 0;

ux(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:

Exerc�́cio 2: Resolva o seguinte problema de condução de calor:
8
>>>>><

>>>>>:

ut � a 2 uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; t > 0;

ux(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:
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OBSERVAÇÃO: este problema é resolvido pelo método de separação de variáveis. Porém cabe
resaltar que a extensão da função inicialf para o intervalo[� L;L] e periódica de per�́odoT = 2L
é ligeiramente diferente das extensões consideradas nosexemplos. Basta �car atento para isso.

Exerc�́cio 3: Considere o seguinte problema:
8
>>>>><

>>>>>:

ut � a 2uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; t > 0;

ux(L; t)+ gu(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:

(a) Façau(x; t) = X(x) � T(t) e mostre que

(12.1) X00+ l X = 0; X(0) = 0 e X0(L)+ gX(L) = 0:

Mostre também queT0+ la 2T = 0, ondel é a constante de separação.

(b) Suponha quel seja real e mostre que o problema (12.1) não tem soluções não triviais se
l � 0.

(c) Sejal > 0. Façal = m2, comm> 0. Mostre que o problema (12.1) só tem soluções não
triviais semfor solução da equação

(12.2) m� cos(mL)+ g� sen(mL) = 0:

(d) Reescreva a equação (12.2) como

tg(mL) = �
m
g

�

Esboce os grá�cos de

y = tg(mL) e y = �
mL
gL

param> 0 no mesmo conjunto de eixos. Mostre que a equação (12.2) ésatisfeita por uma
in�nidade de valores positivos dem. Denote esses valores porm1, m2, : : :, mn, : : :, ordenados em
ordem crescente.

(e) Determine o conjunto das soluções fundamentaisun(x; t) correspondentes aos valoresmn

encontrados na parte (d).

Exerc�́cio 4: Considere o seguinte problema de condução de calor em uma barra em contato
térmico com uma fonte de calor externa:
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(12.3)

8
>>>>><

>>>>>:

ut � a 2uxx = h(x); 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = T1; t > 0;

u(L; t) = T2; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L:

Façau(x; t) = v(x) + w(x; t), ondev e w são as partes estacionária e transiente, respectiva-
mente, da soluçãou.

(a) Mostre quev(x) é solução do seguinte problema de valores de contorno:
8
>><

>>:

a 2v00= � g(x);

v(0) = T1;

v(L) = T2:

(b) Mostre quew(x; t) satisfaz ao seguinte problema de valores de contorno homogˆeneo:
8
>>>>><

>>>>>:

wt + a 2 wxx = 0; 0 < x < L; t > 0

w(0; t) = 0; t > 0;

w(L; t) = 0; t > 0;

w(x;0) = f (x) � v(x); 0 � x � L:

(c) Conclua queu(x; t) = v(x)+ w(x; t) é solução do problema (12.3).

Exerc�́cio 5: Use o método da transformada de Fourier para resolver o seguinte problema do
calor em dom�́nio ilimitado:

(
ut + 2uxx = h(x); x 2 R; t > 0

u(x;0) = f (x); x 2 R:

Encontre a solução do problema acima paraf (x) = cosx eh(x) = 0.

Exerc�́cio 6: Resolva o seguinte problema da corda elástica solta em uma extremidade e
partindo do repouso:

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

utt � a 2 uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; t > 0;

ux(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L;

ut(x;0) = 0; 0 � x � L:
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Exerc�́cio 7: Resolva o seguinte problema da corda elástica com uma extremidade solta e
com deslocamente inicial nulo:

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

utt � a 2 uxx = 0; 0 < x < L; t > 0;

u(0; t) = 0; t > 0;

ux(L; t) = 0; t > 0;

u(x;0) = 0; 0 � x � L;

ut(x;0) = g(x); 0 � x � L:

Exerc�́cio 8: Use o método da transformada de Fourier para obter a soluç˜ao geral da equação
de ondas em dom�́nio ilimitado:

utt � a 2uxx = � 2k� ut � k2 � u; x 2 R; t > 0;

ondek > 0.

Exerc�́cio 9: Considere o seguinte problema da corda elástica in�nita:
8
>><

>>:

utt � a 2uxx = 0; x 2 R; t > 0;

u(x;0) = f (x); 0 � x � L;

ut(x;0) = g(x); 0 � x � L:

(a) Use a solução de d'Alembert para encontrar a soluçãodo problema acima quandof (x) =
e� x e g(x) = 0;

(b) Faça o mesmo, porém, agora, comf (x) = A� sen(wx) e g(x) = B� cos(mx), ondeA e B
são constantes.

Exerc�́cio 10: Considere o problema do exerc�́cio 9 onde a EDP é dada porutt � a 2 uxx =
F(x; t), mas mantendo-se as condições iniciais. Use a solução de d'Alembert para determinar a
solução do problema comf (x) = sen(wx), g(x) = 0 eF(x; t) = 1.

Exerc�́cio 11:Resolva o seguinte problema de Laplace no retânguloR= ( 0;a) � (0;b) com
condições de contorno do tipo Dirichlet:

8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

u(x;0) = f (x); u(x;b) = 0; 0 < x < a;

u(0;y) = 0; u(a;y) = 0; 0 � y � b:

Exerc�́cio 12:Resolva o seguinte problema de Laplace no retânguloR= ( 0;a) � (0;b) com
condições de contorno do tipo Neumann:
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8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

uy(x;0) = 0; uy(x;b) = 0; 0 � x � a;

ux(0;y) = h(y); ux(a;y) = 0; 0 < y < b:

Exerc�́cio 13:Resolva o seguinte problema de Laplace no retânguloR= ( 0;a) � (0;b) com
condições de contorno do tipo misto:

8
>><

>>:

Du = uxx+ uyy = 0; 0 < x < a; 0 < y < b;

uy(x;0) = 0; u(x;b) = g(x); 0 � x � a;

u(0;y) = 0; u(a;y) = 0; 0 < y < b:

Exerc�́cio 14: (a) Encontre a soluçãou(r;q) da equação de Laplace na região semicircular
0 < r < a e 0< q < p satisfazendo o seguinte problema de contorno:

8
>>>>><

>>>>>:

urr +
1
r

� ur +
1
r2 � uqq ; 0 < r < a e 0< q < p;

u(r;0) = 0; 0 < r < a;

u(r;p) = 0; 0 < r < a;

u(a;q) = f (q); 0 < q < p:

Suponha queu(x;y) está bem de�nida e é limitada na região dada.

(b) Encontre a solução paraf (q) = q(p � q).

Exerc�́cio 15:Use o método da transformada de Fourier para determinar a solução da equação
de Laplace no semi-plano:

(
Du = uxx+ uyy = 0; x 2 R; y > 0

u(x;0) = f (x); x 2 R:

Respostas dos exerc�́cios

Exerc�́cio 1: u(x; t) =
c0

2
+

¥

å
n= 1

cn � e� (n2p2a2t2)=L2
� cos

� npx
L

�
, onde

cn =
2
L

Z L

0
f (x) � cos

� npx
L

�
dx; n = 0;1;2;3; : : :

Exerc�́cio 2: u(x; t) =
¥

å
n= 0

c2n+ 1 � e� [(2n+ 1)2p2a2t]=L2
� sen

�
(2n+ 1)px

2L

�
, onde
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c2n+ 1 =
4

2L

Z L

0
f (x) � sen

�
(2n+ 1)px

2L

�
dx:

Exerc�́cio 3: Parte (e):un(x; t) = e� m2
na 2t � sen(mn x).

Exerc�́cio 5: u(x; t) = f (x� 2t)+ ( k� h)(x; t) = f (x� 2t)+
1
2

Z 2t

0
h(x� y) dy, ondek(x; t) =

p
2p
2

� c [0;2t](x).

Para f (x) = cosx e h(x) = 0: apesar de não ser poss�́vel aplicar a transformada de Fourier
diretamente neste problema, pois não existe a transforma de Fourier para a função cosx, ela
satisfaz a equação do calor dada (encontre as derivadas e as substitua na EDP do calor). Assim,
pela solução anterior, basta concluir queu(x; t) = cos(x� 2t).

Exerc�́cio 6: u(x; t) =
¥

å
n= 0

c2n+ 1 � sen
�

(2n+ 1)px
2L

�
� cos

�
(2n+ 1)pa t

2L

�
, onde

c2n+ 1 =
2
L

Z L

0
f (x) � sen

�
(2n+ 1)px

2L

�
dx; n = 0;1;2;3; : : :

Exerc�́cio 7: u(x; t) =
¥

å
n= 0

c2n+ 1 � sen
�

(2n+ 1)px
2L

�
� sen

�
(2n+ 1)pa t

2L

�
, onde

c2n+ 1 =
4

(2n+ 1)pa

Z L

0
g(x) � sen

�
(2n+ 1)px

2L

�
dx:

Exerc�́cio 8: u(x; t) = e� kt � [j (x� a t)+ y (x+ a t)] .

Exerc�́cio 9: Parte (a):u(x; t) = e� x � cosh(a t). Parte (b):u(x; t) =
cosh(bx)+ senh(a bt)

a b
+

2xt2 +
t3

6
�

Exerc�́cio 10:u(x; t) = sen(wx) � cos(wa t)+
t2

2
�

Exerc�́cio 11:u(x;y) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

a

�
� senh

�
np(b� y)

a

�
, onde

cn =
2

a� senh
�

npb
a

�
Z a

0
f (x) � sen

� npx
a

�
dx; n = 1;2;3; : : :

Exerc�́cio 12:u(x;y) = c0 +
¥

å
n= 1

cn � cos
� npy

b

�
� cosh

�
np(x� a)

b

�
, onde
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cn =
2

np � senh
� npa

b

�
Z b

0
k(y) � cos

� npy
b

�
dy; n = 1;2;3; : : :

Exerc�́cio 13:u(x;y) =
¥

å
n= 1

cn � sen
� npx

a

�
� cosh

� npy
a

�
, onde

cn =
2

a� cosh
�

npb
a

�
Z a

0
g(x) � sen

� npx
a

�
dx:

Exerc�́cio 14:(a)u(r;q) =
¥

å
n= 1

cn � sen(nq), ondecn =
2

pan

Z p

0
f (q) � sen(nq) dq :

(b) cn =
4

pan �
1� cos(np)

n3 �

Exerc�́cio 15:u(x;y) =
1

p
2p

( f � k)(x;y) =
y
p

Z ¥

� ¥

f (t)
(x� t)2 + y2 dt; onde

k(x;y) =
2

p
2p

�
y

x2 + y2 �





Bibliogra�a

[1] Apostol, T. M.,Cálculo,Vol. 1 e 2, Editora Reverté, 1988.
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Ângulo de fase, 254

Amplitude, 254
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do meio poroso, 431

Coe�cientes de Fourier, 141, 146, 149, 181
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argumento, 253
conjugado, 252
forma polar, 253
módulo, 252
parte imaginária, 252
parte real, 252
unidade imaginária, 252
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de compatibilidade, 353
de Dirichlet, 344
de Neumann, 344
de Robin, 344

Condição inicial, 472
Condições

de contorno, 335
iniciais, 344, 345

Condições de fronteira, 472

Condutividade térmica, 470
Cone de in�uência, 395
Conjunto

simétrico, 167
Constante de separação, 353
Coordenadas

curvil�́neas, 457
Corda in�nita, 382

Delta de Dirac, 79
Densidade espectral, 254
Densidade espectral de energia, 254
Dependência cont�́nua dos dados, 345
Derivação

da transformada de Fourier, 290
Derivada

normal, 345
Descontinuidade

de primeira espécie, 150
de segunda espécie, 150

Deslocamento
de fase, 236

Difusividade térmica, 351, 472
Dimensão in�nita, 346

EDP
el�́tica, 348, 349
hiperbólica, 348, 349
homogênea, 344
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linear, 344
linear de 2a ordem, 348
não homogênea, 344
não linear, 344
ordem, 344
parabólica, 348, 349
parte principal, 344
semilineares, 344
solução, 345
ultra-hiperbólica, 349

Energia
cinética, 255
potencial, 255
total, 254

Equação
da continuidade, 431
de Euler, 425
de Laplace, 350, 403
de onda, 478
diferencial, 343
diferencial ordinária, 343
diferencial parcial, 343
do calor, 350, 472
do movimento, 104
do potencial, 403

Equação de Laplace
problema de Dirichlet no retângulo, 405

Equação de ondas, 350
não homogênea, 398

Espaço
de dimensão in�nita, 345

Espectro de amplitudes, 254
Espectro de fases, 254
Espectro discreto, 256
Extensão periódica, 117

Fórmula
de d'Alembert, 382, 386
de Euler, 25, 215

Fluido
ideal, 431

incompress�́vel, 431
massa espec�́�ca, 431
peso espec�́�co, 431
pressão, 431
velocidade, 431

Forças externas, 476
Frequência, 235

angular, 235
angular fundamental, 236
natural, 100
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