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Cap'tulo 1
Transformada de Laplace

1.1 Introducao

Pretende-se, neste texto, estudar uma transformaggar Iparticular dada através de um
operador integral, denotado por conhecido como aransformada de Laplac®ara isso, deve
introduzir o conceito d&uncdes seccionalmente cont'nugse € necessario quando for descrito
o dom’no do operaddr.

Sera denotado pair(t+ 0) e f(t 0) os limites laterais, respectivamente, a direita e a es-
guerda do ponta, isto &,

f(t+0)= lim f) e f(t 0= lim ()

DEFINICAO: Sejal R um intervalo, podendo ser limitado ou ilimitado. Diz-se que
f:1! R é&uma fungaseccionalmente cont'nuguando ela tiver um nimero nito de de-
scontinuidades (todas de primeira espécie) em qualgtesvaio limitado.

Em outras palavras: dadas< b, existema a;< ap< < a, btais quef & cont’nua
em cada intervalo aber{a; aj+ 1), comi = 1;2;:::;n 1, e existem os limites laterais

f(ag+ 0)= lim f(t) e f(ag 0)= lim f(t):
t! a X g
Observa-se que, em particular, toda funcao cont'nee&@analmente cont’'nua.

Exemplo 1.1:A funcdo f : RnfOg! R de nida por f(t) = = ndo & seccionalmente
cont’'nua. De fato, a descontinuidade flemt = 0 & de segunda espécie, pois nao existem
os limites laterais

lim f(t) e lim f(t):
th 0 t o

Exemplo 1.2:Sejaf : R! R uma fungao de nida por



2 1 Transformada de Laplace

8
%1; set 1
1 1 1
f(t) = —: — i< - 2 N:
® §n’ Sen+1 n : ’
-0 set O:

Esta fungdo nao & seccionalmente cont'nua. Apesavdistas descontinuidades serem de
primeira espécie, ocorre que no intervgdpl) ha uma nimero in nito de tais descontinuidade.

[]

O objetivo de usar as fun¢des seccionalmente contewsfafo de que elas sao integraveis
(no sentido de Riemann) em intervalos limitados. De fatd, 8eseccionalmente cont'nua em
[a;b], com descontinuidade nos pontag ay:::;an €, possivelmente, também ese b (0s
extremos do intervalfa; b]), entao integral

z

b
f(t) dt
a
esta bem de nida e & calculada por
Zy Za d Za d Zy d
f(t)dt= lim f(t)dt+ f(t)dt+ + f(t)dt ;
a d 0t at+d a+d ant d

onde a notacad ! 0 signi ca qued tende a zero somente por valores positiiposs vel
demonstrar que este limite sempre existe.

Esclarece-se a escolha da variavel independembeinvés da usuad: na maioria dos prob-
lemas de valor inicial, a variavel independente pode gerpnetada comtempo.Além disso,
no caso da transformada de Laplace, normalmente os valegasivos sdao exclu’dos, assim
como para o tempo, de modo que a atencao, nestes casaxmede a observar 0 semi-eixo
nao negativgo; ¥ ).

1.2 De nicao da transformada de Laplace

Sejaf : [0;¥)! R uma funcao integravel. Considere a integral abaixo:
Zy
e Stf(t)dt:
0

Diz-se que a expressao acimateamsformada de Laplageara a funcad, e se escreve,
7

(2.1) LIfW]= F9= e ste () dt;
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desde que a integral acima convirja para algum vala de

Relembre-se que uma integral como a do tipo acima & de matimgropria (pois, nesse
caso, o dom'nio de integragao é ilimitado) e & calcaldel acordo com a regra
Zy Z 5

st — i st .
L e Sfmde=Iim e St

Diz-se que tal integral & convergente, relativamente, aalor particular des se, e somente
se, este limite acima existe.

Observa-se que a armacgao acima nao € uma de nicaonaoos em sentido estrito do
termo. Uma de nicdo sera apresentada oportunameniebdm deve ser notado que aparece
uma expressao contendo a variagameb primeiro membro da igualdade acima. Assim, & preciso
saber quando esta expressao em termagejgresenta, de fato, uma fungao desta variavel.

Nas aplicacbes praticas, normalmente & poss'vellzaldiretamente a transformada de
Laplace de fungdek pela de nicao. Contudo, isto nao afasta a necessidadieteminar uma
classe de funcOes que assegura a existéncia da traasfae Laplace. Isto se deve ao fato de
guerer considerdr como um operador linear de nido em um espaco vetorial coiarge.

Ao examinar a integral que aparece em (2.1), &€ razoavebpem funcde$ que devem ser
escolhidas de tal modo que a integral

7
(2.2) N Stf(t) dt

exista para todd > 0.

Pode-se chegar a tal termo impondo-se fjgeja uma fungao seccionalmente cont’nua, que
tera, no maximo, um nimero nito de descontinuidade (dmpira espécie) em todo intervalo
daformdO0; T],comT > 0. Isto & verdade porgue o integrando em (2.2) tambénuter@imero

nito de descontinuidade de primeira espécie [@nT].

Por outro lado, cabe notar que apenas a hipotedesde seccionalmente cont’nua é insu -
ciente para garantir a existéncia da integral em (2.2}, @stia também devera convergir quando
T! ¥ para, pelo menos, um valor de

Uma maneira de assegurar a convergéncia da integral @épércondicao de qué(t) seja
majorada (ou dominada) por alguma fun¢ao exponenciajjrelo assim ques Stf(t) tenda
rapidamente para zero quandcresce.

DEFINICAO: Diz-se que uma funcab é admiss’velou deordem exponencipem|[0; ¥) se
existirem constantdg M > 0 tais que

(2.3) e Kf(t) <M ou jf(t)] Mefi?

para todad > O.

1 Esta desigualdade sb precisa ser satisfeita nos pont@smiees«o nao negativo, isto &, ondesta de nida.
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Intuitivamente, funcdes de ordem exponencial nao poteescer” em valor absoluto mais
rapidamente do que a funca®ek! quandot cresce. Na préatica, entretanto, isto nao & uma
restricao, poidvl ek podem ser tao grande quando se queira.

Os exemplos a seguir mostrarao varias funcdes que Ggarea pratica e que sao ad-
miss’veis.

Exemplo 2.1:A funcaof : [0;¥)! R de nida por f(t) = 1 & admiss’vel.
De fato, basta tomde> 0 eM 1 em (2.3) para ver que

jfj=1 M ekt

Exemplo 2.2:As fungdesf;g;u;v: [0;¥) ! R dadas por
f(t)=1t" g(t)= ekt u(t) = sen(kt); e v(t) = cogkt)
sao admiss’veis.

SoLucAo: Para valores grandes tlesabe-se que' < el. Isto implica na existéncia de uma
constanteM 1, tal que park = 1 vale

jfj=jtj<e Met:

Parag, bastatomaM 1 para concluir queg(t)j = jekfj= ekt  MekL.
Para as funcOasev, basta observar gqysenkt)] 1ejcogkt)] 1,de modo quetomando
k> 0eM> 1, encontra-se

juit)j = jsenkt)j 1< Mek

jv(t)j = jcogkt)] 1< Mekt:

Exemplo 2.3:As funcgdesf;g:[0;¥)! R de nidas por
f(t)=t" ek' senbt) e g(t)=t" k' cogbt)
sao admiss’veis.
SoLugAO: Sejak > 0. Entao,

t" ekt cogbt) _ jt"j ek jcogbt)j t" ekt N
g2kt - g2kt ekt ekt
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Agora aplica-se a regra de I'Hospital na Gltima expregs@a veri car que ela tende para
zero quande! ¥.

Aléem disso, em particular, tal expressao & menor ou igual Entao, t" ek! cogbt)
et para valores dé su cientemente grandes. Logo, existe uma constante O tal que
t" ekt cogbt) MeZ!paratodd > 0.

Sek 0, entdceX 1ejcogbt)] 1,de modo que

t" ekt cogbt) t™

Além disso, a desigualdad@< € para valores grandes démplica na existéncia de uma
constantéM > O tal que t" ekt cogbt) Me! paratodd > 0.
De maneira analoga mostra-se ge) também é admiss’vel.

Exemplo 2.4:A funcaof : [0;¥)! R de nida por f(t) = et” nao & admiss'vel,

SoLugAo: De fato,
2

Kt £(1) = ekt 2_ e’ _ tt k.
e™ f(H)=e e—g—e ;

A expressao no segundo membro acima nao tem limite quahd&, de modo que a do
primeiro membro também. Ou seja,
h

|
. . e .
lim ekt f(t) = lim == = lime'® W=y
tl ¥ t ¥ ekt 'y

t2

para toddk.
2 ~ T ~ - . -
Isto mostra que" =« nao é limitada. Consequentemerfteyao & admiss’vel.

[]

Proposic¢ao 2.1 (exiséncia): Sejaf : [0;¥)! R uma funcao seccionalmente cont'nua e ad-

miss’vel. Entao, existe um nimero ré&dhl que
Zy
e Stf(t)dt
0

converge para todos os valoresste k.
DEMONSTRACAO: Usar-se-a o seguinte teorema na demonstracao degi@sprao: “Sef e
g sao fungdes integraveis em todo intervalo da f({agld, ondeaé xoeb> aé agaiétrério e se

jf(t)] g(t) paratodd > a, entao existe aintegral f(t) dt se existir aintegral g(t) dt.”
a a
2

2 0O leitor podera observar que este teorema é o equivaleméste da comparagao para séries in nitas, poremaghtic
a integrais improprias.
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Por hipbtesef & uma funcdo admiss’vel. Logo, existem constakitesO ek tais qug f(t)]
M ekt para todd > 0. Entdo,

Zy Zy y
e SUf(t)dt e Sf(jdt= lim e SYf(t)jdt
0 0 TV ¥ 0o
Z Z
lim e StM eXldt=M Iim e © Wigy
TL¥ o TL¥
h i T M h i o
= — |ime G = _T |m e (5Kt
s k TI¥ o S kTi¥ T
h i
=M im 1 e G NT.
s k TI¥

Paras< k, o limite da exponencial acima, quan@id ¥, ndo existe, pois 0 expoente ca
positivo. Paras > k, tem-se ques k> 0, de modo que o0 expoente ca negativo (visto que
T > 0 sempre). Assim, existe o limite da exponencial jata ¥ e este vale zero, isto &,

Zy h [
M M
e S'f()dt —— lim 1 e GRT = —_
0 © s k T'¥ s k
paratodas > k.

Portanto, para fungdes admiss’veis e integral impabpbsolutamente convergente, en-

controu-se a seguinte estimativa:

JF(9)] paras> k;

—k;
mostrando que a transformada de Laplace existe.

Observa-se que segue da proposi¢ao 2.1 que o dom'nio digate da transformada de
Laplace de uma fungao seccionalmente cont’'nua e admlisg€mpre inclui um intervalo ilimi-
tado superiormente da fornflg ¥ ). Na verdade, s& € o 'n mo do conjunto de nimeros reais
k tais queF(s) = L[f(t)] existe paratode> k, pode-se demonstrar qugf(t)] nao converge
para qualques< .3 Assim, com a poss’vel exceczo do proprio pagt@ dom’nio de [ f(t)]
€ o intervalo abert@sy; ¥). Por esta razagy € conhecido como abscissa de convergéndiia
funcaof. Note-se, também, que para certas funcdes, @rhoou 0,5 pode ser ¥.

DEFINICAO: Sejaf[0;¥)! R uma fungcao seccionalmente cont'nua e admiss’veladnt”
de ne-se a transformada de Lapla€éds), para a funcad, por

3 Diz-se queb & umacota inferiorde um conjunto nao vaz®de nimeros reais se, e somenteise s paratods?2 S
Diz-se queB &€ um'n mo de Sse, e somente sB,& uma cota inferior dSeB b para toda cota inferidn 2 S. Uma
das mais importantes propriedades do sistema de nUmais€rgue todo conjunto nao vafale nUmeros reais tem
um Gnico 'n mo B (desde que se suponha daiassume o valor ¥ quanddSnao tiver cota inferior nita).
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Zy
F9= LIFMI= e i@t

Observag@o 2.1:Anteriormente foi dito que a variavelpode ser intepretada como tempo.
A nova variavelk também tem uma interpretacado: “frequéncia”’. Com eéstpuagem, pode-se
pensar que o operadbrtem como dom’nio @spaco dos tempastem como imagem espaco
das frequéncias

[]

Exemplo 2.5:Sejaf : [0;¥)! R uma funcao dada pdi(t) = k, ondek &€ uma constante.
Entdo a sua transformada de Laplace & dada por

(2.4) F(g)= L[f(t)]= l—; paras> O:

SoLUCAO: Seguindo a ideia do exemplo 2.1, mostra-se facilmente duec@of(t) = k &
uma funcao admiss’vel. Entao pode-se usar a de nitvansformada de Laplace para obter
Zy Zy
F(s) = . e Stf(t)dt= . e St kdt

T st k : stT
=k Ilim e >dt= - lim e
T ¥ ¢ S T! ¥ 0
k . k .
= " JimesST 1="1Im 1 e ST
S T! ¥ S T ¥
= — paras> 0;

pois facilmente se vé que

observando qué > 0.

[]

Exemplo 2.6:Sejaf : [0;¥)! R uma funcao dada pdi(t) = ek!, ondek & uma cons-tante.
Entado sua transformada de Laplace & dada por

1
2. F(s)= — >k
(2.5) (9 s K paras
SoLucAo: Pelo exemplo 2.2f(t) = ek! & uma funco admiss'vel. Assim, usando a de nic&o,

obtém-se

Zy Zy

F(9= e S'f(t)dt= e Stedt
0 0
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Zt
= lim e (5 Nidt= lim e (5 Wt
T ¥ o S Tl ¥
1 1 h i
= ~ Jime ®WT 1 =_" |im 1 e KT
s k TI¥ s k TI¥
:i 1 ||m e (s KT
s k T ¥
1
= — aras> k:
s k P

O leitor veri cara facilmente que, pas> k,s k> 0,demodo (s k)T < 0e assim
lim e ¢ KT =0
TI ¥
Caso sej@< k,entao (s K)T > 0, de forma que
lim e ¢ WT =4 ¥:
TI ¥
E ses= k, a expressadys k) hao estara de nida (pois surgira um zero no denominador)

[]

O exemplo 2.6 mostra que a funcao transformada de Laplatais simples do que a funcao
original. De fato, a fun¢ab (s) = IXs k), que & racional, & mais simples do que a fung@p=
ekt que é transcendental.

Exemplo 2.7 (fun@o de Heaviside)Sejau; : [0;¥) ! R uma fungao de nida por

0; se 0 t<c;
uce(t) =
1; set c:

Entdo sua transformada de Laplace & dada por

e Cs
S

(2.6) L [uc(t)] = , paras> O:

SoLUCAO: Para veri car qualg(t) € uma funcao admiss’vel, basta torivar 1 ek> 0 para
concluir que
juc)i 1 Mek:

Agora aplica-se a de nicao de transformada de Laplacetamente na funcaoc(t) para
encontrar
Zy
L [uc(t)] = € StUc(t) dt
0
VA (o] z ¥
e Stuc(t)dt+ e Stug(t)dt
0 c
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1
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pois

[]

O exemplo 2.7 que a funcao transformada de Laplace &, eah geais regular do que a
propria funcao. Neste exemplo, a funcao transforneatfas € cont’'nua (pois a convergéncia se
da paras> 0), enquanto que a fungao original(t) & descont’nua no ponto= c.

Exemplo 2.8:Mostre que a transformada de Laplace para a furicd®¥)! R, de nida
por f(t) = sen(wt), & dada por
w

SoLUcAO: Usa-se a de nicao de transformada de Laplace para escrev
Zy Zy
L[f()]= e Stf()dt= e Stsenwt)dt
0 0
Z7
(2.8) = lim e S'senwt)dt:
TI ¥ o

A integral em (2.8) deve ser calculada através de duagatégs por partes. Para a primeira,
usa-se o seguinte

( st gd — st.
u=-e st ) u= s e 7
: 1
dv= sen(wt); V= cogwe;
e para a segunda integracao por partes o seguinte
8
( u= e st ) <du= se St
: 1
dv= cogwt); - V= W sen(wt);
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10
Assim,
Z7 1 T g4
e Slsenwt)dt= —e Stcogwt) = e Stcogwt)dt
w o W o
T
= e Stcogqwt)
" O
s 1 T og4T i
— Ze Stsenwt) + = e Stsenwt)dt
wow o W o
LI T
= e Stcoqwt) —e S'sen(wt)
o W 0
z
LT
Z . © Stsen(wt) dt;
isto &,
e Stsenwt)dt+ — e Stsenwt)dt= e Stcogqwt — e Stsenwt) ;
n(wt) W o n(wt) W gwt) . W n(wt) ,
ou ainda,
& ‘T st 1 s T S | st T
1+ — e “'senwt)dt= —e > cogwt —e “senwt) ;
7 o n(wt) W gwt) . W n(wt) ,
gue pode ser melhorada para
z T T
+w T 1 S
e Stsenwt)dt= —e Stcoqwt — e Stsenwt) ;
Y . n(wt) W gwt) . W n(wt) .
gue, por m, resulta em
21 ¢ w T S T
S — st st
w)dt=  —— >
e ~ senwt)d SZ+er coqwt) . SZ+er sen(wt) .
w
= e © STcoqwT) €’cos0
S
grv2 © STsenwT) €’sen0
w w S
(2.9) 7 w2 e cogwT) I+ TR e sen(wT)

Substituindo (2.9) em (2.8), obtém-se

Zy
LIF©)= Jim e *'ser(wp)dt
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W sT

= lim - € coqwT)+
T ¥ F+w WD 23 w2
S sT
—— € senwT
P+ w2 "wT)
w w
= ——— lim e ST cogwT) + lim
P+ W2 T ¥ W) T ¥ 2+ w2
% lim e T senwT)
L+ W2 T ¥
W
- SZ+ W2
pois, nos limites acima, as fungdes seno e cosseno séaadas eTlligme ST = 0. Isto mostra o

gue foi a rmado.

[]

Exemplo 2.9:Mostre que a transformada de Laplace para a furicd®¥)! R, de nida
por f(t) = cogwt), & dada por
s

(2.10) L [cogwt)] = 5

s> 0:

SoLuUcAO: Usa-se a de nicao de transformada de Laplace para escrev

Zy Zy
LIf®]= e Stf(hdt= e Stcogwt)dt
0 0
Zt
(2.11) = lim e Stcogwt)dt:
T ¥

A integral em (2.8) deve ser calculada através de duagatégs por partes. Para a primeira,
usa-se o seguinte

( u=e St 3du: se %,
dv= cogwt); : L ov= V—lv sen(wt);
e para a segunda integracao por partes o seguinte
( u= e st gduz se %,
dv= sen(wt); : V= V—lv cogwt);
Assim,
Zq T Zq

1
e Stcogwt)dt= e Stsenwt) + e Stsen(wt)dt
0

S
o Wo
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isto €,
ZT st SzZT st 1 s T S st T
e > cogwt)dt+ — e >rcogqwt)dt= —e > sen(wt —e ~rcoqwt)

) qudes wdt= Je Ssenwt)  The *cogwy

ou ainda,

§ ZT st 1 s T S st T
1+ — e >cogqwt)dt= —e " sen(wt — e ~coqwt)
7 o wjdt= Te Tsenwt) e *lcogw)

gue pode ser melhorada para

4 T T

L+wr T 1 s
e Stcogwt)dt= —e Stsenwt e Stcogwt)
72 . gwt) w n( )O W2 | )O

gue, por m, resulta em

Zt T s T

e Stcogwt)dt= ——e Stsen(wt —— e Stcogwt
. gwt) I 2 n( )0 I 2 S )0
=V e sTsenwT) &’sen0
SZ+ W2
s
e © STcoqwT) €°cos0
W s s
2.12 = Vet > et P
( ) 7 w2 e sen(wT) T w2 e coqwT) w2

Substituindo (2.12) em (2.11), obtém-se

Zt
LIfF©)= Jim e *‘cogwi)dt

= lim e ST senwT)

W
TIY 2+ w2

S

S
sT
w2 © cogwT) + 2

+ w2
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T grw i e S sewh

lim, e ST cogwT) + lim

S+ w2 T! T ¥ S+ w2
s
- SZ+ W2
pois, nos limites acima, as fungdes seno e cosseno séaadas eTllirQ e ST= 0. Isto mostra o

gue foi a rmado.

[]

Observag@o 2.2:Neste texto sera usada a seguinte convencao para cetagdes:

LIf(O]I= F(9; LIgMI= G(9); LIX®]1= X(s); LIy(t)]= Y(s);:::

Em suma, usa-se uma letra minUscula para representar ng&ofoa variavele usa-se uma
letra maiUscula para representar a funcao transforadaplace na variavel

[]

1.3 Sobre a exiggncia da inversa

Inicia-se esta secao discutindo um caso simples. No deethp da secao anterior viu-se
gue a funcad (t) = k tem transformada de Laplace dada p¢s) = L[f(t)] = ks paras> 0.
A ideia agora & modi car esta funcao em apenas um ponta $e[0;¥)! R uma funcao
de nida por
K; seté 1,

o; set=1:

o(t) =

Note, leitor, que a funcag é diferente da fungcad: basta alterar pelo menos um valor na
imagem para que as fungcdes quem diferentes uma da outra.dgora sera calculado a trans-
formada da nova funcayp Tem-se:

Zy
G(9=LlgM]l= e Sg(t)dt
0
Z, Zy
e Slg(t)dt+ e Stg(t)dt
0 1
Z, Zq

= e Skdt+ lim e S'kdt
0 T! ¥ 1
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0l
o

4

®

nlx unlx

poisTIIirQ e "S= 0paras> 0, umavez qud > 1.

Assim, mostrou-se qué(s) = F(s), ou ainda, que duas funcdé® g, diferindo apenas em
um ponto tém a mesma transformada de Laplace. O ponto ekzdth t = 1, mas poderia
ser qualquer outro. Assim sendo, existe uma in nidade dedaa formadas a partir dg
alterando-se o valor da mesma em um Gnico ponto e que impkea transformadas iguais a
da funcaof. Pode-se ir aléem, alterando dois pontos, depois tréskdtudas as fungdes assim
constru’das a partir deterao transformadas de Laplace iguais. Sem entrar muitetathes,

é poss’vel produzir uma in nidade de novas funcdes &ipde f e que diferem em uronjunto
de medida nul4 e todas terdo a mesma transformadd de

Portanto, a inversa de uma funcao transformada de Foddeg Unica. Logo, a transformada
inversa € um assunto delicado e precisa dar sentido a estaanNovamente, sem entrar muito
em detalhes técnicos, a ideia consiste em agrupar em umntortpdas as fungdes obtidas a
partir de uma dada func¢&g mas diferindo d¢ em um conjunto de medida nula. Este conjunto
assim formado relaciona todas as fungdes com a fuhgdeste conjunto é tratado corlasse
de equivalénciaDiz-se que duas func¢des sgoais quase sempiguando elas diferem entre si
em um conjunto de medida nula. Em suma, trata-se estagdammpmo se fossem iguais, mas
no sentido dado, de serem iguais quase sempre. Assim, ateimya funcao transformada o
gue se obtém & umepresentant@lesta classe de equivaléncia, que pode ser qualguer uma das
funcOes dessa classe, uma vez que elas sao iguais qugse se

Dando continuidade, na se¢ao 1.2 procurou-se consljgéia a existéncia da transformada de
Laplace e chegou-se a uma de ni¢cao para a mesma. Neéta dsgutir-se-a sobre a existéncia
da transformada inversa de Laplace. Para isso sera praiiso se a funcao transformada de
LaplaceF(s) sera admiss’vel quando a funcB@) é admiss’vel. Em geral, a resposta &€ nao. O
proximo exemplo exibe esta situacao.

Exemplo 3.1:Sejaf : (0;¥)! R uma funcao de nida porf(t) = =t Entdo,f tem uma
transformada de Laplade, mas que nao & admiss’vel.

4 Diz-se que um conjunt® R temmedida nuleguando, para tode> 0, for poss’vel obter uma cole¢ao enumeravel
¥ ¥

de intervalos abertog;ll,;:::;1n;::: tais queX Ih e é jhi< e
n=1 n=1
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Para resolver este problema sugere-se que se dé uma othap@ndice. Caso contrario, seu
estudo pode ser deixado para mais tarde. Nesta secamigldafuncao gamaG: [0;¥)! R
por Zy

G(x) = N tex ldt:

Além disso, mostra-se que a funggit) = tX & admiss'vel e que sua transformada de Laplace

é dada por
_ G(k+ 1)

- W’
Fazendk= = emg(t) = tX obtem-sef(t)= t == 1=2t2= . Logo, a transformada
de Laplace da funcabé

L & (k> 1; s> 0):

= _ G(=2+1) _ G()

L[f(t)]=L t =T <

pP_
No apéndice também & mostrado deE=) = Tp, de modo que
p_
. P 1
LIfM]=L(=1= o o=

Agora veri ca-se facilmente que a func&gs) = s *? nao & admiss’'vel.

[]

O exemplo 3.1 mostra a seguinte situacao: a classe daSefsiigeie possuem transformada
de Laplace & maior do que a classe das fun¢des admgs/gjuao maior €, € delicado e nao
sera dito aqui.

\oltandoa transformada inversa de Laplace, ainda é yelssbservar o seguinte: $ee g sao
fungdes cont'nuas por partes e que diferem apenas nesspde descontinuidades, entao tem-
se queL [f(t)] = L[g(t)], apesar déd(t) 6 g(t). Dito de outra maneira: fungdes admiss’veis que
diferem em certo conjunto de pontos (precisamente, quaifel@ch em um conjunto de pontos
de medida nula), ttm sempre a mesma transformada de Lajsticeera feito no teorema 3.2
dado a seguir. Antes, um resultado classico da Analiseiatica.

Lema 3.1:Se K K
0 x<b ﬁ 1 ou 0 ﬁ b< x 1;

entao ,
X|Ch(1 X)l km e 2(x b) b'ch(l b)l |Ch:

DEMONSTRACAO: Deve-se demonstrar que

X1 x)t T o 2x D
b (1 bl =

Aplicando logaritmo nesta desigualdade, encontra-se
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X1 xt e

2 .
= BT +2(x b2 O

H(X) = In

Tem-se qued (b) = 0. Agora divide-se o problema em dois casos.

CAsol:se0 x<b kn 1,entdo mostrar-se-aqu{x) 0.Como, para& x< 1, se
temx(1 x) Ix,entao

kn X _ _
Hctx)—x(l X)+4(x b) 4(en X)+ 4(x b)=2(kn b) O
CAs02:se0 kn b<x 1,entdo mostrar-se-aqu{x) 0.Como, para& x< 1, se
1 ~
tem4 m,entao
kn X kn X X b kn b
H = x(1 x)+4(x b) x(1 x)+x(1 X)  x(1 X

Teorema 3.1 (Weierstrass)Sejaf : [a;b]! R uma funcao cont'nua. Entao, parata» 0,
existe um polindmiq(t) tal que

jft) p)j< g paratodoa t b:

DEMONSTRACAO: Sejat = (1 X)a+ xh. Entao,
1

X:ba

(t a)

et 2 [a;b] se, e somente se2 [0;1].
Sejaf :[0;1]! R uma fungéo de nida por

T = f[(1 xa+ bx:

Seja

n n k _, 1 :
K X(1 X e p(t)—pﬁ(t a :

Este polindmio & chamado gelindmio de Bernstein.
Usar-se-a o fato de que

(3.1) 3 "Xk wnk k@1 " k=1
k2 A k k

ﬁ moj

0

para qualqueA f 0;1;2;:::;ng.
Comof & cont’nua, existed > 0 tal que
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(3.2) ix yi<d ) 0 o) <3

Sejamb; = x deby= x+ d. Escreva
M= max f(xX) = maxj f(t)j:

x2[0;1] t2[a;b]
Sejantal que
4Me 2d2n < E
2

Agora usa-se o lema 3.1 para garantir que, se

k k
b, - 1 ou 0 ﬁ by;

n
entao
(3.3) XL XL e 2x D p)l e
Entao, por (3.1), (3.2) e (3.3), obtém-se
- a n J n
f P = 4T | X1 "k g T(=)
K Z, K

=0

=~

Xk(l X)n k

n
k

n
& T T | X x" &
k=0 k
v 8 T T D XK@ XK
ot a K
in X d
Ciomy " ka 0" k+om §
k k k
= by T by

€1 oMme 2 3 E bS(L bp)" K+

2 >,

+2Me 20 3 Bk by" K
a . 1
K by

Teorema 3.2:Sejamf e g fun¢des admiss’veis tais que

LIf()] = Lg(V)]; paras> s

Xk(l X)n k

17
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Entaof(t) = g(t), exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade.

DEMONSTRACAO: De na h(t) = f(t) g(t). Assim,
L[h(t)] = O; parax o

Para simpli car ademonstracao, mas sem perda de getiadalj continuar-se-a a demonstracao
supondo queh € cont'nua. Cast tenha descontinuidades, as integrais a seguir devem ser
desmembradas em somas de integrais tomadas sobre insavudigh € cont’ nua.

Agora faca z,

vit)= e o*h(x)dx
0

de modo que
v{t) = e Sth(t):

Assim, paran= 0;1;2;:::, segue-se que
Zy
O=L[h[(ss+ n)= e (o*Mipt)dt
0
Zy
= e Ne Spt) dt
0
Zy
= e "Wqp)dt

1
3
(¢

1
<
—
—+
~
o
—

1] #

.
im, e tyt) +n e Myt)dt
0

Zy
im, e "TYT) w0) +n e "yt)dt
0
Zy
viO)+ n e "yi)dt:
0

Observa-se que realizou-se integracao por partes em grpads0s acima e usou-se o fato

que_lim e "T = 0. Portanto,

¥
n e "yt)dt= v(0);
0

mas observando que da de nicaod&) obtém-se imediatamente qu@®) = 0, tem-se que
Zy
(3.4) e "vt)dt=0; paran= 0;1;2;:::
0

Nos pontos ondé & cont’nua, tem-se queé derivavel evqt) = e %th(t). Logo, se for
demonstrado que(t) = 0, seguir-se-a quie(t) = 0. Com intuito de mostrar quéx) = 0, sera
feita a seguinte mudanca de variaveis em (3.4):
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t= Inx e ux)= v( Inx):
Da primeira mudanca de variaveis, segue-se que
t=Inx ) el=em™ ) x=e .

Os limites de integracao, na variateha integral obtida enf?() sao 0 4. Assim, 0S novos
limites, na variavek, sao, respectivamente,

xx=e’=1 e x=lm e =0
T ¥

Além disso, diferenciando= e !, obtém-se dx= e !dt. E ainda da primeira mudanca de
variaveis, encontra-se

(n Dt= (n 1)(Inx) ) (n Dt=Inx"1
e (n Dt— ghn(x" 1Y) ) e (N Dt— yn 1.
Assim,
Zy Zy
0= e "yt)dt= e "ele 'vt)dt
0 0
Zy
= e 0 Dlyt) e tdt
0
Zy
= X" Tv( Inx)dx
Zy
= X" lux)dx
0
isto &,
Z,
(3.5) X" Lu(x)dx= 0; paran= 0;1;2;:::
0

Segue-se da’ que O.
Agora observe que (3.5) implica que
Zp
(3.6) p(x) u(x)dx= 0
a

para qualquer polindmip(x).
O proximo passo consiste em aplicar o teorema de aprogiond€ Weierstrass (veja o teo-
rema 3.1) para obter
jux) pXj< e para todot 2 [0;1]:

Logo,
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Zy Zy Z,
ju  p(jfdx= [u(¥]dx 2 . u(x) p(x) dx+
0 0
Z4
+  [p(¥]%dx< e
0
Usando (3.6), obtém-se z,
[u()]?dx< e
0

para todoe > 0, o que implica em
Zy
[u(x)]?dx= 0
0

Consequentemente(x) = 0 para todo 2 [0;1].

Para o calculo da transformada inversa de Laplace existef@rmula, chamad&rmula
complexa de inversagyue fornece a funcado admiss'idt) através de uma integral complexa
da transformad#& (s). Entretanto, na pratica, o calculo dessa integral &aduitpois para 0s
casos mais comuns existem métodos mais simples.

1.4 Propriedades lasicas da transformada de Laplace

Nesta secao serao apresentadas propriedades ressltEnte nicao de transformada de
Laplace, bem como varios exemplos que da” decorrem. Ar phastes exemplos sera cons-
tru"da uma tabela que permitira o uso simpli cado na tfameada de Laplace para solugao de
problemas praticos.

Uma importante propriedade da transformada de Laplacerreda propria de nigao: a
linearidade.

Proposi¢ao 4.1 (linearidade):Sejama;b 2 R e f;g:[0;¥)! R duas funcdes seccional-
mente cont’'nuas e admiss’veis. Denotefp@ = L[f(t)] e G(s) = L[g(t)] as respectivas trans-
formadas de Fourier paffae g. Entao,

Llaf+ bgl(s)= aL[f](s)+ bL[g](s);

ou ainda,

Llaf()+ bg(t)] = aL[f()]+ bL[g(1)]

aF(s)+ bG(s):
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DEMONSTRACAO: Usando a de nigcao de transformada de Laplace, obtém-se
Zy
e S[a f(t)+ bg(t)]dt
0
Zy Zy
e Slla f()]dt+ e Sbg(t)]dt
0 0
Zy Zy
a e Stft)dt+b e Stg(t)dt
0 0

L[a f(t)+ bg(t)]

aF(9)+ bG(s);

onde usou-se a propriedade de linearidade da integral ssepacima.

No exemplo 2.5 mostrou-se que

L=t

- paras> O:

Resulta da” que

L S =1 paras> O:

Analogamente, mostrou-se no exemplo 2.6 que

1
L ekt = —, aras> k;
s k P
donde se conclui que
1
L1 —— =gk aras> k:
s k P
Ja o exemplo 2.7 mostrou que a transformada de Laplace dadule Heaviside & dada por
e CS
L [uc(t)] = s paras> 0,
0 que leva a concluir que sua transformada inversa & dada por
e CS
L ! = uc(t); paras> O:

Este procedimento sera adotado ao longo deste texto dauteca transformada e a inversa
de Laplace para varias fungdes elementares. Em metaitiersa, na proposi¢ao 2.1 mostrou-se
gue a transformada de Laplace satisfaz

H H M . .
JF(9)] _— paras> k;

ondej f(t)] MektcomM > 0.
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Isto diz que a transformad&(s) tem ordemO (=) quandos! ¥. Assim, considerar-se-a
funcdesF (s) com esta propriedade para o calculo da inversiF (s)] = f(t).

Observagio 4.1:A partir deste ponto sera adotada uma convencao. EXEess tipas’ +
bs+ c aparecerao quase que rotineiramente nos exemplos ectx&r&m alguns casos sera
necessario fatorar e em outros sera necessario apéicangosicao em fragcdes parciais.

ConsidereD = b? 4ac(como na formula de Bhaskara). A convenc&o sera a seguin

(a) SeD= b? 4ac< 0, entdo as ra’zes serdo complexas, logo deve-se usarcedpr
mento de completar quadrado. Uma maneira de continuar comeros reais, sem consi-derar
0s complexos.

(b) SeD= b? 4ac 0, entdo as ra’zes serdo reais (iguais ou distintasfpoEmteste
caso, determina-se as ra'zes e fatora o termo polinonsial.itnplica, como sera visto, em
decomposicao em fracoes parciais.

Exemplo: caso se tenha duas ra'zes distiata®, entacas+ bs+ c=(s a)(s b). Caso
as ra’zes sejam iguais, en@s + bs+ c=(s a)?.

Em suma, a convencao caassim:Be& 0, completa-se o quadrado;Be 0, decomposi¢ao
em fracOes parciais.
Motivo da convencao: evita-se o uso de fungdes hifexd

Exemplo 4.1:Encontre a transformada inversa para

s+ 3

(9= £ 3s+2

SoLucAo: Observe que® 3s+ 2temD= b? 4ac> 0, ou seja, duas ra’zes reas, 1 e
s= 2, de modo que 0 mesmo pode ser fatorado da seguinte maneira
s+ 3
(s (s 2
Para avancar na solucao do exemplo sera necessadmgeco segundo membro acima em
fracdes parciais. Tem-se:

F(s) =

s+ 3 _ A N B
(s I)(s 2) s 1 s 2
_A(s 2+ B(s 1)
(s D(s 2
_(A+B)s+( 2A B)
T (s (s 2

gue implicaem
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s+ 3=(A+ B)s+( 2A B);
ou seja,
A+ B=1;
2A B=3:

Multiplicando a primeira equacgao por 2 e somando com arsgglencontra-d8 = 5. Subs-
tituindo este valor em qualquer das equac0es acima aaesaiquéd = 4. Portanto,

s 3 1 1
F(§= ———= 4 —+5 —
s £ 3s+2 s 1 s 2
Assim, usando a linearidade da inversa, obtém-se
f(t)y= L YF(9]
1 1
=L 1 4 +
s 1 > s 2
1 1
= 4L — +5L 1 —
s 1 s 2

Para determinar as duas inversas no Ultimo membro acirsg baar a formula da inversa
do exemplo 2.6, isto €,

1

L1 — =ekt aras> k;

s k P

tomanddk = 1 no primeiro caso &= 2 no segundo.

Logo,

1 1
fy)= 4L !} — +5L 1 —
© s 1 s 2

= 4e'+ 5e¥;
que & a resposta procurada.

[]

O proximo resultado contém outra propriedade da transida de Laplace e que € bastante
@til. Ele diz que a multiplicacio di&(t) por et resulta na translagao da transform&da) em
um distanciac no sentido dos positivos.

Proposicao 4.2 (2 translacdo): Suponha qué(s) = L[f(t)] existe par&s> k 0. Secé
uma constante, entao

(4.1) L e°'f(t) = F(s ©); s> k+ C:
Reciprocamente, sgt) = L 1[F(9)], entdo

(4.2) et f(t)=L [F(s O):
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DEMONSTRACAO: Como hipotese, assumiu-se a existéncia da transfordedaplace para
a funcaof. Isto signi ca quef devera ser admiss’vel, isto &, que existem constantes ek
tais que
if()j Mek:
Porém o enunciado da proposi¢cao considera um resultaddvendo a transformada da
funcaoeC f(t), ou seja, & preciso mostrar que esta fungao também éssisel para que a
formula indicada faca sentido. Para tal, basta notar glesgualdade acima implica dizer que

Mekt  f(t) Mek,
que tendo todos os membros multiplicado p®r(que & sempre positiva) resulta em
M ektect ect f(t) M eCtekt;
gue € o mesmo que
Me(rOt  f1) Melkrot.
e que pode ser reescrita na forma
eCt f(t) M e(k+ot.

Isto implica dizer que a funcae™ f(t) & admiss’vel e tem uma transformada de Laplace,
desde que a restricd> k+ c seja assumida.
Assim, pode-se aplicar a de nicao de transformada dedapha funcae®! f(t) para obter
z
L eCtf(t) = ’ e SteCtf(t)dt
ZO¥
€ (s Atf(t)dt

F(s ©); (s> k+ ©);

0 que demonstra (4.1). Para mostrar (4.2), basta aplicansftrnada inversa em (4.1).

Observe que a formula da proposicao 4.2 € valida paatgger constante. Assim, se na
férmula, trocar-se por c(aqui,c> 0), entdo ca assim:

L e %f(t) = F(s+ 0):

A férmula acima pode ser chamadamtepriedade de amortecimentee a funcad (t) for
“amortecida” pelo fator exponencial ®, entao a transformada de Laplace sera deslocada (para
a esquerda!) em relacdo a nova variavel

Exemplo 4.2:Determine a transformada inversa de
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F()= >———
(5 £ 4s+5

SoLUCAO: Observe qua® 4s+ 5temD= b? 4ac< 0, isto &, ndo tem ra'zes reais, logo
deve-se completar quadrado com o objetivo de usar umasodaslilfis ja obtidas até agora.
Assim,

$ 4s+5= & 4s+4 +1=(s 2)°+1;
de modo que
1

(s 2)2+1

Para determinar a inversét) pode-se usar a formula (4.2) da proposicao 4.2. Pargiasta
notar que

F(s) =

F(s) = =G(s 2);

1t
(s 2)2+1
onde

G(9) = 2+ 1

A formula (2.7) do exemplo 2.8 diz que

W

L [Ser(Wt)] = w’

de modo que sua inversa & dada por

W
L 1 m = Ser(Wt)

Assim, tomandav= 1 na formula acima, obtém-se

gt)=L G=1L * % = sent:

Assim, usando formula (4.2) da proposi¢ao 4.2, @om2, implica em
f(t)="L YF(9]=L 'G(s 2]
= e?g(t) = e? sent;
gue é a resposta desejada.

[]

Os exemplos a seguir apresentam algumas propriedadesugiaega) a determinar a trans-
formada de Laplace para outras funcdes e que permiwsmucoes simpli cadas para certas
equacgoes diferenciais.

Os célculos envolvidos podem usar a propriedade da panieinslacao, que foi visto na
proposicao 4.2. Por outro lado, também & poss’vel eiaulos formais e aplicar a importante
formula de Euler:
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(4.3) e'd = cosq + i seng; ondei=" T

Exemplo 4.3:Sejamf;g:[0;¥)! R funcOes de nidas por
f(t)= eklcoqwx) e  g(t)= eX'sen(wx):

Entao suas transformadas de Laplace sao dadas, regpsetite, por

s k w
(44) FO= v & OO g we
para tode > k, de modo que suas inversas sao dadas por

s k
(s k)2+w?

\W

1
(4.5) L R

= eklcoqwt) e L1 = eKlsenwt):

SoLucAo: O exemplo 2.3 mostrou que as funcdes g sdo admiss’veis. Logo faz sentido
encontrar suas transformadas de Laplace.
Viu-se no exemplo 2.6 que

1
kt — _— S k-
L e s K paras> k:
Note que & poss’vel substitlkipor k+ iw na formula acima. Assim,
L he(k+iw)tl = 1 = 1
s (k+iw) (s k) iw
B 1 (s K+ iw
T (s K iw (s K+iw
(s K+iw (s K+iw
T (s K2 (w2 (s K2+w?
s k w

(4.6)

T 0w s wIrwe

onde realizou-se uma multiplicacao e divisao pelo cgaflo complexo e usou-se o fato que
i2= 1.
Por outro lado, segue-se da formula de Euler que

e(k+iw)t: ekt+th — ekt eth

ekt [cogwt) + i sen(wt)]

4.7 ektcogwt) + ieXtsen(wt):

Usando (4.7) e a linearidade da transformada de Laplaca &y@joposicao 4.1), tem-se que
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h i h i
L eltWt = eklcogwt) + ieXtsen(wt)

h i h i
L eKlcogwt) + iL eXisenwt) :

(4.8)

Observe-se, agora, que o primeiro membro de (4.6) € iguatia®iro membro de (4.8), de
modo que seus segundos membros também sao iguais, isto &,
h [ h [ s k

. W
L eKlcogwt) + iL eX'senwt) =

s N+ w5 WZrw

A expressao acima trata-se de uma igualdade entre famgieplexas, ou seja, a parte real
de uma deve ser igual a parte real da outra, da mesma formapaquiee amaginaria, que deverao
ser iguais, ou seja,

h y [ s k h y [ W
L e“cogwt) = ————— e L e“senwt) = ————
W) = G2 w W s 0w
onde os dois segundos membros acima sao, respectivariés)te, G(s).
Segue-se imediatamente que as inversas sao dadas por
1 s k _ okt 1 w _ okt .
————— = e cogwt e L - ——— = e“'sen(wt):
(s K2+ w? swt) (s K2+ w? Wy

Isto mostra o que foi a rmado no enunciado do exemplo.
[]

Outra férmula muito Gtil e que decorre daquelas duas dopl®4.3 € dada no exemplo a
sequir.

Exemplo 4.4:SejamA,; B; k; w constantes, cow 6 0 (as demais constantes podem assumir
gualquer valor). Entao,

+ +
Bser(wt) - AstB wé 0;

Ak
(4.9) L Acogwt)+ = s k)2+w2’

ou equivalentemente,

., As+B Ak+ B

sen(wt); wé O:

SoLUCAO: Basta trabalhar com a segunda formula acima, pois a mesetpiivalente a
segunda. A ideia consiste em desenvolver o primeiro meminsae as férmulas obtidas no
exemplo 4.3, bem como a linearidade da transformada inveesa:se:

L1 As+ B L2 A(s K)+( Ak+ B)
(s K2+ w2 (s Kk)2+ w2
B 1 s k 1 1
= AL ST + (Ak+ B)L 5 RZr w2
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N s k N Ak+B 4 w
B (s K2+ w2 w (s K2+ w2
h i h i
Ak+
= A eKlcogwt) + ekt'sen(wt)
Ak+ B
= ekt A cogwt)+ senwt) ;

gue é o resultado desejado.

Cabe notar que em um dos passos acima somou-se e subtfdiubsen como multiplicou-
se e dividiu-se pow. Neste Ultimo caso, para que as operacdes sejam vdidase necessario
assumir quavé 0.

[]

Observag@o 4.2:As férmulas obtidas no exemplo 4.4 podem ser usadas paisggeavalo-
res deA, B ek, mas ca restrita para valores @e que podem ser quaisquer, excets O.

Caso o leitor se depare com um problema emwze0, como observado, nao podera usar
as férmulas acima, porém podera utilizar qualquer unsaf@anulas do exemplo 4.3, que nao
tém restricao alguma para os valoresde

[]

Exemplo 4.5:Calcule a seguinte transformada inversa de Laplace
1
s+ 4s+ 13
SoLucAo: Observe-se que o denominador nao pode ser fatorado a@izas nao sao reais.
Assim, o procedimento inicial consiste em completar quimreessa expressao, isto €,
S+ 4s+ 13= £+ 4s+ 4 + 9=(s+ 2)%+ 3%

Com isto, sera poss’vel usar a formula (4.10) obtida morgo 4.4, ou seja,

., As+B +B

(s K2+ w?

Ak
L = ekt Acoqwt)+ sen(wt) ;

tomando os seguintes valores
A= 0; B=1, k= 2 e w= 3

Note-se que esta formula pdde ser usada pongue8 6 0.
Assim sendo, tem-se:

L1 1 L1 1
£+ 4s+ 13 (s+ 2)2+ 32
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=e 2 0 co{3t)+ % sen(3t)
_1 .
= ée sen(3t);

gue é o resultado desejado.

[]

Proposi¢ao 4.3 (mudanca de escalaBejaf : [0;¥)! R uma funcado admiss’vel. Entao,

1 S
(4.11) LIf(ctl= 2 F
ondeF(s) = L[f(t)].
Reciprocamente, tem-se que
1 _1.t
(4.12) L F(es]= £ f ¢

DEMONSTRACAO: Usando a de ni¢ao de transformada de Laplace e a mudimygariaveis
u= ct, de modo queux = dt, obtém-se

Zy y
L[f(ct)]= e Stf(ct)dt= lim e Stf(ct)dt
0 TV ¥ 0o
Z
1 . cT
== lim e S f(u)du
C T ¥ o
Z Z
1 . cT 1°¥
== lim e CNf)du= = e MIVf(u)du
C T ¥ o C o
1
= - F §
c c
Para a formula (4.12), basta fazer = na formula (4.11). Assim,
h i
L f - =kF(ky;

k
gue tendo a inversa aplica em ambos os membros, resulta em

t _ 1 .
f K =k L “[f(k9];

isto €,
t

L qf(k9]= = f e

=

que € a formula (4.12).

Exemplo 4.6:Use a férmula (4.11) (mudanca de escala) para mostrar que
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3

SoLUgAO: Em exemplos anteriores viu-se que

L (sert) = I+ 1
Faca
1
f(t) = sen; F(9 = 2+ 1 c=3
entao
1 S 1 S 1 1
= = : - F - =—-F — = —
f(ct) = f(3t) = sen(3t); c c 3 3 3 (=21
Assim, pela formula de mudanca de escala, obtém-se
0 1
1 1 1 1 §
L = - == -
9
0 1
_1 % 1 §_ 1 9
T3 @g2y9A7 3 2+9
9
3
- 2+9

O leitor deve observar que este exemplo visa apenas e taensontustrar o uso da pro-
priedade de mudanca de escala, uma vez que transformaeéa(@®) pode ser obtida atraves
das formulas deduzida nesta se¢cao e em sec¢des aaserior

[]

Exemplo 4.7:Dado que

sert
L —— =arctg 5

encontre
senat)

t

L

SOLUGAO: A proposicao 4.3 mostra que

L[f(ct)]= = F

Ol

Usando esta formula conF a e

5 Veja exemplo 7.2 da sec#o 1.7 para entender a validadefdestula.
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sernt 1
f(t)= — e F(s)= arctg —
t S
de modo que
sen(at 1 S 1 1 1 a
f(at) = nay e —F — =— arctg — = — arctg — -
at a a a Sa a S
obtém-se
1 t t 1 S
1 sen@) ) sena) _ gay=L g S
a at a a
_ arct a
T a 95
ou seja, mostrou-se que
1 sen(at 1
— L nay = — arctg a
a t a S
Multiplicando ambos 0s membros par obtém-se a solu¢ao do problema dado:
sen(at
L nay = arctg a
t S
[]

Proposicao 4.4:Sejaf : [0;¥) !

R uma funcao admiss’vel e periddica de per'dddsto €,
f satisfazf(t+ T) = f(t). Entao,

Zy
e SUf(t)dt
(4.13) L[f(t)]= -2 N
DEMONSTRACAO: Tem-se:
Zy
L[f()]= e Stf(t)dt

0
Z7 Z ot Z g7

= e SYf(t)dt+ e Stf(t)dt+ e SUf(t)dt+
0 T 2T

Faca as seguintes mudancas de variaveis+ T na segunda integrdl= x+ 2T naterceira
integral e assim por diante. Observ-se que em todos estesteas-salt = dt. Alem disso, por
f ser periodica de per'odb, f(x+ T) = f(x). Mas sef & peribdica de per'odd, entaof
também & periddica de per'o#d, comk 2 N, isto &,f(x+ 2T) = f(x), f(x+ 3T) = f(X) e
assim por diante (basta usar indug¢ao para mostrar o casl).ge

Deste modo, segue-se que

Z7 Z ot
L[f(t)] = € SX£(x) dx + e SO*T) £ (x+ T)dx+

31
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4 4

3T 4T
+ e SO2D f(x+ 2T)dx + e SO*3D f(x+ 3T)dx +
2T 3T
7 Z ot
= e SXf(x)dx+ e ST e SXf(x)dx+
T
Z 31 Z 4T
+e BT e Xf(x)dx+ e 3T e Xf(x)dx +
2T 3T
7
— 1+esT+623T+633T+ esxf(X)dX
0
Zy
e S*f(x)dx
= 1 e sT

onde usou-se o fato de que

1+ r+r2+r3+ =1—1r, jrj< 1;
tomando-se = e ST.
|
Exemplo 4.8:Seja (
f(t) = sern; O<t<p;
0; p<t<2p:

periodica de per'odd = 2p.

Use a formula
z edt[asen(bt) b cogbt)]

at —
e® senbt)dt = 27+ b2

para determinat [f(t)].

SoLUCAO: Pela proposicao 4.4, tem-se que
Zr
e Stf(t)dt

LITO)= 27—

Assim,

p
Z,

p p
= ———— e Sf(t)dt+ 1 1 e Stf(t)dt
0

eZpsp
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z z
1 p St 1 2p St
= — [ o —
1 e %s , e ~serntdt 1 e s , e > 0dt
z
— 1 P st
=1 e s e ~ sertdt
_ 1 e SY( ssent cost) P
"1 e 2s £+ 1 0
3 1 e PS( ssemp cosp) €% ssenO cosQ
1 e 2s £+ 1 £+ 1
1 1+e PS_ 1 1+e PS

1 e2s 2+1 1 (e ps)2 £+1
3 1 1+e PS
(1 e P)(l+e Py L+1

1 1 1
"1 ePs 2+1 (1 e PY(+1)

gue € a solugao do problema dado.

[]

O proximo resultado mostra que a funcao transformadagéakce tende para zero no in nito.

Proposi¢ao 4.5:Sejaf : [0;¥)! R uma funcdo seccionalmente cont'nua e admiss’vel. Se
F(s) = L[f(t)], entdo

(4.14) JimF(g) = 0:

DEMONSTRACAO: Comof & seccionalmente cont'nua e admiss’vel, a propogigamostrou
gue existe um namero relab 0 tal que
Zy

jF(s)j = e SUf(t)dt , s>k
0

s k
Tomando limite para! ¥, obtém-se o resultado desejado, isto &,

Slllrrgé F(s) = Ot
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1.5 Transformada de fun®es descont'nuas

No exemplo 2.7 apresentou-se uma férmula para a transfiarme Laplace da funcao de
Heaviside e que também permite determinar a transfornmaedesia, isto &, da funcao de Heav-
iside,

0; se 0 t<c
uce(t) =
1; set ¢
obtém-se
e CS 1 e CS
L[uc(t)] = e L = uc(t);
paras> 0.

O que se pretende fazer agora € escrever uma fungcao degra@s de combinacdes funcdes
de Heaviside. Por exemplo, suponha que funif@p¥) ! R seja dada naforma

% se 0 t< a
(1) = sea t<b;
§ seb t<g;

set c

Entao, o procedimento consiste em reescrévea seguinte forma
f(t) = ka[uo(t) Ua(t)]+ kalua(t) up(t)]+ ka[up(t)  uc(t)]+ Kauc(t):

O leitor podera compreender esta ideia observandoug{i ua(t) representa a funcao
constante e igual a 1 no intervalo Ot < aeigual a 0 paréd a. Analogamente, a expressao
Ua(t) up(t) @umafuncadoigualal nointervado t< be 0caso contrario. E assim por diante.
Portanto, basta multiplicar cada um destes fatores peto dal constante em cada intervalo e
somar todas as partes para diseja reescrita como combinacao de fun¢des de Heavidate
modo, a transformada de Laplace fdé facilmente determinada e sem ter que usar a de nicao
de transformada. Este procedimento sera melhor ilusaidwés do proximo exemplo.

Exemplo 5.1:Sejaf : [0;¥)! R umafungéo de nida por

1 se 0 t< 2

4: se 2 t<5;
f(t) =
E 2; se5 t< 7
3; set 7:

Pode-se reescrevérem termos de fungOes de Heaviside da seguinte maneira:
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\

Figura5.1: Gra co def.

f(t) = uo(t) u(B)]+ 4uz(t)  us(t)]+ 2[us(t) uz(t)]+ 3ur(t)

1 up(t)+ dup(t) A4us(t)+ 2us(t) 2uz(t)+ 3ur(t)

1+ 3up(t) 2us(t)+ uy(t):
Isto permite determinar a transformada de Laplacé de seguinte modo:
F(s)= L [1+3ux(t) 2us(t)+ ur(t)]

= LD+ 3 L] 2L [us(]+ L [uz(t)]

1 eZS eSs e?s
S S S S

onde usou-se a linearidade da transformada, a formulaa(1alebla conk = 1, bem como a
formula da transformada de Laplace para a funcao de kidavi

[]

A proxima etapa consiste em analisar a situacao deosigiéscont'nuas mais gerais do
que aquelas do tipo escada. Por exemplo, uma funcao desaigjue seja obtida a partir da
translacdo de uma fungao usual. Especi camente,fse[8;¥)! R uma funcao admiss’vel e
considerey: [0;¥)! R de nida por

( 0; se 0 t<g
o(t) =

f(t c); set c

Deseja-se determinar a transformada de Laplace para adgn® procedimento consiste
em reescreveg usando a funcao de Heaviside. Tem-se:
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g(t) = 0 [uo(t) uc(t)]+ f(t c)uc(t)

uc(t) f(t o):

O proximo resultado diz qual é a transformada e a inversag&uncag acima.

Proposicao 5.1 (2 translacao): Suponha qué&(s) = L[f(t)] existe pars> k 0. Entao,
sec € uma constante positiva, tem-se

(5.1) Luc(t) f(t o)]= e “°F(9); s> k:
Reciprocamente, sgt) = L 1[F(9)], entdo
(5.2) uct) ft o)=L 1 e F(9 :

DEMONSTRACAO: A demonstracao consiste em usar a de nigéo de tramsfda de Laplace
aplicadaa funcaaog(t) f(t c). Assim, fazendo a mudanca de variaueist ¢, de modo que
du= dt nos passos adiante, obtém-se
Zy

e Stuc(t) f(t o) dt
0
Z. Zy
e Sto f(t odt+ e St1 f(t c)dt
0 c
Zy Z

st — L st
e > f(t c)dt—Tllln!é 3 e > f(t c)dt

L [uc(t) f(t  c)]

ZT c
im, e WO fu)du

im e “®e SUYf(u)du
T c
=e ° lim e SUf(u)du
1'¥ o
=e ® e ®Yf(udu
0
= e “F(9); s> k:

Isto mostra (5.1). Para estabelecer (5.2), basta aplicansformada inversa em (5.1)

A proposicao 5.1 diz que a translacaofde) por uma distancia no sentido dos positivos
corresponde a multiplicacao dgs) pore °*.

Exemplo 5.2:Sejaf : [0;¥)! R uma funcao de nida pof(t) = 1. Como ja foi visto, esta
funcao é admiss’vel e sua transformada de Laplace g@afoulada no exemplo 2.5, isto €, basta
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tomark = 1 naquele exemplo para obter
1
L[f()]= . s> 0:
Agora considere a formula (5.1) da proposi¢ao 5.1,ésto ~
L [uc(t) f(t ©)]=e “°F(9); s> k:

Comof(t) = 1, tem-se que

_ _ _cs I R
L[uc(t)] = L[ut) ]=e SL()=e <=

con rmando a formula da transformada de Laplace para gdfode Heaviside e que foi obtida
no exemplo 2.7.

[]
Agora, considere uma funcgao de nida por
8
3 u(t); se 0 t<ag;

f(t)= 5 v(t); sea t<b;
©w(t); set b

Entdo, seguindo as ideias anteriores, o que se busca &awessf, de nida por varias
sentengas, através de somas de funcdes de HeavisideshEmtes, isto &,

f(t) = u(®)[uo(t) ua(®)]+ V(t)[ua(t) up(t)]+ W(t) up(t):
Exemplo 5.3:Seja

t 2p=3): arat> 2p=;
f(t) = cos( ) p

0 para 0 t< 2p=3:

Encontrel [f(t)].

SoLucAo: Observe quef pode ser reescrita através da funcao de Heaviside dansegu
forma:

f(1)= 0 up(t) Ups(t) + cos(t 20=8) Upps(t) = Ups(t) cOS(t  20=3):
Lembre-se que
L (cost) = S
£+ 1
Assim, usando a formula da segunda translacao, obéém-s

L[f(t)]= L uxp(t) cos(t 2p=3)
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el NLIF(9]= e =L (cost)

2pt=
— o W= S se ™=

L+1 L+1

[]

O proximo exemplo ilustra o emprego da férmula (5.1) de mmaaeira menos imediata do
gue aquela dos exemplos anteriores.

Exemplo 5.4:Sejaf[0;¥)! R uma funcao de nida por
(

f(t) = sert; para 0 t< p=;
sent+ cos(t P=); parat p=:

Observe-se qué é escrita como soma de duas funcgef0;¥)! Reh:[0;¥)! R,onde

(

0; ara 0 t< p=~;
g(t) = sent e h(t) = P
cos(t pP=4); parat p=:

Assim, pela linearidade da transformada de Laplace, tequeea transformada dk sera
igual a soma das transformadasgdeh. Logo, deve-se calcular estas duas transformadas. Para
g, basta usar a formula (4.2) obtida no exemplo 4.2, tom&rd® ew = 1 para encontrar

(5.3) L[g(t)] = L(sent)= g+ 1

Para a transformada de Laplacehjeeve-se reescrever esta funcao na forma
h(t)= 0 up(t) Upy(t) + cos(t  P=a) Upy(t)
= Upy(t) cos(t p=)
e usar a formula (5.1) da proposicao 5.1, ou seja,
L[h(t)] = L upy(t) cos(t pr=)

=e P L (cost)

S

£+1

onde usou-se a formula (4.2) do exerc’cio 4.2 tomandd) ew = 1 para determinar a trans-

formada de Laplace da fungcao d¢os
Portanto, usando (5.3) e (5.4), tem-se a transformada dadeagef & dada por

(5.4) =e ™

LIf(O] = LIg()+ h(t)] = L[g(t)]+ LIh(1)]
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_ 1 e S
£+1 f+1
_l+seP™

gue é o resultado desejado.

[]
Exemplo 5.5:Determine a transformada inversa de Laplace para a sedungao:
1 e 2s
F(9= —3

SOLUGAO: Usa-se a linearidade da transformada inversa para obter

1 e &
f)=L YF(g]=1L * <
1 1
- L 1 - e 2s -
& &
1 1
— 1 1 2
(5.5) =Lt g L e®g

Agora usa-se as formulas da linha 3 da tabela; sao elas:

_ 1 1
L(t—? e L

1

2 =t

Substituindo-as em (5.5) e usando a formula da segundsldg@o, encontra-se

1 1
— 1 1 2s
fo=L* 5 L'e®3

=t Lle®L

=t wt) (t 2

=t up(t) t ux(t)+ 2 ux(t)
=t [uo(t) ux(t)]+ 2 ux(t)

t; se 0 t< 2
2; set 2

gue é a resposta desejada.
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1.6 Tranformada de Laplace da derivada e da integral

Para resolver problemas envolvendo equacodes difeisnsiando a transformada de Laplace
sera necessario calcular transformadas de derivadasm®@im resultado, enunciado na forma
de lema, mostra que s&dt) & admiss'vel, entad(t) também & admiss'vel. Em seguida
apresenta-se um teorema que permite calcular a transfardealdaplace da funcao derivada.

Lema 6.1:Sejaf : [0;¥)! R uma funcao seccionalmente diferenciavel e admissstel €,
existem constantdd > 0 k> 0 tais que

jf(t)j MeK;,  para 0 x< ¥:

Entao, a integral dé(t), que & dada por
z t
g(t) = . f(x) dx

também é uma funcdo admiss’vel com a mesma condtante
Em particular, existe a transformada de Laplacg garas> k.

DEMONSTRACAO: Como, por hipotesef & admiss'vel, entapf(t)j Mek! para cons-
tantesM > 0 ek> 0. Assim,
Z t z t
jot)j = . f(x) dx . j £(x)jdx
z z

t t
Mek*dx=M eK¥dx
0

0

Observe-se que, conko> 0 e 0 x t, entdoek! 1 (de fato, o expoente & n&o negativo,
de modo que a exponencial & uma funcao crescente, seedo menor valor que 0 expoente
pode assumir & 0). Assim, encerra-se a demonstracaondo le

Teorema 6.1 (transformada da derivada)Sejaf : (0;¥)! R uma fun¢do cont'nua com
fqt) seccionalmente cont'nua em qualquer intervalotd T. Além disso, suponha quigt)
e fqt) sao funcdes admiss’veis. Entao, existe a transfoardad_aplace déqt) e

(6.1) L f4t) =sL[f(t)] f(0); s>k
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DEMONSTRACAO: Considere a integral
Z7

e Sfqt) dt;
0

cujo limite paral | ¥, se existir, sera a transformada de Laplacéte
Para calcular este limite sera preciso escrever a integrahaneira adequada. $Btiver

Assim, a integral acima pode ser escrita na forma
Z Zy zy, Z+
e 4ty dt= e Sfqt)dt+ e SfY)dt+ + e Sfqp)dt
0 0

t]_ tn

Agora realiza-se integragao por partes em cada termogdmde membro acima, fazendo

(
u=-e St ) du= se Sidt;
dv= fqt)dt; v= f(t):
Tem-se:
n 2 3
Z7 booZy # bz,
e SUfqt)dt= e Stf(t) +s e Stf(t)dt +4e S'f(t) +s e Sf(t)dtd+
0 0 0 ty ty
2 3

T oz,
+ +4e SHf(t) +s e Stf(t)dtd
tn
th

2 t1 to T 3

=4e S'f(t) +e SUf() + +e SHf(t) O
0 t1 th
z z Z;

t t

+s e Sfdt+ e Sftydt+ + e Sf(t)dt
0 ty th

h

= e Stf(y) f(0) + e Sef(t) e Sif(ty) +
i Zq
+ e STf(T) e Shf(t,) +s e Sf(t)dt
0
Z7
f(O)+ e STF(T)+s e Sf(t)dt
0

Z7
s e Stf(t)dt+e STH(T) f(0):
0

Antes de prosseguir, observa-se que os terendsf (t1) se cancelam para tode 1;:::;n,
restando apenaq0) ee ST. Ja a soma das integrais evidenciadas representam aairdegd
atéT, quando se usa a propriedade de aditividade para integrais.
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O préximo passo consiste em tomar limite p&r ¥ na Gltima expressao obtida. Observe
que o limite pard ! ¥ na integral do primeiro membro converge pafa{t)] = Fqs). Assim,
Z

.
Fe9) = L[fq)] = lim e S'fqt)dt
T ¥ ¢
Zy
= lim s e Sf(t)dt+e STf(T) f(0)
Th¥Y
Z7
— ; st ; sT ;
_STI'mg . e > f(t)dt+ TImée f(T) Tlmg f(0)
=sk(s) f(0);
pois Z .
H st — . H - .
lim € fRdt=F(9; e lim £(0)= f(0):
Além disso,

; sT — N
Tlmg e > f(T)=0;

mas & preciso justi car corretamente.claro qguef(T) &€ uma constante e que a exponencial
acima tende para zero quantid ¥ . Porém o limite acima & tomado para qualqgtier 0, de
modo que, sé(T) cresce rapidamente quand@umenta, o limite poderia nao ser igual a zero.

Por outro lado, assumiu-se como hipotese figeuma fungao admiss’vel. Isto signi ca que
existem constantds M > 0 tais que

jf(t)j MeK;  paratodd > O:
Assim, paral M, tem-se qu¢f(T)j MekT. Logo,
e STH(T) = e °T jf(T)] Me °TeT=Me W

A Gltima expressao tende a zero quaddb ¥, sempre qus> k. Portanto, pela desigual-
dade acimae STf(T)! Oquandor ! ¥.

Corolario 6.1 (transformada da integral): Sejamf(0;¥)! R uma funcao admiss’vel e
Z t
gt)=  f(x)dx
0

a sua integral.
Entao,
Z t

(6.2) L f(9dx = %L[f(t)]z R

S
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Reciprocamente,
Z t

L1 FO f(x) dx
S 0

(6.3)
DEMONSTRACAO: Como f & admiss’vel, o lema 6.1 mostrou ggigambém & uma fungao
admiss’vel. Alem disso, segue do teorema fundamentaladou®, aplicado a expressao que
de ne g, queg®= f. Assim, por serf uma funcao admiss'vel e igualg segue-se que esta
(ltima também & uma func¢ao admiss’vel. Logo faz sengiplicar o teorema 6.1 a funcgp

Deste modo, tem-se

LIf®]=L g¥t) =sLg®] g(0)= sL[g(t)];

pois, pela de nicao dg, g(0) = O.
Portanto, 7

L fdx = St
0 S

S
isto mostra (6.2).

Para demonstrar a rec’proca, faca
Z t
g(t) = f(x)dx
0

Logog é derivavel gf{t) = f(t) pelo teorema fundamental do Calculo. Alem disso, segue-s
da de ni¢ao deg queg(0) = 0. Aplicando o teorema 6.1 a funcgpencontra-se

F(9) = LIf(H)] = LIgt)]
=sLg(t)] 9(0)

= sL{g(t)]:
Portanto,
FO=stionl ) = L[gw:
Aplicando a inversa em ambos 0s membros na Gltima igua)dédem-se
Z t

LT s g rax
0

0 que demonstra (6.3).

Corolario 6.2: Sejaf :[0;¥)! R uma funcao de nida pof(t) = t"ekt. Ento,

n!

(64) L tnekt =
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e

n!

DEMONSTRACAO: Derivandof, obtém-se
fqt) = nt" Lekt+ kthekt:

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros aimsando a sua linea-
ridade, encontra-se

L nt" Tekl+ ktek!

L Q1)
(6.6) =nL t" lekt +kL thekt

Por outro lado, aplicando o teorema 6.1 a fun¢§mbtém-se

L fqt) =sL[f(t)] f O
= sL tnekt On ekO
(6.7) =sL thekt

Os primeiros membros de (4.6) e (4.7) sao iguais, logmggrais seus segundos membros.
Assim,
sL thek! =nL t" lek! +kL thek! ;

ou ainda,
(s KL thekt =nL t" lekt ;

gue resulta em

n

A Gltima expressao obtida &€ uma férmula de recorréaajae pode ser aplicada sucessiva-
mente para determinar a formula indicada no enunciade @gsmplo. Tem-se:

n
L tnekt - s kl— tn 1ekt

=]
=]
=

(7))
=~
mw|lS>S nw|3>S u
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~nn 1) (n 2 21 Kt
) (s Wn - e
n! 1 n!

"5 W' s k(s W¥L

s>k

onde usou-se o fato 1

L ekt =
s k

' s> k;

gue foi obtido no exemplo 2.6.
A férmula (6.5) € obtida ao aplicar-se a transformadarsea formula (6.4).

Corolario 6.3 (transformada da derivada segunda)Sejaf : (0;¥)! R uma funcao duas
vezes derivavel comi?t) admiss’vel. Entao,

(6.8) L %) = LL[ft)] sfo" 00" ; s>k

DEMONSTRACAO: Com as hipoteses dadas, basta trd€aor f%%ho teorema 6.1 duas vezes
para obter

L %) =L f4) =sL fqt) f O

ssL[f(t)] f 0" f O

SL[f(t)] sfo" 90 ;
gue é o resultado desejado.

Corolario 6.4: Sejaf : (0;¥)! R uma funcid vezes derivavel corh® admiss’vel. Ent&o,
h i
L f0@) =sKL[ft)] sk 1f of sk 1i9¢* sfk 2 ot kD o .

paras> k.

DEMONSTRACAO: Basta usar os procedimentos adotados na demonstrag@walario 6.3
e usar inducao erk

Exemplo 6.1:Mostre que
Z t

2
L sen2x)dx =
0

s(s?+ 4)
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SoLucAo: Facaf(t) = sen(2t). Pelaformula (2.7), com= 2, do exemplo 2.8, tem-se que
2
L+ 4
Assim, usando a formula (6.2) do corolario 6.1, cbft) = sen(2t), obtém-se
VA t
L f(x) dx
0

L[f(1)] = Lsen(2n)] =

F(ss 1
— =3 L)

S

gue é o resultado desejado.

Exemplo 6.2:Determine a seguinte transformada inversa de Laplace
1 S
(s k2
SoLucAo: Novamente, ndo existe uma formula para uma aplicag&tad Sera preciso de-
senvolver a expressao para a funcao que foi dada. Tem-se:

1 1 s k_ s k _ s k
s k s ks k (s K2 (s K2 (s K2

isto e,
S 1 1
= + k
(s K2 s k (s k)2
As duas expressdes no segundo membro acima tém formsgasnediato: a inversa da
formula (2.5) do exemplo 2.6 e a formula (6.5) do coral&i2, respectivamente, sendo que
nesta Gltima deve-se tomar 1. Sdo elas:

n!
LI — =e e L1 = t" ekt

s K (s K1

Deste modo, usando os procedimentos anteriores e a lindardh inversa, encontra-se

1 S _ 1 1 1
> =L + K
(s k)? s k (s k)2
1 1
=Lt — +k !t
s Kk (s K2

|
[¢)
X
~
=~
—
+
[
N—r
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gue é o resultado desejado.

[]
Proposicao 6.1 (valor inicial): Sejaf : [0;¥)! R uma funcao diferenciavel corif{t) ad-
miss’vel. Se existirem os limites
t!|II‘EI+ f(t) e S'J”Q[SF(S)]?
entao

(6.9) Jim £(6)= lim [SF(S)]:

DEMONSTRACAO: Pelo teorema 6.1, tem-se

(6.10) L fYt) =sL[f(t)] f 0" =sF( f O :
Comof{qt) é diferenciavel e admiss’vel, entzo
Zy
(6.11) lim e S'fqt)dt= O
st ¥ o

Tomando-se limite pars! ¥ em (6.10), supondo quigt) & cont'nua emh= 0, encontra-se

0= lm sKs f 0 ) lim [sF(9)= f 0" = lim f(t):

Proposiciio 6.2 (valor nal): Sejaf : [0;¥)! R uma funcao diferenciavel corff{t) ad-
miss’vel. Se existirem os limites

tI!ingé f(t) e S!!irr(l) [sF(9)];

entao
(6.12) “th f(t)= Isgrrg)[s F(9)]:
DEMONSTRACAO: Pelo teorema 6.1, tem-se que
Zy
(6.13) L %) = e S'fqt)dt=sF(s) f 0" :
0

O limite no membro esquerdo de (6.13), quasdio 0, &

4 4 4

¥ ¥ T
lim e SYfqt)dt=  fqt)dt= lim  fYt)dt
st 00 0 T ¥ 0o
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= lim [f(T) (0]

= thlﬂ;lé [f(t) f(0)]:

O limite do lado direito de (6.13), quandd 0, é
lim[sF(s)] f(0):
st 0

Assim,
tI!irrgé f(t) f(0)= SI!irrgé [sF(s)] f(0);

ou, como requerido,
tlllrrgé f(t) = gn})[sF(s)]:

1.7 Derivada e integral da transformada de Laplace

Uma integral de nida 7

b
f(t;9) dt
a

de uma funcao cont’'nu&(t;s) tem um valor que depende da escolhasdBortanto, pode-se
escrever zZ,

j (9= f(t;9) dt:

A expressao acima & chamadafdecao de nida por integralQuando uma fungao de nida
por integral puder ser representada em termos de fun¢@eemtares, ela se transforma em
uma simples fung¢ao dada explicitamente em termos de uriével Por outro lado, em geral,
nao é poss’vel representar uma funcao de nida pogiaieatravés de funcdes elementares. Em
tais casos, a funcao nao deixa de ser bem de nida. Logsdatido perguntar sobre a derivada
de funcgdes de nidas desta maneira.

Lema 7.1 (regra de Leibniz):SejamR=[a;b] [c;d] R?um retangulo fechado®uma
regiao aberta contend® Consideref : W! R uma funcao cont'nua e que possui uma derivada
Tf=gs cont'nua enmV. Entao, para todb2 (c;d) vale a igualdade

d ‘b Zb g

as 4 f(t;9dt= R %(t;s)dt:

DEMONSTRACAO: De nag:[c;d]! R por
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Zy
i
= —(t: t:
a(s) ) ﬂs( ;9)d

Usar-se-a o seguinte teorema (de FutfirejaR=[x¢; o] [y1; o] €u:R! R umafuncio
cont’nua. Entao, 7z

Y2
v(s) = u(x;y) dy; a x b;
Y1
sera uma func¢ao cont’nua na variaxeAlem disso, a integral dé sobreR pode ser determinada
através de integrais iteradas, ou seja,
zZ Zy, Z,y, Zy, Z,,
f(xy) dxdy= f(xy)dy dx= f(xy)dx dy.
R X1 Y1 Y1 X1
Assim, comoff=gs & cont’nua por hipbtese, segue do teorema de Fubing(glee uma
funcao contnua para s d. E comog € cont’nua enjc;d], entao ela é integravel neste

intervalo. Logo,
J Z g Zd Zbgg
g(s)ds= —(t;9dt ds
c c a s

Assim, usando novamente o teorema de Fubini, tem-se qussévpbinverter a ordem dos
limites de integracao. Portanto,

Z 4 Zd Zbgs
g(s)ds= —(t;9 dt ds=( Fubini)
c c a Ts
Zb Zdgg Zp d
= " t;9ds dt=  [f(t:9] dt
a c s a c
Z
= [f(t;d) f(t;c)]dt
a
Zy Zy

f(t;d) dt f(t;c) dt
a a

j(d) Jj(o);
ondej & de nida por 7
b
j (9= f(t;s) dt:
a

Trocandad pors, de modo que < s< d, pode-se escrever
z

TCIICE ng(x)dx

Agora é poss’vel derivar ambos os membros em relagdassim, pelo teorema fundamental
do Calculo, tem-se que
. Zb gt
JW=99= (t9dt

a Ts

6 \eja a referéncia[1] ou [27] para uma demonstracao.



50 1 Transformada de Laplace

demonstrando, portanto, a regra de Leibniz.

Proposicao 7.1 (multiplicagdo port"): Sejaf : [0;¥)! R uma funcao admiss’vel. Entao,

(7.1) L[t (0] = ( 1)”3—;F(s):( 1)"F(9):
Reciprocamente,
h i n
(7.2) Lt FWE =L 1? %F(s) =( D"t"f(t):

DEMONSTRACAO: Comof & admiss’vel, sua transformada de Laplace esta bemdeaé
dada por 7

F(s) = O¥ e Stf(t)dt:

Usando a regra de Leibniz para diferenciacao sob o sinatelgracdo, obtém-se

Z
d_ . d“¥
gFO= 5o e ot

Fs
Zy ¢

fs
Zy
te Stf(t)dt
Zy
e St f(t)]dt
0

e SUf(t) dt

L[t f(1)]:

Mostrou-se que

(73) LIfml= SFE= Fi9;

isto &, que o resultado & valido para 1.
Para o caso geral aplica-se indugcao matematica. Supprehaformula (7.1) seja verdadeira
paran = Kk, isto &, assuma que
Zy h [
(7.4) € St tkt(t) dt=( 1)*F®(9):

Entéo, d h

¥ i
dis e st tkft) dt=( D*FK+D(y);

ou pela regra de Leibniz,
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Zy h i
e SLt i) dt=( 1)*FD(s);
0

isto &,
Zy h i
(7.5) e t i) di=( DFIRKED(y):

Segue-se que, se (7.4) € verdadeiro, isto €, se a formulage veri ca paran = k, entao
(7.5) & verdadeiro, ou seja, o resultado se veri ca pexak+ 1. Mas por (7.3) a formula (7.1)
é verdadeira para= 1. Logo ela & verdadeira pana= 1+ 1= 2, paran= 2+ 1= 3, etc. E,
assim, ela € verdadeira para todos os valoresrodural.

A férmula (7.3) € obtida ao aplicar-se a transformadarse@a formula (7.2).

Corolario 7.1 (divisdo port): Sejaf : [0;¥)! R uma fungao admiss’vel. Denokgs) =
L[F(9)]. Entao,

z
f(t ¥
(7.6) L m = F(u)duy;
t s
desde que exista o limite
. (1)
lim —=
tt o t
Reciprocamente,
Zy
(7.7) L' F(udu = Q
S

DEMONSTRACAO: Sejag(t) = f(=. Assim, f(t) = tg(t). Tomando a transformada de
Laplace em ambos os membros da Ultima igualdade e usaraonal& (7.2) da proposi¢ao
7.1, tomandam = 1, obtém-se

F(s)= LIf(O] = LItg(] = dESL[g(t)]: &Y9);

ou seja,
F(9= GY9 ) G9= F(9:
Assim, integrando ambos os membros na (ltima igualdadentra-se
Z Zy
(7.8) G(9) = F(u)du= F(u)du;
¥

isto &, Zy
L[G(9)] = F(u)du ) L

Zy
= F(uydu:

S

£(t)
Tt

Observe-se que em (7.8) escolheu-se a “constante de icéeJide tal modo que
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I!ingé G(s=0
Exemplo 7.1:Determine
L te? e L t%e?
SoLucAo: Recorde, primeiro, que
1
L e =—— ., s>k
s k
Assim, par&k = 2, tem-se que
1
L e? = —
s 2
Usando a formula da proposicao 7.1 (multiplicacaotfBprobtém-se
d 1 1
L te® = — — = __——_:
ds 2 (s 22
2 1 2
L t?e® = —

d2 s 2 (s 23

Exemplo 7.2:Mostre que

SoLucAo: Pela formula (2.10) do exemplo 2.9, tem-se que

S
L [COE(Wt)] = w ) s> 0:

Pela férmula (7.2) da proposicao 7.1, tomando 2, segue-se que
L t2f(t) = F%s);
que ao fazef (t) = cogwt), resulta em
d? d? S

2 — —
Lt COE(Wt) = @F(S)— @ m

1 Transformada de Laplace
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#
d 1 £+w? s(29

ds (2 + w2)?

#

d S+w

ds (2+w?)’

25 L+w2°  L+wl 4s 2+ w
(+wd)*

S+wW 25 L+wW 4s S+ wW
(2+ )"

253 2wls+ 4s®  4ws

(2+ W)

283 6wW?s

(2+ w)?

gue é o resultado desejado.

Exemplo 7.3:Determine a seguinte transformada inversa de Laplace
!
1 3s+ 6

(P + 4s+ 13)°
SoLucAo: O leitor atento notara que nao existe uma formula pateamgiio imediata a

funcao dada. Neste caso, sera necessario usar a 8(ma), comn = 1, da proposicao 7.1,
para a derivada de(s). Observe, primeiro, que

d 1 0 S+4s+13 1 (2s+4)
ds S+4s+13 (P+ 4s+ 13)°
2(s+ 2)

(S + ds+ 13)2

A expressao obtida ainda nao é igual a fun¢gs) dada, porém ela difere por uma con-
stante. O proximo passo consiste em multiplicar ambos @sbres acima por uma constante
conveniente, no caso, multiplicar po¥=. Tem-se:

3.d 1 _ 3 2(s+ 2)
2 ds £+4s+13 2 (2+ 4s+ 137
+
30 ke

) (R+ 4s+ 13)2
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A proxima etapa consiste em aplicar a formula (7.1) (qaéemula 25 da tabela) come 1,
isto &, h i
LY (YR =t" f() ) Fl9 =t f(1);
ondef(t)= L [F(9)].

Antes, observe-se qudt) ja foi obtida no exemplo 4.4. Assim,

!
L1 3s+ 6 _3 d 1
(S + ds+ 13)2 2 ds s+ 4s+ 13

[féormula (7.3) da proposicao 7.1]

3
5t O

(resultado do exemplo 4.4)

3t 1 o,
= = -e“sen3t) ;
> 3 n(3t)
U 2
= - e sen(3t);
2
gue é o resultado desejado.
[]
Exemplo 7.4:Mostre que
L — = arctg -
SoLugAo: Recorde que
sent
L (sern) = e lim — = 1
(sert) £+ 1 tt o t
Logo & poss’vel aplicar o corolario 7.1 (divisao pprAssim,
L sert —Z¥L sert du—Z¥ S arct 1
t - s t - s U2+ 1_ 9 S
[]
Exemplo 7.5:Encontre 7
t seru
L —d
o u
SoLugAo: Faga
sent

f(t)= < e F(s)= L[f(t)]:
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Pelo exemplo 7.4, tem-se que
sent 1
F(9=1L < = arctg S

Alem disso, pelo corolario 6.1 da se¢ao anterior, tengtse

ondeF(s) = L[f(t)].
Assim, usando a formula acima do citado corolario, obgEm

Z t
nx F 1 1
L &dx = ﬁ: — arctg -
0 X S S S
[]
Exemplo 7.6:Mostre que 7 7
¥ f(t) ¥
—=dt= F(u)du;
o t 0

gue que as duas integrais acima sejam convergentes. Endagguastre que

SoLucAO: Pelo corolario 7.1 (divisdo paj), tem-se

Zy
L m = F(uydu:
t s
desde que exista o limite
. f(b)
lim —=
tt o t

Entdo tomando limite pait 0", onde assume-se a hipotese de convergéncias das iategrai
segue-se imediatamente que 2
¥

o t

Agora facaf (t) = sert. Pela féormula 6 da tabela, segue-se que

Zy
dt= F(u)du;
0

F(s)= L(semn)=

£+ 1

Portanto, pela formula que se demonstrou acima e pelo dgefr obtém-se

Zy du
u+ 1

Zy z

sert ¥

Tdt: F(u)du=
0

0



56 1 Transformada de Laplace

Z; .

= lim arct
Tl ¥ o 0

lim
TIY o ué+1

Tlmg (arctgT arctgQ= Tlmg arctgl

p
2

1.8 Problemas de valores iniciais

No nal deste texto foi inserida uma tabela contendo os ppiais resultados obtidos e que
podera ser utilizada pelo leitor para resolver problenmnasqos. Assim, nesta se¢ao serao apre-
sentados varios exemplos que mostram como resolver Rvdblemas de valores iniciais)
usando a transformada de Laplace.

Exemplo 8.1:Resolva o seguinte P.V.I.

8
3y%y=t
8W®=L
“YWo= 2

SoLucAo: Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membragida#o diferen-
cial dada, obtém-se uma equacao algébric¥ &n= L[y(t)]. Tem-se:

L y%y = L(t):
Usando a férmula (2) da tabela canmx 1 no segundo membro e a linearidade da trasnfor-
mada, obtém-se

LyrLy)=

Agora aplica-se formula (24) para a transformada de Lagdacderivada segunda para obter
SY() sy0) Y0+ Y(9= 8—12
Com o uso das condi¢des iniciais fornecidas no problencgréra-se
LY sl ( 2+ Y(9= é

ou seja,
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1
S+1Y()=s 2+ =1
gue resolvida implica na seguinte solugcao

s 2 N 1
f+1 F(+ 1)

(8.1) Y(s) =

A proxima etapa consiste em inverter a transformada pacangrar a solucag(t). O
primeiro quociente no segundo membro acima pode ser tratalliretamente com o uso da
formula (8) da tabela, mas o segundo quociente precisasendolvido antes para que se possa
aplicar formulas da tabela (nao existe uma de aplicdg@ta).

Como o segundo quociente em um produto no denominadog erd@&senvolvimento usara
o0 método de decomposicao em fracdes parciais. Tem-se:

1 Ast+ B Cs+D
8.2) gE+1) &£ F+1
Assim,
1 (As+B) &+ 1 + (Cs+ D)
P(2+ 1) P (+ 1)
_ (A+C)S+(B+ D)S’+ As+ B
- £(£+1)
ou ainda,

0:83+ 0:5+ 0:s+ 1= ( A+ C)S>+(B+ D)+ As+ B:

Pela igualdade entre dois polindbmios, segue-se que

8

§A+C:O
B+D=0
A=0
B=1

A solucgao deste sistema linear € simples, obtendo diextéeA= 0 eB= 1, que substitu'dos
nas duas primeiras equacoes resultanCem0 eD = 1. Agora substitui-se estes valores em
(8.2) para obter

_+r 11
P(P+1) £ L+1
Com a substituicao de (8.3) em (8.1), obtém-se

S 2+ 1
£+1 £(£+1)

s 2 1 1

+1 £ £+1

(8.3)

Y(s) =
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1 .S 3
- SZ SZ+ 12
ComY/(s) escrito na forma acima, basta aplicar a formula 2 da talmetenc= 1 e a formula

8comA=1,B= 3,k=0ew= 1, bem como a linearidade da transformada inversa, para
encontrar

1 s 3
_ 1 _ 1
yo=L YEl=L ' S5+ o
1 s 3
_ 1 1
Lt oa

. 1
t+e% 1 coqlit)+ 0 3ser(1:t)

=t+cogd 3sert;

que € a solugao do problema proposto.

Exemplo 8.2:Resolva o seguinte problema de valores iniciais:

8
3 V%% 4%+ 5y=e 3'cog;
8W®=Z
Yo = 1
SoLucAo: O método € o mesmo que foi usado no exemplo anterior:amitransformada

de Laplace em ambos os membros, sua linearidade, as oesdig"contorno e desenvolver o
problema até obter uma solug¢ao para a equacao atgébem-se:

L y'% 4%+ 5y =L e 3cos ;
isto &,
L yO+4L YWY +5L(y)=L e 3cot :

Em seguida, aplica-se as formulas 23 e 24 da tabela no pamm&mbro acima, bem como
a formula 7 no segundo membro, cktm 3 ew= 1, para escrever

s+ 3
SY(9 sY0) YX0) +4[sY(9 y(O)]+ 5Y(9= s+ 32+ 1
Usando as condi¢8es iniciais informadas, obtém-se
s+ 3
SY(9 2s 1 +4[sY(s) 2]+5Y(9= 5+ 32+ 1

ou ainda,
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s+ 3
+4s+5 Y(9) = 25+ 9+ ——————
S+ 4s+5 Y(5)= 25+ 9 Grae i
gue resolvida implica em
2s+ 9 s+ 3

Y= grs+s" ($+ 4s+ B)[(s+ 3)2+ 1]

A expressac? + 4s+ 5, por n&o possuir ra’zes reais, deve ser reescrita ctanple-se o
guadrado. Assim,

(8.4) S+ 4s+ 5= P+ 4s+4 + 1=(s+2)%+ 1%
Deste modo,
2s+ +
(8.5) (= 29 s+ 3

+
(s+2)2+ 12 [(s+ 2)2+ 1[(s+ 3)2+ 17]
Ja o segundo termo no segundo membro de (8.5) deve ser desgmatravés do método de
decomposicao em fracOes parciais. Portanto,

s+ 3 _ s+ 3
[(s+ 2)2+ 17][(s+ 3)2+ 12] (P + 4s+ 5)(P+ 65+ 10)

de modo que
s+ 3 _ Ast+B N Cs+ D
(P + 4s+ 5)(2+ 65+ 10) P+ 4s+5 2+ 6s+ 10

_ (As+ B) $?+ 6s+ 10 +(Cs+ D) S?+ 4s+ 5
B (P + 4s+ 5)(s2+ 65+ 10) ’

donde segue que
s+ 3= (A+ C)S*+(6A+ B+ 4C+ D)2+ ( 10A+ 6B+ 5C+ 4D) s+ ( 10B+ 5D):

Assim, pela igualdade entre polindmios,
8
% A+C=0

6A+ B+ 4C+ D=0
10A+ 6B+ 5C+ 4D =1
- 10B+5D =3
€ um sistema que deve ser resolvido.
Segue-se da primeira e quarta equacgdes que

1
(8.6) C= A e D=3SOB,

que substitu’das nas segunda e terceira equacdesaresul
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8

2 6A+ B 4A+ 3 108 =0
” 10A+ 6B BA+ 12 4B _
ou ainda, 3 3 3
2 2A B+§=O < 10A 5B+3=0
S 12 ) .
- 5A 2B+ 3 =1 - 25A 10B+ 12=5;

Multiplicando a primeira equacao do Gltimo sistema pd& e somando com a segunda,
encontra-se L

5A+6=5 ) A= 5

Substituindo o valor dé& que foi encontrado na primeira equac¢ao do Ultimo sistertem-

se

1 1
10 - 5BB+3=0 B= -
5 ) 5
Agora substitui-se os valores e B em (8.6) para encontrar
1 1
C=— e D= —
5 5
Em seguida, aplica-se os valores par8, C e D nas fragcdes parciais para escrever
leg 1 leg 1
s+ 3 _ 55§ £S+ £
[(s+ 2)2+ 12][(s+ 3)?+ 1?2] <+ 4s+5 <+ 6s+ 10
leg 1 lay 1
_ 55t 5 5S*t 5
(s+ 22+ 12 (s+ 3)2+ 12
1 s 1 1 s+ 1

®.7) S 5 (v 2% 5 (sr 32 T2

O proximo passo consiste em substituir (8.7) em (8.5) psreeeer

2s+ 9 N s+ 3
(s+ 22+ 12 [(s+ 22+ 1[(s+ 32+ 17]
B 2s+ 9 1 s 1 N 1 s+1
T (s+2)2+12 5 (s+2)2+12 5 (s+3)2+12
1 10s+45 1 s 1 1 s+1
_ _ + =
5 (s+2)2+12 5 (s+2)2+12 5 (s+3)2+12

1 O9s+ 46 1 s+1
_ + —
5 (s+2)2+12 5 (s+3)2+12

Y(9) =

(8.8) =

Para nalizar, deve-se aplicar a linearidade da transfdiariaversa, bem como a formula 8
da tabela nos dois quocientes em (8.8), primeiro tomandoatadbrmula
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A=09; B = 46 k= 2 e w= 1,
depois tomando
A= 1; B=1, k= 3 e w= 1,

ou seja, na ordem em que aparecem os dois quocientes no segantbro em (8.8).
Portanto,

1 O9s+ 46 1 s+1
- 1 — 1 - Yo - 90
y =L YeEl=L 5 (s+ 2)2+ 12 "5 (s+ 3)2+ 12

1 9s+ 46 1 1 s+1
= _— L - = 4+ = e
5 (s+ 22+12 5 (s+ 3)2+ 12

( 2+ 4
= e 2 9:coqlLt)+ Ll)esser(l:t) +

e 3 licoqlit)+ WSerﬂ:t)

gl =

1

1
=z e 2(9cog + 28sert) + ze A(cost 2sert);

gue € a solugao do problema dado.

Exemplo 8.3:Resolva o seguinte P.V.I.

8 (
1; se 5 t< 20
2 2%y 2y
0; se0 t<5 et 20

y(0) = 0
- yWO0)= 0

SoLUCAO: Sera necessario aplicar a transformada de Laplace ermsansbmembros para

determinar a solucao do problema proposto. Antes, éeroerite calcular a transformada da
funcao que aparece no segundo membro da equacao, isto &

1 se 5 t< 20
o; se0 t<5 et 20

f(t) =

Para isso, escreve-$através de combinac¢des de fun¢des de Heaviside dmsegoodo:

£(t)

0 [uo(t) us()]+ 1 [us(t) uzo(t)]+ O uzo(t)
Us(t)  Upo(t):

Portanto, a transformada pafré& dada por
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LIf()]= L[us(t) uzo()]= L[us(t)] L[uxo(t)]

5s 20s

e e

s s
Observe-se que a equacao pode ser escrita na forma

2% %+ 2y= 10

Agora aplica-se a transformada de Laplace em ambos 0s mgni@m como todas as suas
propriedades associadas, para obter

L 2y%% yo+ 2y = L[f(1)];

gue pela linearidade da transformada implica em

2L yO+L Yy +2 L(y)= LIFO]

ou ainda,
e 55 @ 20

2 Y(9) sy0) yX0) +[sY(9) y(0)]+ 2Y(s) =

S S
Em seguida, usa-se as condic¢des iniciais fornecidasumceado do problema para obter

e 55 @ 20s
2 $Y(s) s O 0 +[sY(s O]+ 2Y(s= =
gue resulta em
e 55 g 20s
282Y(s)+ sY(9)+ 2Y(s) = =
ou seja
e 55 @ 20s

29+ s+ 2 Y(9) = .

Resolvendo a equacao algébrica acima, encontra-se

1 1
8.9 Y(9=e > —— e __ =
(8.9) (5 S(282+ s+ 2) s(282+ s+ 2)

A prbxima etapa é determinar a transformada inversa, mas gera necessario usar decom-
posicao em fracOes parciais no quociente que apare¢8.8inTem-se:
1 _ A+ Bs+ C
S(2+s+2) s 22+ s+ 2
A 25+ s+ 2 +(Bs+ C)s
s(282+ s+ 2)

_ (2A+ B)+(A+ C)s+ 2A
B s(22+ s+ 2) ’

donde segue que
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0 £+ 0 s+ 1=(2A+ B)S+( A+ C)s+ 2A;

gue pela igualdade entre polindbmios se obtém o seguistEnsa

8
§2A+ B=0;

A+C=0;

2
- 2A=1:

O sistema acima & simples de resolver e implica ha seguwhtezo:

1 1
A= —; B= 1 e C= =
2 2

Portanto, tem-se que
1 _ A+ Bs+ C
s(2+s+2) s 282+ sS+2
= s =
B
S 22+ s+2
S+ 1=
2%+ s+ 2
h St2 i
2 (s+ =02+ Ty 2
" #
1 s+ =
S (s+ )2+ 1y

NIk NI

1
E
1
s

(8.10) =

2

NI =

onde completou-se o0 quadrado da seguinte maneira

2P+ s+2=2 sz+§+1

s 1 15
=2 + —+ -
2 16 16
2
1 2 pﬁs! 2>
=24 s+=- + = O
T2 4
Substituindo (8.10) em (8.9), obtém-se
1 1
Y - Bs 20s
(9=e S(28%+ s+ 2) © s(2s2+ s+ 2)
" # "
_ess} 1 s+ =2 ezos} 1 s+ =2
= P__ 2
2 s (s+ ]:4)2+ 154 2 s

(s+ 1=)2+ T

2

#

63
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1 s 1 1 o S+ =
=€ 3 3¢ S
2 s 2 (s+ 1=4)%+ 15y
1 1 1 s+ =
T e 20s T o 20 S
2 s 2 (s+ 1=0)%+ 15y
( " p__ ! p__ ¥
1 e 1 s o 15 1 15
=—-e L(1 - e L e cos t + p=—=sen ——t
2 (1) 2 4 r’1589 4
1 1 CL Pl Pig )
20s 20s =
e LD+ = e L e Ccos t +p—sen —t
2 (1) 2 4 Y15 4

onde usou-se a formula 8 da tabela em um dos passos acinemdoA= 1,B= =2, k= 1=
ews= Ty,
Agora deve-se usar a seguinte formula para transformadzaaplace para funcdes des-
cont’nuas:
L 1 e SSF() = uft) f(t o:
Assim, tomando a inversa em ambos os membros acima e usandgeopriedade de lin-
earidade, obtém-se

Y= 5 us(t) 1

" p__ ! p__ I#
1 — 15 1 15
- t (t 5= _—- t + — -
> us(t) e cos ) (t 5 pEsen ) (t 5
1
5 t) 1+
5 Uzo(t) " | ,
P : P :
1 — 15 1 15
+ 2 Ug(t) e ¢ 2 —(t 20) +p—
> uxo(t) e cos ) ( 0) r,155en ) (t 20
Fazendo " I o I
(t)= 11 e™ cos IDl_5t + IDlSsen IDlSt
WwW=3 2 4 15 4

a expressao pasdt) pode ser simpli cada na seguinte forma
y(t) = us(t) g(t 5) + uxo(t) gt 20);

gue é o resultado desejado.

Exemplo 8.4:Resolva o seguinte PVI:
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8 8
%O, 0 t<5;
yO y = g, 5 t< 10;
§ 5
t 10
%wm—
y(0)=0
SoLugAo: A fungaof dada por
8
%O; 0 t<5;
f(t) = g 5 t< 10
3 9
-1 t 10

pode ser reescrita da seguinte forma:

(=0 [ O]+ 5> () o]+ 1 Usolt)

t 5 t

= us(t) ?5 Ugo(t) + Ugo(t):

O objetivo & usar a formula (5.1) da proposicao 5.1,eue ~

(8.11) =

L [uc(t) f(t ol=e ®F(s); s>k

ondeuc(t) € a funcao de HeavisideFe(s) = L[f(t)]. Mas observe que o terceiro termo no
altimo membro de (8.11) nao se encontra em conformidade paiso da formula citada; é
preciso manipular para que a mesma seja usado. Assim,

f(t) = %5 us(t) %3 Uzo(t) + Uao(t)
:é (t 5) us(t) % (t 5) ug(t)+ ugo(t)
= é (t 5 us(t) é [(t 5 5)+ 5] uge(t)+ uao(t)
= é (t 5) us(t) é [(t 100+ 5] ugo(t) + uao(t)
=2 9wl g 10 ul) )+ o)
:é (t 5) us(t) é (t 10) uge(t);

onde usou-se a técnica de somar e subtrair o mesmo niméogm um dos passos acima,
bem como a operacao distributiva para a fungggt).
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Agora aplica-se a transformada de Laplace em ambos os merdbaraltima expressao
obtida, bem como a férmula ja indicada. Tem-se:

LIFOI= L g (€ 9 w® ¢ (¢ 10 i)

1 1

= S LIE® ¢ 9] g Llug®) ¢ 10]

h i

- 1 5s 1 10s

=z e®LL ; e™LE
1 e 5s 1 e 10s e 5s e 10s

(8.12) "5 ¢ 5 £ 58

uma vez qué (t) = =2 pela tabela.
Assim, a equacao que deve ser resolvida pode ser reaszfitama

Y% 4y=f(t); yO0=0 e WO,

gue tendo a transformada aplicada em ambos os membrosaresul

L y*% dy = L[f(1)]

e 55 o 10s
Y M0 WO+ aY(9= ——o—
de modo que
e 55 g 10 e 55 o 10s 1
A +4Y = Y =
(813)  F+aV(9= g ) (9 5 @
O passo seguinte consiste em expandir 0 tesra?qé@ em fracOes parciais. Tem-se:
1 _AstB CstD
P(R+4) £ L+4
_ (As+ B) s+ 4 +(Cs+ D)&
- (S + 4)
_ (A+ C)S’+(B+ D)’ + 4As+ 4B
- P(2+ 4)

donde segue que
(A+ C)S’+(B+ D)+ 4As+ 4B= 1= 0 s+ 0 &+ 0 s+ 1:

Assim, deve-se resolver o seguinte sistema
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8
§A+C: 0]

B+ D=0
4A = O;
- 4B = 1;

gue facilmente resultaem= 0,B= ==4,C= 0eD= 1= Portanto,
1 1 1 1

2(L+4) 4 £ L+4

Substituindo esta Gltima expressao na tltima etapa.d8)8btém-se

Y(S)_ e 5s e 10s 1
- 5 (P + 4)
e el 1 1 1
- 5 4 2 £+4
1 o 55 1 1 o 105 1 1
-~ 20 ? £+4 ? £+4

Antes de aplicar a transformada inversa na Gltima expoesbfida deve-se usar a tabela para
concluir que

L

1 1 1 1 2 1
1 - 1 1 _ :
> —— =L * 5 z =t = sen2t):
? £+4 £ 2 P+ 4 2 )

Portanto, pode-se reescrever a Gltima expressaoyjfarao seguinte modo:

_ 1 55 1 1 10s 1
(8.14) Y(s) = 20 e Lt > sen(2t) 20 e Lt 5 sen(2t)
Para nalizar, usa-se a formula (5.2) da proposicao §uk é
L 1 e SF() = ut) f(t o:

Aplicando a transformada inversa em (8.14) e usando a f@ramima, encontra-se

sen2(t 5)]

NI =

YO= oo ) (¢ 9

Lo ¢ 10 I senzt 10)]

20 2
= % us(t) (t 5) % sen(2t 10)
%) u(t) (t 10 % sen(2t 20
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= % us(t) [2(t 5) sen(2t 10) 4—10[2(t 10) sen(2t 20)];

sendo a Ultima expressao acima a solu¢ao do PVI dado.

[]
Exemplo 8.5:Resolva o sistema de EDO
(
0= 2x 3y
Y=y 2x

com as condi¢Oes iniciaig0) = 8 ey(0) = 3.

SoLugAo: Aplica-se a transformada de Laplace em ambos os membros ardras as
equagoes, bem como as condi¢des iniciais, para obter

( LA =L(2x 3y) ( sX(s) x(0)= 2X(s) 3Y(9
LY=Ly 2% sY(s) ¥(0)= Y(s) 2X(s)

( sX(s) 8= 2X(s) 3Y(9 ( (s 2X(s)+ 3Y(9) =8
sY(s) 3=Y(9 2X(s 2X(9)+(s 1)Y(9=3

O (ltimo sistema acima deve ser resolvido p&(a) e Y(s). Para isto, multiplicar-se-a a
primeira equacao pds 1) e a segunda por 3. Tem-se:

((s D(s 2X(9+ 3(s 1Y(s=8(s 1)
6X(s) 3(s 1Y(s= 9

Somando-se as duas equacdes acima resulta em

[(s D(s 2) 6]X(99=8(s 1) 9

8 17
£ 3s 4

Otermos® 3s 4temb? 4ac= 9+ 16> 0, logo deve-se determinar as ra’zes. Facilmente
veri ca-se que as ra’zes sadl e 4, de modo qu& 3s 4=(s+ 1)(s 4).Portanto,

_ 8 17
"~ (st (s 9)

€ 3s 4 X(9=8s 17 ) X(s) =

X(9)

Antes de aplicar a transformada inversaX(g), determinar-se-a a expressao péfs). Isto
pode ser feito com qualquer uma das equacOes dos sistemas Aqui escolhe-se a equacao
2X(s)+(s 1)Y(s) = 3. Agora substitui-se a expressao encontradaésa Tem-se:

8 17

e @ VYe=3



1.8 Problemas de valores iniciais 69

16s 34 ) Y9 = 3 16s 34
(s+ 1)(s 4) T s 1 (s+1)(s (s 9

(8.15) (s 1)Y(9=3

O proximo passo consiste em determing@) a partir da expressao encontrada pé(s).
Antes, deve-se usar o método das fragdes parciais. €&em-s

8 17 A N B _ A(s 4+ B(st+1)
(s+1)(s 4 s+1 s 4 (s+1)(s+4)

ou seja,
(A+ B)s+( 4A+B)= 8s 17
ou ainda, (
A+ B=8;
4A+ B= 17:

Multiplicando a segunda equacao acima pdre somando o resultado obtido com a primeira
equacao, obtém-se que= 5. Substituindo o valor dé& em qualquer uma das equacoes,

encontra-s®& = 3. Assim,

3 .
s 4

Agora aplica-se a transformada inversa em ambos os membsasse a formula 2 da tabela
para concluir que

5
X(9)= ——+
=1

x(t) = 5e '+ 3e™:
A etapa seguinte consiste em determiy(&) a partir da expressao ja obtida pai@). Antes
deve-se aplicar a decomposicao em fracdes parciaisredewseus termos. Tem-se:

16s 34 _ A, B, C
(st+1)(s 1)(s 4 s+1 s 1 s 4
A(s 1)(s 4+ B(st (s 4+ C(s+ (s 1
(st (s (s 4
A($ 5s+4)+ B( 3s 4)+ C(s> 1)
(st )(s (s 4

_ (A+B+C)s+( 5A 3B)s+(4A 4B C)
- (s+ (s (s 9 !

donde segue-se que
(A+ B+ C)s’+( 5A 3B)s+(4A 4B C)= 0s°+ 16s 34

Portanto, deve-se resolver o seguinte sistema linear:

8
3A+B+C=0

5A 3B= 16
" 4A 4B C= 34
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Este sistema sera escalonado. Primeiro multiplica a jmérequacao por 5 e que sera somada
com a segunda, depois a primeira equagao sera multiplipar 4 e o resultado somado com a
Ultima equacao. A etapa seguinte consiste em multipticgova segunda equacao, obtida apbs
0 passo anterior, por 4 e somar com a nova terceira equaeate modo,

8 8
3A+B+C=0 3 A+B+C=0
8O+ZB+SC: 16 ) 8O+ZB+SC: 16
"0 8B 5C= 34 © 0+ 0+ 15C= 30

O dltimo passo mostra que = 2, que substitudo na segunda equacao implicaBem3,
resultando em= 5 quando estes dois valores sao substitu’dos na pringgiegéo do tltimo

sistema. Portanto,
16s 34 5 3 2

= + +
(st (s (s 4 st+1 s 1 s 4
Substituindo este Gltimo resultado em (8.15), obtém-se
3 5 3 2
+ +

1 s+1 s 1 s 4
3 N 5 3 2
s 1 s+1 s 1 s 4

5 2
s+1 s 4

Agora aplica-se a transformada inversa em ambos os membsasse a formula 2 da tabela
para concluir que

Y(9= -

yt)= L Y(9)]=5e ! 2e*:
Portanto, a solucao do sistema de EDO dado &

x(t) = 5e '+ 3e%;
yit)= 5e ' 2e*:

1.9 Produto de transformadas e convolugo

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duasdsridiferente do produto das
transformadas destas fungcdes. O mesmo vale em relacaonsformada inversa. O exemplo a
seguir ilustra esta situagao.
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Exemplo 9.1:0 objetivo deste exemplo & mostrar que, em geral, é falsmdransformada
do produto seja igual ao produto das transformadas. Emsopditavras, sé(t) e g(t) sao duas
funcdes admiss’veis, entao

L[f(t) o] & LIF(1)] LIg(DI:

Facaf(t) = 1 eg(t) = el. Pelos exemplos 2.5 e 2.6 tem-se que

L(1)= S (s>0 e L e =1 (s> 1):

Note, agora, que
(9.1) L[f(t) g))]=L 1€ =L e = EEI’ (s> 1):

Por outro lado, tem-se que

_ t 1 1

(9.2) LITOI Llg®l=L@) L e = —= s 1)

Portanto, segue-se de (9.1) e (9.2) que

LIT®) o) = 8 s 1) LIf(®] Llg®]:

[]

Sejamf;g:[0;¥)! R duas fungdes para as quais existem as respectivas tmaiasfas de
Laplace,L[f(t)] eL[g(t)].
Deseja-se determinar uma fundatal que

(9.3) L[h(t)] = LIfF(O] LIgM]:

Formalmente, aplicando a transformada de Laplace na®égie g, tem-se o seguinte

L[h(t)]= LIf(H)] LIg®)]

Zy Zy
= e Sf(x)dx e g(y)dy
0 0
7
(9.4) = e (9 g(y) dxdy
RZ
onde

R2= (xy)2R?jx>0ey>0

geometricamentR 2 representa todo o primeiro quadrante do plano cartesiano.
Em seguida, realiza-se uma mudanca de variaveis nadlihiregral obtida do seguinte modo:

t=x+y e u=x
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A regizo de integracaB 2 & transformada em uma nova regiao e que sera denotad&l por
Agora busca-se descrever esta regiioA partir da de nicio deR 2, tem-se quex> 0 e que
y> 0. Logo,u= x> 0. Além disso,

t=x+y>x=u>0 ) t>u> 0
Portanto, a nova regiao de integracao & dada por
W= (t;u)2R?j t>u>0 ;

gue pode ser vista na gura a seguir.

Figura 9.1: Gra co da nova regiao de integra¢&o

Observe que a desigualdade u signi ca, geometricamente, que a regiao deve estar abaixo
da retau = t. A desigualdade > 0O sign ca, geometricamente, quenao pode ser negativo na
nova regiad/V (isto €, descarta-se os quadrantes segundo e terceiresigudldade completa,
t> u> 0, signi ca, geometricamente, que a hova regiao tem que ablaixo da reta = t, que
nemu e nemt podem ser negativos (ou seja, o0 quarto quadrante tamb&scantiado). Assim,

W é a regiao ilimitada no primeiro quadrante e abaixo dasetau = t.

Antes de retornar a (9.2), € necessario determinar o j@eollla mudanca de variaveis. Das

equacOes usadas para as novas variaveis & possm@lase y em funcao de e deu, isto &,

t=Xx+y X= U
us= X y=t u

Assim, o jacobiano da transformacdpg dado por

X Xy 0 1
J= = = L

Y W 1 1
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Observa-se que, ao usar a formula de mudancas de varigv@tegral dupla, deve-se usar
o valor absoluto do jacobiano, que aqui sera denotad@por

Retornando a expressao (9.4) e dando continuidade aovdbserento, obtém-se
zZ

, € S E(9 gy) dxdy

7
e SUf(U)g(t u)jJjdtdu
%
77
e Stf(ug(t u)dudt
%
ZyZ,
e Stf(u)g(t u)dudt
0
Zy Z,
(9.5) = eSSt f(uwgt udu dt
0 0

L [h(t)]

Comparando (9.3) com (9.5), conclui-se que
Z t
(9.6) h(t) = f(ugolt udu
0

No caso da transformada de Laplace, as fungdes estaalds apenas para valores positivos
det, de modo que & poss’vel estendé-las iguais a zero paveesategativos de Especi -
camente, sd : [0;¥)! R, entao estenda esta funcao para tBdda seguinte maneira: seja
f:R! R de nida por (

_ o; ¥<t<O;
f(t) =

f(t); 0 t<¥:
Sem perda de generalidade, mantendo-se a mesma notaggoeag (isto €, o s‘'mbolo de

“barra”) para as funcdes estendidas, pode-se escrevarcadh dada em (9.3) da seguinte
maneira Zy

h(t) = ¥f(x)g(t u)du:

A integral acima & conhecida comgpooduto de convolucaentre as funcdes$ e g; ele é
denotado da seguinte forma

Zy
(9.7) (f g)t)= ¥f(U)9(t u)du:

Portanto, o que mostrou-se, formalmente, nos procedimeationa que vale a seguinte
formula:

(9.8) LI(f 9(01= LIf(M] Ligt)]= F(s) G(9);

que pode ser lido como “a transformada do produto de cor&oleatre duas funcdes é igual
ao produto das transformadas de cada uma delas”.
Naturalmente, vale a formula equivalente para a transideninversa:




74 1 Transformada de Laplace

L F(9 GO1=(f g)b):

Observag@o 9.1:Chama-se atencao que, na obtencao da férmula (9.8to mais delicado
€ passar da integral dupla para integrais iteradas, jstouso do teorema de Fubini. Essa
passagem € garantida pela convergéncia absoluta déotransla de Laplace.

[]

Proposi¢ao 9.1:Sejamf;g;h: R! R funcdes integraveis, sendo pelo menos uma delas
limitada. Entao, o produto de convolugao satisfaz asiségs propriedades:

(a) Comutatividadetf g)(t)=(g f)(1):
(b) Associatividadeff (g h®) =[(f g hl®):;
(c) Distributividade{f (g+ N](t)=(f g)t)+(f h)(t).

DEMONSTRACAO:
Sem perda de generalidade, assume-se o produto de cdwelnitef e g do seguinte modo:
Zy
(f g)(t)= . f(t u)g(u)du:

Para mostrar (a), faca a mudanca de variaveis u (de modo qualu= dv) na integral
gue de ne o produto de convolug¢ao. Assim,

Zy
(f g)(t)= ¥f(t u) g(u) du
Z y
= f(vygt v)dv
Zy
= ¥f(v)g(t V) dv
Zy

gt v) f(v)dv
¥

=(g H(D:

O (ltimo termo na primeira linha acima deve ser olhado cangio: na primeira integral,
quem varia de ¥ a+¥ & a variavelu. Ao aplicar a mudanca de variaveis, a nova variavel
passa variar de ¥ até ¥.Assim, o sinal de menos na segunda integral da primeira fishma
deve-se ao sinal de “menos” da diferenclal= dv. A passagem para a primeira integral da
segunda linha se deve a seguinte propriedade das integoaigocar a ordem dos limites de
integracao, a integral muda de sinal (de “mais” para “nséeovice-versa). Ja a Ultima integral
acima foi obtida apenas mudando a ordem do produto entreneSdsf e g.

Para (b), utilizar-se-a4 a de nicdo do produto de congaély, uma mudanca na ordem de
integracao (Fubini), a mudanca de variaweis u v (dondedw = du), bem como a parte
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(a) ja demonstrada. Tem-se:

der.” ¥
(f g h@®=" ¥[(f g)(t  w]h(u)du
Zy
2 ht Wl guldu
dot. Z ¥ Zy
=" h(t u) f(u v)g(v)dv du
¥ ¥
@ z
= ¥h(t u) ¥g(u v) f(v)dv du
Zy2Zy
= glu v)f(vyh(t u)dvdu
¥ ¥
Fub.Z ¥ z ¥
= glu v)f(vh(t u)dudv
¥ ¥
Zy Zy
= f(v) h(t u)g(u v)du dv
¥ ¥
Zy Zy
= ¥f(v) ¥h[t (w+ v)]g(w)dw dv
Zy Zy
= ¥f(v) ¥h[(t v) w]g(w)dw dv
@° ¥ Zx
= ¥f(v) ¥g[(t v) w]h(w)dw dv
Zy
def. Lf) (@ he v dv
Z
@ if(t V) (g h)(v) dv
Tt @ n o

Observa-se que, com as hipobteses fornecidas, o teoremabité pdde ser usado correta-
mente.
A parte (c) decorre da propriedade de linearidade da irtdgegfato, tem-se

Zy
¥[(f+9)(t w] h(u)du
Zy
= y f(t u+ gt u) h(udu
Zy
= y f(t u h(uy+ gt u) h(u) du

(f+g) h %
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Zy Zy

= f(t u h(uydu+ g(t u) h(u)du
¥ ¥

def.

=(f h(t) + (g h)(t);
gue demonstra a parte (c).

Observa@o 9.2:Observa-se que a multiplicacdo usual tem propriedadesogproduto
de convolucado nao tem. Em geral, tem-se @tie 1)(t) 6 f(t). De fato, por de nicao de
convolugao, tem-se

Z t Z t
(f ()= . f(t u) 1du= . f(t udu

Agora facgaf (t) = cost. Entao,
(f ()= coqt u)du= sent u)O
0

sent t) [ sent O]= senO+ sert

semn:

Segue-se da’ que
(f 1)(t)= sert 6 cost = f(t);

mostrando quéf 1)(t) 6 f(t).
[]

Observag@o 9.3: A observacao anterior mostrou que, em gerl, 1)(t) 6 f(t). Agora sera
mostrado que o produto de convoluciof nem sempre resulta em uma funcao nao negativa.
Para ver isto, tomar-se-a a funcg(®) = sert como exemplo. Usando a de ni¢ao de convolugao
e aformula

sen(a b)= sem cosb serb cosa;

obtém-se

z t z t
f(t u) f(udu= sent u) serudu
0 0
z t
[sent cosu seru cost] senudu
0
z t z t
sent seru cosudu  cost serfudu
0 0

(f 5
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z t z t
= sent seru cosudu cos serfudu
0

VA t VA t
1 coq2u
= sernt serucosudu cog ¢du
0 0 2
= sent serucosudu = cost du+ - cost coq2u)du
0 2 0 2 0
Z cost t t
cost cost
= sen xdx —— + ——sen(2u)
cosG-1 0 4 0
2 cog
X cost cost
= sent — — (@t 0+ —[sen2t) sen(Q
2 4 2 4
cost 1 t cost sen(2t)
=set ———— - cot+ —=
2 2 4
_ sert cogt sert t cost , cost sen(2t)
- 2 4

onde se fez a mudanca de variaves cosu em um dos passos acima.
Agora faca = p=. Tem-se:

(f f)(r=) =( sen sen)(r=)

sen(r=) cos (p=2) sen(r=) (p=2) cos(P=) N

2
N cos(r=) sen[2(r=2)]
4
107 1 () 0,01_ 1
B 2 4 = 2

mostrando que a fun¢ao pode assumir valores negativos.

[]

Exemplo 9.2:Use o método da convolucao para determinar a transfanracrsa de
Laplace para a seguinte fungao:

F(9=

SoLugAo: A fungédo dada pode ser reescrita na seguinte forma:

1 a
(9.9) FO= g2 a2
Usando as formulas 3 e 6 da tabela, tem-se
1 .
ok L (t) i 2 L [sen(at)]:
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Substituindo estas férmulas em (9.9) e usando a formu (® teorema de convolucao,
obtém-se
1 a

LIf()] = F(9 = ? P+a2

L(t) L[sen(at)]

L[t sen(at)]:

Por m, aplica-se a transformada inversa em ambos 0s memiucseja,
L WL[f(®)]=L L[t sena)] ) f(t)=t senat);

gue € a solucao para o problema proposto. Caso seja dessgeeobter uma expressao explcita
para a fungad (t), entdo basta usar a de nicao de convolucao e calculategral.

[]

Exemplo 9.3:Resolva o seguinte P.V.I.:
8
3 Yo% dy= f(1);
8W®=&
“yWo= 1
SoLuUcAO: A maneirainicial para resolver este P.V.l. & analogawsmjg foi visto, apenas em

etapa posterior aplica-se o método da convolucao. Qu segia-se aplicando a transformada
direta em ambos os membros da equacgao, usando depoishgiasnniciais. Tem-se:

L y*% 4y = L[f(1)]
SY(s) sy0) YX0)+ 4Y(9) = F(9)
SY(s) 3s+ 1+ 4Y(S) = F(9) ) SC+4 Y(s=3s 1+ F(s);

ou ainda,

3 1 F(9 31 1
_sz+4+sz+4_sz+4+F(S) P+ 4

Agora sera usada a formula 10 da tabela, que é

(9.10) Y(9)

+B

As+ B Ak
S =L e Acogwt)+

e , > k:
5 02+ W sen(wt) w6 0es

comosvalored= 3,B= 1,k=0ew= 2.

A mesma férmula pode ser usada para obter a inversSg€es), bastando tomaA = 0,
B=1,k=0ew= 2.

Segue-se da’ que
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3 1 1 1 1
g+ 4° L 3cog2t) > sen(2t) e gva L > sen(2t) :

Substituindo as duas Ultimas expressdes em (9.10), bemo coteorema de produto de
convolugao, obtém-se

Y= 53+ FO g1a
= L 3cog2t) % sen(2t) + L[f(t)] L % sen(2t)
1 1
=L 3cog2t) > sen(2t) +L f(t) > sen(2t)

L 3cog2t) % sen(2t)+ f(t) % sen(2t)

Por m, aplica-se a transformada inversa em ambos os menparasconcluir que

y(t) = 3cog2t) % sen(2t) + f(t) % sen(2t)

€ a solucao para o P.V.l. dado.

[]

A seguir, resolve-se o mesmo problema apresentado no ex&2pborém usando o método
do produto de convolugao.

Exemplo 9.4:Resolva o seguinte problema de valores iniciais usandotodo&lo produto
de convolugao: 3
3 V%% 4%+ 5y=e 3'cog;
8W®=Z
Yo = 1

SoLUcAO: Este método inicia-se da mesma maneira que o procedimaeteoior: aplicar
a transformada de Laplace em ambos os membros, sua lirdaraacondicoes de contorno
e desenvolver o problema até obter uma solucao para g@&gadgébrica. Mas a partir desse
ponto, ha uma mudanca nos procedimentos seguintes.

Assim sendo, tem-se:

L y*% 4%+ 5y =L e 3cos ;
isto e,
L yO+4L W +5L(y)=L e 3cost :

Em seguida, aplica-se as formulas 23 e 24 da tabela no pam&mbro acima, bem como

a formula (7) no segundo membro, cém 3 ew= 1, para escrever
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s+ 3

SY() sY0) WO +4[sY(9 YO)]+ 5Y(s)= s+ 327 1

Usando as condi¢des iniciais informadas, obtém-se

s+ 3

SY(s) 2s 1 +4[sY(s) 2]+5Y(s)= TR

ou ainda, 2 +3
+4s+5 Y(9) = 25+ 9+ ————5——
s+ 5 Y(9) s+ 9 (s+ 32+ 1
gue resolvida implica em

2s+ 9 N s+ 3
P+ 4s+ 5  (2+ 4s+ 5)[(s+ 3)2+ 1]

Y(s) =

A expressacs? + 4s+ 5, por nA0 possuir ra’zes reais, deve ser reescrita ctangle-se o

guadrado. Assim,
S+ 4s+ 5= P+ 4s+4 + 1=(s+2)%+ 1%
Deste modo,
Y(s) = 2s+ 9 N s+ 3
(s+ 22+ 12" [(s+ 22+ 17[(s+ 3)2+ 17

A partir desse ponto o procedimento para resolver o probjesimmétodo do produto de
convolugcao cadiferente. A ideia consiste em modi catiBuente a expressao parés) obtida
e escrever cada termo como a transformada de Laplace dgelipgesentes na tabela. Assim,

2s+ 9 N 1 s+ 3
(s+22+ 12 [(s+2)%+ 17 [(s+3)2+ 17

Y(s) =

Usando a férmula (8) da tabela, com valores convenientesy)8, k ew de acordo com 0s
termos do segundo membro acima, pode-se escrever:

Lly(t))= L e #(2cos+ 5sert) + L e Zsent L e Zcod :

Em seguida, aplica-se a féormula do produto das transfamadcrevendo este como a trans-
formada do produto de convolugao parar obter

Ly)]=L e #(2cog+5sert) + L e Zsent e *cos
Agora usa-se a linearidade da transformada para nalizahgdo do exemplo. Tem-se:
Llyt)]= L e #(2cog+ 5sert) + e ?sent e dcost ;
gue tendo a inversa aplicada em ambos os membros resulta em
yt)= e #(2cog+ 5sert) + e %sent e cod ;

gue € a solugao do problema dado.
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Observa@o 9.4:No exemplo 9.4, a solucag(t) contém um termo em sua expressao que
esta escrito na forma do produto de convolucao entre flugdes. Como o leitor ja deve ter
notado, o produto de convolu¢ao entre duas fun¢deselesama nova funcao, isto &, o produto
de convolucao € uma maneira de representar funcdesnAdo ponto de vista da matematica,
a solucaog/(t) obtida no exemplo 9.4 faz sentido e esta bem de nida enguantao.

Por outro lado, usando a de ni¢cao de produto de convadipode-se escrever

Z t
2t 2u

e 2set e %cost = e M serue Y coqt u)du
0

Assim, o leitor podera desenvolver a integral no segundmlione acima com a intencao de
expressay(t) em termos de fungOes elementares. Para efeitos desiedesdlucag(t) obtida
no exemplo 9.2 é considerada satisfatoria.

[]

Encerra-se esta secao com um breve comentario sobreodarga convolugao para resolver
problemas de valores iniciais. Este método & muito maiplsis, principalmente na parte -
nal da solucao do problema. Porém a resposta semprelagsdatravés de uma ou mais in-
tegrais. Mas isto nao signi ca problema, ao contrarids tategrais podem ser facilmente re-
solvidas através de calculadora cient” ca ou atravésidam software que calcule integrais.
Mais: mesmo que a funcao no segundo membro da EDO sejaaaidifsem ser representada
por funcdes elementares), ainda assim & poss'vel ddugé® geral do P.V.I. em termos desta
funcao, o que ndo & poss’vel quando se usa outros oetmin a transformada de Laplace.

1.10 Fun@es impulso

Em artigo de 1927, Dirac [28] introduziu um novo objeto maiéioo da seguinte maneira:
d(x) € de nida por

+¥; set=0;
d(t) =
0; set6 0:
e Zy
xd(x)dx= 1:
¥

Note que nenhuma funcdo pode assumir o valor in nito, poisito ndo & numero. Por
outro lado, é poss'vel estender o dom'niodle olhar para ele como uma funcao de fato:
d:R[f +¥g! R.Porém aexigéncia de que sua integral seja igual a 1 rz&efdido algum
em qualquer teoria de integracao conhecida atualmente.

Em seu artigo, Dirac escreve: “$§€x) & qualquer funcao regular ae a € qualquer numero,
entao Zy

y f(xX)d(a x)dx= f(a);
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de modo que a operacao de multiplicar piga  X) e integrar em relagao»é equivalente a
operacao de substituarpor X’. Observa-se que a expressao no primeiro membro acimagare
com a formula do produto de convolugao, mas o vdil@) no segundo membro € no m’nimo
curioso.

Matematicamente falandodelta de Diracnao é tao simples como ele apresentou. Demorou
varios anos para dar um sentido rigoroso ao delta de Divadfaj apresentado pelo matematico
francés L. Schwartz, recebendo o nometeleria das distribuicdes.Esta & uma teoria que
generaliza o conceito de funcao. Grosso modo, pode-aediaé¢ toda funcdo € uma distribuicao,
mas a rec’proca nao é verdadeira, sendo o delta de Diraxemplo, pois nao é funcao.

Nao € objetivo deste texto entrar na teoria das distfimgcque € um assunto muito denso
e so sticado, mas sim em usar o delta de Dirac em problemaiscps, de modo que sera
necessario saber qual € a sua transformada de Laplacentssdisso, comentar-se-a sobre a

expressao usada por Dirac em seu artigo:
Zy
(10.1) f(X)d(t x)dx= f(t):
¥

A condicao Zy
dt)dt=1
¥

pode ser “justi cada” olhando-se para a propriedade

(d HO=(CF d)(t)= 1),

ou ainda, Zy Zy
¥d(t X) f(X)dx= y f(t x)d(xX)dx= f(t);

donde seria “natural” fazdr(t) = 1, de modo que a expressao acima implicaria em
Zy Zy
d(it x)dx= d(x)dx= 1:
¥ ¥

Nao tem rigor algum no que foi escrito acima, mas possivetena conclusao que a integral
emR do delta de Dirac tem valor 1 teve como motivacao o prodaetoahvolucao entre duas
funcoes.

Nao se pretende, aqui, introduzir o delta de Dirac, masagdar uma ideia sobre com ele
pode ser pensado. Comecga-se com uma sequéncia desuagdearticular, que “tende” para
d(t). Considere a sequéncia de fungdes de nidas por

g n 1 1
2 n X W

Un(X) = S
0; caso contrario.

O leitor € convidado a esbocar o gra co das primeiras®@sada sequéncig(x); por exem-
plo, atribuindo valores pama= 1;2;3;4. Sen = 1, entao a funcaa;(x) assume o valor cons-
tante e igual @=2 no intervalo fechad$ 1;1], cando igual a zero fora deste intervalo. Para
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n= 2 a funcaouy(x) assume o valor constante e igual a 2 no intervalo feclatie; =] e
restando igual a zero fora dele. E assim por diante.

Na medida em que o valor devai aumentando, os gra cos das fungcdes assumem valores
contantes cada vez maiores, enquanto os comprimentostdogins em que as fungdes nao
se anulam vai cando cada vez menor. Fazendo ¥, tem-se que a sequénaigx) “tende”
para+ ¥ e o comprimentos dos intervalpsi=; =] “tende” para zero, ou seja, para a origem.
Alem disso, também se tem

Zy VA, Z Zy
Un(X) dx= Un(X) dx+ Un(X) dx+ Un(X) dx
¥ ¥ 1= 1=
Z Z n Zy
= Odx+ —dx+ 0dx
¥ 1= 1
nZ =n n = n 1 1
= _ dx= = X = _ - -
2 = - 2 N n
n 2
= _- _= ]_,
2 n

o valor da integral de cada funcao da sequéngl(®) & sempre igual a 1.
Observe também que(x) sao fungdes pares, istowg( X) = un(X), de modo que

un(t x)=ul (t X]= un(x 1):

Alem disso, observe que a sequéncia de fung@es t), obtida pela translacao das fungdes
un(X), sao dadas por

8 n 1 1
2 > set o X t+ =
Un(x t)= >

"0 caso contrario,

pois segue-sedel=n X t Im quet Im Xx t+ I
Agora avanga-se um pouco mais, deseja-se investigar oopuee@om a expressao dada em
(10.1). Sejaf : [0;¥)! R uma funcao seccionalmente cont'nua. Assim,
Zy Z¢ 1= Z 141,
f(X)un(x t)dx= f(X)un(x t)dx+ f(X)un(x t)dx+
¥ ¥ t Im
Zy
+ f(X)un(x t)dx
t+ 1=
z t Im Z t+ 1= n Z ¥
f(x) 0Odx+ f(x) —dx+
t I 2

f(x) 0dx
1=

t+

nZ t+ 1

= f(x)dx
5w (X)

(10.2)
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Agora aplica-se o teorema do valor médio para integrassdigio seguinte: com as hipbteses
ja dadas, existg 2 (t I=n;t+ 1) tal que

Zt+1:n 1 1 2
. f(x)dx= f(tn) —- = f(tn) -

Aplicando este Ultimo resultado no Gltimo membro de (LGBtém-se

Zy

n 2

f(Yun(x t)dx= - f(tn) == f(tp):
¥ 2 n

Agora observe quig converge pardquandon! ¥.Isto segue de

1 1 . 1 .

t = ty t+ = ) im t = imt, Ilm t+—
n n nl ¥ n [ ni ¥

agora usa-se o teorema do sandu’che.
Portanto, Zy

fmy f9un(x dx= lim f(t) = F(0):

O que se fez aqui, através de um exemplo, & exibir uma segug(t) satisfazendo
(
_ ¥; sex=0;
|!m Un(X) = .
nt ¥ 0; caso contrario.

e que é tal que Zy

lim f()un(x t)dx= f(t):
n' ¥ ¥

Observag@o 10.1:Como foi dito, o que se fez anteriormente nao tem rigor. Méxe®bser-
var que a sequéncia tomada como exemplo depende apends dé@o den et). Assim, para
uma sequéncia arbitraria e dependendd, a ideia de usar o teorema do valor médio também
deve ser ampliada, &€ necessario usar o segundo teoremadodonnedio para integrais, que diz:
Sejamf;g:[a;b]! R, comf cont'nuagintegravelg O e satisfazendo

Zp
g(x)dx> O:
a

Entao, existe 2 (a;b) tal que
Zp Zp
f()g(x)dx= f(c) g(x)dx
a a

Uma adaptacao para o caso geral caria assim: $egaccionalmente cont'nua. S¢gja:

R! R uma fungdao com suporte compacfo& nula fora de um intervalo fechado e limitado)
satisfazendo:

a)j (X)) Oparatodx?2 R;

b)j & umafuncgao par,isto £( X) = j (X) paratodax 2 R.
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Zy
C) J (X)dx= 1.
¥

Agora de na uma sequéncig n(X)g a partir dej , fazendg n(X) = n j (nX). A sequéncia
fj n(X)g tem as seguintes propriedades

rlllngéj n(X) = 0; parax6 O;
r!,r@j n(X) =+ ¥; parax= 0:

Sejaa,> 0, coma, an+1 e tais qu%liglan = 0. Suponha qué an; a,) sejam os intervalos
ondgj n(X) ndo se anula. Entat, an;t+ a,) serao osintervalos ongg(x t) nao se anulara.

Além disso, tem-se que 7
t+an

Jn(x t)dx= 1
t an

Deste modo, seguindo os passos do exemplo inicial, ob¢em-s
VA ¥ Z t z t+an

an
f(X)j n(x t)dx= f(X)J n(x t)dx+ f(X)j n(x t)dx+
¥ ¥ t an
Zy
+ f(X)J n(x t)dx
t+an
Z t ap Z t+an Z ¥
= f(x) 0Odx+ f(X)j n(x t)dx+ f(x) 0dx
¥ t ap t+an
z t+

an
f(X)j n(x t)dx
t an

E neste ponto que se usa o segundo teorema do valor médintegrais, que deixa a Gltima
expressao do seguinte jeito: para cadaN, existent, 2 (t an;t+ a,) tais que

Z¥ Zt+an
f(X)j n(x t)dx= f(X)J n(x t)dx
¥ t an
Z gy
= f(tn) Jn(x t)dx
t an
= f(tn);

pois o valor da integral de cagia(x t), nointervalot ap;t+ a,), €igual a 1.
Agora toma-se limite pama! ¥.Tem-se
Zy
lim ¥f0014x Hdx= lim f(tn) = f(t):
Mais uma vez justi ca-se que Iaiénfi(tn) = f(t) usando o teorema do sandu’che e observando
que '

t an th t+ay ) lim (t an) Mt lim (t+ an)
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umavez qu% Ii}gna\n =0.
Mesmo sem rigor, o que se viu foi que
Zy
lim f(X)j n(x t)dx= f(t):
n ¥ y

Porém €& preciso compreender que o limite no primeiro mermabima nao pode ser pas-
sado para dentro da integral. Se o limite for passado pataodga integral, entao acontece o
seguinte: Zy h i Zy

f(X) limwvpa(x t) dx= f(x) 0dx= 0;
¥ nl ¥ ¥

pois aj n(X) satisfazmliglj n(X) = 0 parax6 0, de modo que, ILnjl n(Xx t)= 0 parax6 t.

Por m, & importante compreender que nao se mostrou qudta de Dirac € o limite da
sequéncig n(t), o que se fez foi dar uma ideia de como é poss’vel aproxindaita de Dirac
por sequéncias de funcoes.

[]

Agora retorna-se a formula (10.1), que sera usada parzitenitras formulas para a trans-
formada de Laplace. Tem-se que
Zy
f(t)d(t c)dt= f(c):
¥

Como a transformada de Laplace esta de nida no inter@), pode-se pensar, sem perda
de generalidade, que a funclala formula acima esta de nida da seguinte forma: vale @ par
t2 ( ¥;0levalef(t) parat 2 (0;¥). Dessa forma, a integral acima ca assim:

Zy
f(t)d(t c)dt= f(c):
0

Por outro lado, aplicando a de ni¢ao de transformada dedee no delta de Dirac, tem-se
Zy
L[d(t ¢)]= e Sld(t c)dt:
0

Comparando as duas tltimas formulas, conclui-se que gaéuaxponencial corresponde a
funcaof, ou seja, qud(t) = e St Segue-se da” que
Zy
L[d(t ©]= e Std(t c)dt=e
0

ou seja,

(10.3) L[d(t c)]=-e

Outra férmula Gtil ocorre quando o delta de Dirac atua sauwtra funcao, ou seja, quando o
delta de Dirac aparece multiplicando uma funcB@®) d(t c). Fazenda(t) = f(t)d(t c)e
usando a de nicao de transformada de Laplace, obtém-se
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Zy
LIfMde o)1= e *f@dt odt
Zy
, 9vdt cdt=g(c)

=e SHf(t) =e S°f(0);
t=c

ou seja,
(10.4) LIf(H)d(t ©)]= f(c) e
Exemplo 10.1:Resolva o seguinte P.V.I.:
3 % 2% 2y= 2t p)
o

SoLUCAO: Pode-se interpretar este problema assim: ele represargigiema sem excitacao
até o instanté= p, neste instante o sistema recebe um impulso de intensidédmea deseja-
se analisar a in uéncia deste impulso na solu¢cao do prohl Para ajudar mais um pouco:
pode-se pensar no problema acima como um sistema massapmnala instante= p recebeu
uma carga externa muito forte, ou em um circuito LRC onde wensdo inesperada (“pico de
energia”) surge quando= p.

Como se sabe, a ordem de uma EDO é igual a ordem da derivadaioleardem presente
na equacao. No caso do problema dado, a EDO é de segureta.dBébe-se também que
solucao classic& aquela que tem regularidade igual a ordem da equac&on Asoder-se-ia
esperar que a solucao do problema dado seja de cldssstcCée, duas vezes continuamente
diferenciavel. Mas aqui nao & o caso. Isto nao pode gmrado, uma vez que no segundo
membro aparece o delta de Dirac, que nao é funcao.

Alias, chama-se atencao do leitor para a natureza dasdas no primeiro membro: se no
segundo membro aparece uma distribuicao e que nag @duentao as derivadas e fung¢des que
aparececem no primeiro membro ndao podem ser entendida&ntidosclassico, nao sao como
as derivadas que aparecem em Calculo. Elas precisam seremmdidas também no sentido
das distribuicdes; grosso modo, estas derivadas “$acedies e especiais”. Assim, até solugdes
descont’nuas podem aparecer.

Agora passa-se a resolucao do problema pelo método dadea@\plica-se a transformada
em ambos 0os membros, usa-se a formula (10.3) e outras l&srda tabela, bem como as
condic¢des iniciais. Tem-se:
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L yo% 2%+ 2y = L[2d(t p)]
$Y(s) sy0) YX0) + 2[sY(s9) y(0)]+ 2Y(s) = 2e P!

1

+ Jot — pt Y(s)= 2e Pt =
S+ 25+ 2 Y(9) = 2e ) (9= 2e Z+ 25t 2

Comos?+ 2s+ 2temb? 4ac< 0, entdo deve-se completar o quadrado. Tem-se:
P+ 25+ 2=(+ 25+ 1)+ 1=(s+ 1)%+ L

Portanto a expressao pafés) ca assim

1

Y(s)= 2¢ Pt ___ —
s € (s+ 12+ 1

A etapa seguinte consiste em aplicar a transformada inMdiesaantes, observe-se que sera
necessario usar a formula da segunda translacao; a sabe

L 1e SF( =ut)f(t x);

ondeF(s) = L[f(t)].

Fazendo
1

(s+ 1)2+ 1
segue-se da formula 10 da tabela, cdm 0,B= 1, k= lew= 1, que

F(s) =

f(t)= e ‘sen;

onde esta funcao tera que ser transladada pop.

Assim,
1
— 1 — 1 pt
yt)y=L [Y(9]=2L - e o+ D2+ 1
= 2up(t) f(t  p)
h i
= 2up(t) e ® Psent p) ;
ou ainda, 8
2 0; se t< p;
yo=_  h i
T 2up(t) e ® Psent p) ; set p:

A solucdo acima pode ser assim interpretada: o sisterdaeestrepouso ate= p, neste
instante o sistema recebeu um impulso de intensidade 2.u&itia desse impulso faz com que
y(t) oscile fortemente (veja o papel da funcao seno na sojug@as fazendo com que instantes
depoisy(t) volte a se estabilizar. Isto pode ser visto a partir da expaakque aparece na
solugao e que tem poténcia negativa, logo com decainankongo do tempo.

[]
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Exemplo 10.2:Encontre a solugao do seguinte P.V.1.:

8
3 2y°% Yo+ 2y=d(t 5);
SW®=Q
“ yWo)= 0

SoLUcAO: Pararesolver o problema, aplica-se a transformada emsosbnembros e, depois,
as condigoes iniciais. Tem-se:
L 2%+ 2y = L[dt 5]
225°Y(9 sY0) y(0) +[sY(9 Y(O)]+2¥(9=e *
28+ s+2 Y(5)= e 5
ou ainda,

— 5s
(10.5) Y(s)=e pr—

Como Z°+ s+ 2temb? 4ac< 0, entdo completa-se o quadrado. Assim,

S s 1 1
25+s+2=2 s+ —+1 2 + -+ — —+
S+ S+ 3 ) St3' 16 16
" # .
12 15 h , P o
+ =+ = +1=)°+ 1 ’
2 s 2 16 ) 2 (st =) =
de modo que
1 1 :
282+ S+ 2 - 2“(S+ ]:4)2+ p1—&4 2.
Substituindo esta Gltima expressao em (10.5), obtém-se
1 . 1 1
Y(S) - e 5s h i e 5s 5

2 (s+1m)2+ "1y 2 2 (s+ =%+ 1oy

Observe-se que a Ultima expressao tem a forma do resdléguimposicao 5.1 f2ranslacao),
que diz
Llu)f(t o]=e F(s) e L e SF(©) = ut)f(t o;

paras> k e ondeF(s) = L[f(t)].
Para continuar, € necessario deéerminar a fui¢BoPara isto, usa-se a formula 10 da tabela,
fazendoA= 0,B= 1,k= =mew= 154 Tem-se:

" # p__ ! p__ !
1 - 1 15 4
L ! —— =€* p— sen —t =p— e sen ——t
(s+ 1=0)%+ 15y 154 4 15 4
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Aplicando a transformada inversa em ambos os membros, bem asegunda formula da
22translacao, com= 5, obtém-se

4
Us(t) p? e
n p o #

1
us(t) e > sen TS(t 5) .

NI =

a1

N |_\|
(6}

Y= Sus() f(t 5)=

1
|—\-|TJ'\J
13

que € a solugao desejada.

[]
Exemplo 10.3:Encontre a solugao do seguinte P.V.1.:
8
3 y*% 2%+ 3y= sert+ d(t 3p);
8W®=Q
“ y{0)= 0

SoLugAO: Aplica-se a transformada em ambos os membros, usandoiasaddade, formulas

da tabela. bem como as condi¢des iniciais. Tem-se:

L y°% 2%+ 3y = L(sent)+ L[d(t 3p);

SY(9) sY0) YN0+ 2[sY(9) y(0)]+ 3Y(9) = g+17 ¢ 3ps,
(S + 25+ 3)Y(s) = gr "€ 3ps.
ou seja, . .
— 3ps
(9= (P+ 25+ 3)(+ 1) re ™ P+ 2s+ 3

O proximo passo consiste em decompor o primeiro termo dongegmembro acima em
fracdes parciais. Tem-se:

1 _ _AstB  CstD
(P+ 25+ 3)(P+1) SP+25+3 £+1
_ (As+ B)($’+ 1)+( Cs+ D)(s?+ 2s+ 3)
- (P+ 25+ 3)(+ 1)

_ (A+ C)S’+(B+ 2C+ D)s’+( A+ 3C+ 2D)s+( B+ 3D)
- (S2+ 25+ 3)(2+ 1) ’

de modo que

(A+ C)S*+(B+ 2C+ D)+ ( A+ 3C+ 2D)s+( B+ 3D) = 05>+ 0s’+ Os+ 1:
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Portanto, em virtude da igualdade acima, deve-se resoseguinte sistema:
8
% A+ C=0;

B+ 2C+ D= 0;
A+ 3C+2D=0;
B+ 3D = 1:

Da primeira equagao, segue-se e A e da quarta equacao, segue-seBeel 3D.
SubstituinddC e B na segunda e na terceira equagdes, obtém-se

(
1 3D 2A+D=0; 2A+ 2D = 1;
A 3A+2D=0: 2A 2D =0:
A soma das duas Ultimas equacdes implicatemi=, que substitu’do em uma das equacdes

acimaresulta er® = 4. ComoC= AeB=1 3D, segue-se da que= IxeB= .
Portanto,

1 _1 s+1 1 s 1
(P+2s+3)(P+1) 4 P+2s+3 4 2+1
Além disso,
S+ 25+ 3= (+ 25+ 1)+ 2=(s+ 1)%+ 2
Deste modo,
1 _1 s+1 1 s 1
(P+2s+3)(L+1) 4 (s+1)2+2 4 (s+02+1
Portanto,
+ 1
Y(S):} s+1 1 s 1 3ps

S - -
4 (s+1)2+2 4 (s+0)2+1 (s+ 1)2+ 2

Para a determinacao gé) deve-se aplicar a transformada inversa de Laplace em amsbos o
membros acilr[pa e usar as formulas 10 e 18 da tabela. Para eiqoinoma-seA= 1,B= 1,
k= lew= 2. Parao segundo termo acima, boinaése 1,B= 1,k=0ew=1.Parao
terceiro termo, toma-s&é= 0,B= 1,k= lew= 2.

Observe também que

1 1 P_
3ps — 3ps L " t 2t
€ s nze2 ¢ p5e sent 2)
sendof (t) = ( EOE) e tser(p 2t) a funcao que se usa na formula 18 da tabela e que deve ser
transladada corn= 3p.

Assim,

yt)= L Y(9]= % e tcos(p 2) % (cost sert)+ ugp(t) f(t 3p)
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— 1
= % e tcos(p 2t) 2 (cost sert)+ ugp(t) f(t p)
P_ 1 1 p_
= % e ‘cog 2t) 7 (cost+  sert)+ usp(t) s e (t 3P sen 2(t 3p)]
h i
1 p_ 1 p_
= % sert % cost+ 7 e tcoq 2t)+ P> usp(t) e ¢ 3P serf 2(t 3p)] -

gue € a solugao do problema dado.

Exemplo 10.4:Encontre a solugao do seguinte P.V.1.:

8

3 Y% y=d(t 2p)cos;
8W®=Q

~ yo) = 1

SoLucAo: Aplica-se atransformada de Laplace em ambos os membros,dimo as condicdes
iniciais e usa-se a formula (10.4), cam 2p, para obter
L y°%y =L[d(t 2p)cos]
$2Y(s) sy0) yYX0)+ Y(s) = cog2p)e 2PS

(106)  (F+V(I=1re P ) Y@= g ve P

Pela formula 6 da tabela, tem-se que

fy=L 1! = sert:

£+ 1

Assim, aplicando a transformada inversa em ambos os merdbr{E).6), bem como a ja
citada formula de inversa d& ganslacao, obtém-se

yty=L Y=L *

ov1 tun®ft 2p)

= sernt+ uyp(t) sent 2p);

que € a solugao do P.V.l. dado.
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1.11 Apendice 1: funges gama e beta

Este apéndice aborda algumas fun¢des especiais.
O exemplo 4.3 mostrou que a transformada de Laplace pargad@in[0;¥)! R de nida
por f(t) = t"ek! & dada por

n!

L thekt = ——
(S k)n+1

s> k:

Em particular, par& = 0, obtém-se a transformada pdia) = t", a qual & dada por

n!

L) = Gy s> 0

Particularizando mais uma vez, tomamgle 1 e usando a de ni¢cao de transformada de
Laplace, decorre da expressao acima que
Zy
nt= e 't"dt; n> o:
0
A férmula acima sugere uma maneira de generalizar o fatbgiam nimero real arbitrario.
Em geral, denota-se este fatorial generalizadoG{or+ 1).

DEFINICAO: A funcdo gamaG: [0;¥)! R & de nida por

-
L

¥
G(¥)= e 't* dt;
0

Note-se que a funcdo gama & uma funcdo de nida por urtegral e que, no caso, &
impropria. Nao adentrar-se-a, neste texto, no mérdda de nicdo deG e nem sobre 0s
critérios de convergéncia de integrais improprias.

O primeiro resultado da uma importante propriedade sdttispela funcao gama.

Proposi¢ao 11.1:A funcdo gama satisfaz
G(x+ 1) = x G(X):

DEMONSTRACAO: Tem-se, por integrancao por partes, que
Zy Zy Z,
e 1t Ugi= e 'Xdt= lim e 't*dt
0 0 al ¥ o
z a
= lim tfe! lim  xe& Y e 'dt
al ¥ o a ¥ g
z a
= lim 0°¢® a‘e @ + xlm e 't* ldt
al ¥ al ¥ o
Zy
=x e 't ldt=x G(X);
0

G(x+ 1)
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como desejado.

|

Observag@o 11.1:Note-se que

Zy Z 4 a
G(1) = . ettodtz'c!!irri . etdt:;;rri el ;7 lim 1 e a =1
Facax= n, paran2 N, na formulaG(x+ 1) = xG(X). Entao,
G(n+ 1)= n G(n):
Por recorréncia, aplique-se novamente a mesma form@{ap Obtém-se
G(n+t+1)=n G(n)=n G[(n 1+ 1=n(n 1) G(n 1):
Novamente recorrendo a férmula e assim sucessivamertiemese
Gin+1l)=n((n 1) (n 2 [n (n 1)]G(1)= nl;
isto &, a fungdao gama & uma generalizacao naturaltdddhde um inteiro nao negativo.

[]

Para exibir outros valores importantes da funcao gantarseressario calcular o valor de
determinadaintegral que surgira nos calculos feitogaisdsto sera feito no proximo exemplo.

Lema 11.1:Sejaf( ¥;¥)! R umafuncao de nida pof(x) = e X Entao
Zy
e ¥dx= pﬁ:
¥
DEMONSTRACAO: De fato, escrevendo

Zy

entao

(11.1)

1
D=
3

N
e

onde



1.11 Apéndice 1: fungBes gama e beta 95

Z,Z, b
12(a) = e (¥+¥) dxdy

a a
SejamR=[ aa [ aa],
. p_ 2
Di= (xY)2R?j ¥+y & e Dp= (xy)2R*[x*+y ~2a

isto €,D; e D, sao os discos fechados de centro na origem que estad@ssertircunscritos,
respectivamente, no retanguto

Note-se que a area d®, A(D1) = pa?, &€ menor do que a area R A(R) = 4a°. Tem-se
também qudR tem area menor a area Be, A(D,) = 2pa?. Isto &,

(11.2) A(D1) < A(R) < A(D»):

yﬂ

-
N

= v

-/ 2a\-a

/ a \/ECI

Figura 11.1: Gra co da nova regiao de integracao.

Serao usadas as coordenadas polares, dadas por

X = rcosq;
y= rsenqg,
cujo jacobiano dessa transformacab= r, para calcular algumas integrais.
Faga 2z 24\2 zz 24 \,2
I = e (X+y)dxdy e I,= e (X+y)dxdy
D1 D2

Calculando estas integrais, obtém-se

7 .
|1 = e (X+y)dxdy
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1 2 2
=2p = e
2 0
(11.3) =p 1l e a
e
7 -
I, = e (*Y) dxdy
D2
ZP3,2 2p
= e "rdqdr
0 0
p_
_ 2p 1 . 2 2a
2 0
(11.4) =p 1 e

. 2.2\ . . P
Como o integrande (*+y’) g sempre positivo e as areasieD; e D, obedecem a de-

sigualdade (11.2), segue-se que
z

a a
l1 e (X2+y2)dxdy I5;
a a
isto &, usando-se os valores obtidos em (11.3) e (11.4)essgque
z
ple® " Yo () dudv p 1 e?
a a

ou ainda,
ple® 1Xa p1l e .

Observe-se que existe limite paad ¥ no primeiro e Gltimo membros na desigualdade
acima, de modo que existe limite par&d ¥ no membro do central. Assim,

h | h |
. a2 . 2 . 2a2
et e? i@ gmoe e
Mas, por (11.1), tem-se qué = limy, 12(a). Portanto
p_
p 12 p ) 1*=p ) ="

COMo se queria mostrar.

Exemplo 11.1:Um valor importante da funcdo gama@(1=). Fazendo a mudanca de
variaveist = u?, de modo quelt = 2uduy, obtém-se
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Zy Zy
G(=)= tPle = et 2dt
0 0
Zy Zy
1= 2 2
=2 W “ueYdu=2 u lue Ydu
0 0
_ £y u?
=2 e " du

Agora usa-se o valor obtido para a integral dada no lema)(14s%im,
Zy z z
17 ¥ ¥ _
G(=)=2 e Yax= 22 e Ydu= e Ydu= IDp:
0 2 ¥ ¥
Outros valores da fungao gama podem ser obtidos a partialdo G(1=2) = P p. De fato,
segue-se da formuld(x+ 1) = xG(x), dada pela proposicao 11.1, que
P— p_
1 p 3 3 3p
— =)= = — = _ =
5 G(1=) > e G(=) =G 5 +1 5 G(=)

1
GE)=G +1 = =

e assim por diante.
[]
Exemplo 11.2:CalculeG( =) eG( ™).

SoLUCAO: Pela proposicao 11.1, a funcido gama satisfaz

Gix+ 1)= x G ) Gy = S0+ Y

A Ultima expressao acima é usada para generalizar osegalegativos. Assim, fazendo
X= Iz, obtém-se

onde usou-se o resultad@fi=) = 2p p que foi obtido no exemplo 11.1.
Para calculaG( =2), toma-sex= 32 e aplica a férmula anterior. Assim,
p_

G( =+1 2 2 — 4
(=+1) P5 4P

G( =)= - §G( =)= 3

3

onde usou-se o valor de( =) que foi obtido no passo anterior.

[]

Exemplo 11.3:Uma part’cula com massa € atra’da para um ponto x® com uma forga
inversamente proporcional a sua distancia instantée€a Se a part’cula for liberada do re-
pouso, encontre o tempo para que ela alc&hce
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SoLucAo: No instante de tempb= 0 a part’cula & colocada sobre o eikemx = L, onde
L > 0. Seja0 a origem. Pela lei de Newton, segue-se que

dx k
11.5 m-—= -
(11.5) dt2 X
ondem & a massa da part'culke> 0 & uma constante de proporcionalidade.
Seja

a velocidade da part'cula. Entao,

Z Z Z Z
mvy: l—( ) m vd—vdxz k % ) m vdv= Kk %
dx X dx X X
ou seja,
m V2
(11.6) > = k Inx+c
Comov= 0 emx= L, segue-se que
2
m20 = kInL+c ) c= k In(L):
Assim, , ,
m v m v L
— = k Inx+ k In(L) ) T—kln <
ou ainda, r s
2k L
2=k ) v= = In =
m X m X

Escolhe-se o sinal negativo na expressao acima, poisgstoca que x decrescente quando

t cresce, isto &,

r S
2k
m

In

L
11.7 = -
( ) v X

Agora determina-se o temgotomado pela part'cula para ir de= L atéx= 0. Da relacao
V(X) = dxdt, segue-se quet = dxsy(x). Assim,
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(11.8)

Faca a seguinte mudanca de variaveis:

In

donde segue que

Z o dx
T P 2kem P In (=)
3 Zo 1 dx
= In (=)
gt dx
T2k 0 Vin(sy
§ =u ) x=L e

dx= L e Ydu

de modo que os novos limites de integracao sao dados por

L
= = —
x=0 ) u=In 0

L
-+ ¥ e Xx=L ) u=In L =Ilnl=0:

Substituindo-se em (11.8), resulta em

0 6=

(pelo resultado do exemplo 11.1)
r__

m PpP—
L
r
mp
L X

99
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DEFINICAO: De ne-se afuncéo betgor

L

1
By = t* 1@ oY, (xy> 0):

Proposi¢ao 11.2:A fungao beta satisfaz as seguintes propriedades:

(@) B(x;y) = B(Zy, X);

(b) B(xy) = 2 Opq(ser\tri)2X ' (cosq)? *dg.

DEMONSTRACAO: Para a parte (a), faca a mudanca de variaveisl t, de modo que os
novos limites de integracao sao dados por

t=0 ) u=1 0=1 e t=1 ) u=1 1=0:

Assim,
Z

1
B(x;y) = . tX 1@ t)Y ldt
VAN
(1 w*?!u ldu
1

Zy
(1 u*?!u ldu

Zy
u @ uwX ldu

= B(Y;X):

Para a parte (b), faz-se a mudanca de variaveisser?q, donde segue qudt = 2serg
cosgdq. Segue-se da’ que

seng=t ) g= arcsen t :

de modo que os novos limites de integracao sao dados por

t=0 ) qg= arcsenG 0 e t=1 ) q= arcsenrg
Portanto,
Zy
B(xy)= t*1 (@ t)Y ldt
0
Z p=2

= senzq x 1 1 senzq y 1 (2semg cosg)dqg
0
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Z poh i, h iy .

=2  (serg)’ (cosg)® ~ ~ (seng cosg)dg
0
Z »h i h i

=2 (seng)® 2 seng (cosq)? 2 cosq dg
0
z

=
=2 (seng)® ' (cosg)¥ *dg;
como desejado.

Proposi¢ao 11.3:A funcao beta pode ser representada em termos da fuagda dg seguinte

maneira: 600 GWY)
X Y,
= 2 LY v> 0):
BV = Gixw y) (xy>0)
DEMONSTRACAO: Por de ni¢cao, a funcdo gama é dada por
Zy

G(¥)= t*le tdt
0

Introduzindo a mudancga de variavers u?, de modo quet = 2udu obtém-se
Zy Zy ) ,
X
Gx)= t*letldt= 2u W e “du

0 0

Zy ,

=2 uu*?e Ydu

0

Zy ,

(11.9) =2 u¥*leYdu

0

Analogamente, fazendo= v, de modo quelt = 2vdy, obtém-se
z z
¥ t ¥ y 1 2
Gy)= tYleldt= 2vV e Vdv
0 0
Zy ,
=2 vv¥?e Vdy
0
Zy ,
(11.10) =2 v¥ le Vidv
0

O proximo passo consiste em realizar o produto eB(re e G(y) obtidos, respectivamente,
em (11.9) e (11.10). Assim,

Zy
G Giy)= 2 uXleWdy 2 v¥1le Yy
0 0
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Zyly
2x 1 u? 2y 1 V2
=4 u e vV e dudv
0 0
ZyZ -
=4 uZ ¥ le (v)qudy
0 0

Usar-se-a coordenadas polares, cujas equacdes saomtzad

(

U= rcosg;
V= rseng:

onde < r< +¥ e 0< g < p=. O jacobiano dessa transformacgao, em valor absolutagé d

porjJj=r.
Assim,
ZyZ
G(x) G(y)= 4 uz 1y 1 e (Wv)qudy
0 o
ZyZ s )
=4 (r cosq)® * (r seg)? 1 r e "dqgdr
0 o
ZyZ )
=4 o rX 1 cosg)®* 1 r¥ ! (seng)¥ L r e "dgdr
ZyZ )
=4 (COSC])ZX 1 (Sem)Zy 1 r2X+2y 1e r dCIdr
0
Zy Z o
= 2 e’ r2X+2y 1dr 2 (Sem)Zy 1 (Cosq)ZX 1dq
0 0
Zy Z s
(11.11) = 2 e " 2% 2¢dr 2  (seng)? ? seng (cosq)® ? cosqdg
0 0

Observe agora que a primeira integral no Gltimo membro #id (3 pode ser escrita na forma
Zy Zy
2 e "y 2 gz g Ay U (n)gr
0 0

= e 2N ongr
0

Fazendd = r?, de modo quet = 2rdr, entdo os novos limites de integracao sao dados por
r=0 ) t=0°=0 e r=¥ ) t=¥2=¥:

Portanto,
Zy Zy
2 e r r2x+2y 2 rdr = e r
0 0
Zy
(11.12) = e ' t0*Y) 1dt= G(x+y):
0

2 2

2 N1 onydr

Além disso, a segunda integral no Gltimo membro de (11pbie ser escrita como
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z

=
2 (sem)? 2 seng (cosq)® 2 cosgdq =
0 .
= (seng)® Y (cosg)®™ D (2 sengcosg) dg
0
z p=2
= serrqg ¥ 1 cogqg X! (2 sengcosqg) dg
0
z p=2

sertg Y1 1 serfg X! (2 sengcosqg) dg:

Na Gltima integral acima, fazende serfq, segue-se quét= 2seng cosgdq. E 0s novos
limites de integracao sao dados por

Portanto,
z p=2
2 (senq)¥ 2 senq (cosq)® 2 cosqdq =
0
Z
= serrfg Y1 1 serfq * ! (2 sengcosqg) dg
0
Zy
= tyl@ txldt
0
= B(y;X)
= (proposicao 11.2, item (a))
(11.13) = B(xy):

Substituindo (11.12) e (11.13) em (11.11), conclui-se que
G(x) G(y) = G(x+y) B(xy);

ou seja, que
oy~ B0 G(y)
B(X,y)_ W’

gue é o resultado desejado.

Corolario 11.1: Tem-se que

L s 1 G Gy

- 2y 1 _ . .
. (sem) (cosq)” “dg= 3 GO+ v) (xy> 0):

DEMONSTRACAO: Pelo item (b) da proposicao 11.2, tem-se que
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Z p=2
= 1
(serg)™ * (cosq)® 'dq= 3 B(xy):
0
Pela proposicao 11.3, tem-se que
= X GK)
I = TGy
Portanto, 7
= x 1 2y 14, _ 1 G G(y)
0 (senq) (cosq) dg= 2 G(x+y)

Exemplo 11.4:Mostre que:

1 1 3 1 p_—
(@G k+§ = k > k 5 > p;
3 1 1 1 p_—
(b) G k+§ = k+§ k 5 5 p.

SoLUCAO: Pela proposicao 11.1, a funcio gama satisfaz a segigirula:
G(x+ 1) = x G(X):

A férmula acima sera usada em recorréncia, isto &, apliaada seguidas vezes. Assim,
parte-se do valdk até quek se torne nulo, cando-se apenas c@(=).
Para a parte (a), tem-se

Gk+%=Gk%+1
“’ém'k%c;k%
:k%Gkg+1
f°£m'k%kgc;kg
:k%kgGkg+l

(continuando o processo, chega-se a:)
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1
G 3

p

NI NIl
NIWw DNIw
NIk NI

p;
onde usou-se o resultado obtido no exemplo 1G(kR) = P p.
Para a parte (b), tem-se

Gk+g =G k+% +1
N
= k+% G k % +1
Wk kS Gk
= kty k5 G koo o+1
féém'k+% k% kgGkg
= k+% k % k g G k g 1

(continuando o processo, chega-se a:)

_ 1 1 3 1 1
= k3 kg k3 363
_ 1 1 3 1p_
= k3 kg kg P

onde usou-se o resultado obtido no exemplo 1G(kR) =

Exemplo 11.5:Mostre que

Z o 7 sen2 N é par

= p=2
sen'gdg = cos'qdg =
0 0

8

5135 (n 1)3
246 n 2

3

246 (n 1)’

135 n sen2 N é ‘mpar

SoLUgAO: Pelo corolario 11.1, tem-se que
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z

" (sera) 1 60 GW)

2 G(x+vy)

FacaX 1=ne? 1=0.Assimx= ()= ey= 1= Tem-se:
Z p=2 Z p=2 0
segdg=_ (seng)" (cosq)” dq
0 0

h(n+1)i 1
G =5 G3
Gl(m+1)= + =]

[

N

h i
G "2 G}

1
(11.14) == h i
2 (n+2)
G 2

Agora considera 2 N par, isto &€, um numero da fornme= 2k. Substituindo em (11.14),
obtém-se

= taag=} O G
o Senqda= 3 G 2
h [
2 G"(2k+2)

1 1
1Gk+E Gz

2 G(k+ 1)

= (pela observagao 11.1) e parte (a) do exemplo 11.4
_1 k3 k3 363 Gj3
2 ki
__ k3 k5 1 3G5 Gj;

2k (k 1) (k 2 1
= (pelo exemplo 11.1)

P— P
_k3k3 3 PP
2k (k 1) (k 2 1]

_it@k oy @k 3 Lp

k(k 1) (k 2 1 2
T(2k 1) 3 (% 3 3D
2k (2 2 (2 4 312

NI
NI
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(k 12k 3) 1 p

T2k (2K 2 (4 4 2 2

_ 135 (% 1) p
T 246 2k 2

gue mostra a primeira parte.
Para a segunda parte, faga 2k+ 1, isto €, um namero ‘'mpar. Substituindo em (11.14),
encontra-se

(n+1)
O
2 g ™2

NI

Z po

) ser'qdq
0

h i
G (2k+21)+1 G

Nl =

_1 h i
) T2kt 1)+ 2
G =
1 Gk+1) G 3
2 Gk+3

= (pela observagao 11.1)

1 kl G
2 G k+

NIW (NI

k(k 1)k 2 1 1
3 G 3
Gk+§ 2

NI =

= (pelo exemplo 11.1)

1k ) (k 2 1p_
2 G k+ 3 P

= (pela parte (b) do exemplo 11.4)

1 k(k D(k 2 1 p
2 k+i ki LVPp P
1k D) (k2 12@
2 k+3 k 3 3 °p
_1k(k D) (k) 1
2 k+i ok i 4
k(k D (k 2 1

k+3 k 3 1
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3 () 3(2% 2 3k 2 302
T (2k+1) 1 (2 1 A ¢)

2k (2k 2) (2k 4 2

T (2k+1) (k 1) 1

246 2
135 (k+1)

gue mostra a segunda parte.

Resta mostrar que os resultados acima valem para a integcalddy. Fazendo a mudanca
de variaveigy = r= a, segue-se quéq = da, de modo que o0s novos limites de integracao
sao dados por

Portanto,

|
%
®
=
9
o
Q
I

[sen(r= a)]"da

Z
= ° [sen(pr=2) cosa +( sera) cos(p=2)]"da

Zyo

= [1 cosa+(sema) 0]"da
=

cod'ada;

=
ZPZZ

= cos'ada:
0

Como a variavel de integracao & “muda”, isto &, naodrnga letra usada que o valor da
integral nao muda, segue-se que o valor da integral d&gcédgual ao valor da integral de
sen'g. Portanto, mostrou-se que

Z o 7 sen2 N é par

= p=2
ser'qdq = cos'qdg =
0 0

8

5135 (n 1)3
246 n 2

3

246 (n 1
135 n

sen2 N & ‘mpar
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1.12 Apendice 2: interpretages f'sicas

Considere uma mola elastica, xa por um dos extremos e gseapa oscilar na direcao
vertical, como estéa indicado na gura 12.0.

Figura 12.0

Suponha que um peso de mass&steja amarrado a mola e que todo o sistema que em
equil’brio com o peso no ponto= 0 localizado a/p unidades abaixo do comprimento natural
da mola. Entao, segundo a lei de Hooke, o0 peso experimerddanga para cima, de modulo
kyo, ondek > 0 & a constante elastica da mola.

Como o sistema esta em equil’brio, esta forca acha-seatieada precisamente pela forca
da gravidade que age sobre o peso. Assim, tem-se

(12.9) Kyo = mg

Suponha que o sistema massa-mola esteja em equil’ brio@ppeo esteja agora submetido
a uma forca vertical adiciondl(t) que pode variar com o tempo. Entao, no terhpcom o
peso a uma distancigt) da posicdo de equil’brio e com a direcao positiva ddda para
baixo, as for¢as que atuam sobre o pesasgalevida a gravidade, k(y Yyp), devidaa forca
restauradora da molafét). Assim, pela segunda lei de Newton, tem-se

myf) = mg ky yo)+ f(t);
de modo que ao aplicar (12.9), resulta em
my% ky= f(t):

Além disso, como o sistema estava inicialmente em repg(gajeve satisfazer as seguintes
condic0des iniciais:
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yo=0 e WO)=o:

Assim, obtém-se o movimento do peso (sistema massa-momad solucdo do seguinte
P.V..:

8

3 my% ky= f(t);
8W®=Q

~ yY0)= O:

Usando o método da transformada de Laplace, obtém-se

mL (y*)+ KL (y) = L[f(O)];
m $2Y(9 sy0) YO) +kY(9= F(9);

ou ainda,
(M + K)Y(9) = F(9);

donde segue-se que

1
(12.10) Y(s) = 2k F(s):
Assim,
1 1 ==
Y(s) = m(2+ =) F(s) ) Y(s)= —P pe— o D = 5 F(9)
P — P —
1 kem 1 kem
YO=pe—= —5—> FO )  YO=p= —F— FO:
(M em) o) Py km 2, Ui
Usando a tabela vé-se que
kt pE%
Losen o P _2
m £+ = lem
Portanto,
1 kt
LIy®l=Y(9=L p=— sen —  L[f(t)]
km m
1
=L p— sen — f{(1)
km
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Deste modo, a equagcao do movimento para este sistema gakeseob a acao de uma forca
arbitrariaf pode ser externa sob a forma integral, assim,
1 4t hp__ i
(12.11) y(t) = pﬁn . sen lem(t x) f(x)dx

Nas aplicacdes, a fordqt) comunicada &, em geral, da forma
(12.12) f(t) = Asen(wt);
ondeA e w sao constantes positivas, caso em que a equacao do nmywisgetorna

AZt hp '
y(t) = pk: sen  km(t x) sen(wx)dx
m o

Embora esta integral possa ser calculada por meio de &&ceiementares, € instrutivo
recomecar em (12.10) e resolver o problema diretamensmAs

Y(s) = L [senwt)]

m&+ k
1 Aw
mE+ k 2+ w?
Aw
(mZ+ K)(s2+ w?)

(12.13) =

. . . . P —
Considera-se agora dois casos, ond&eja ou nao igual a km.

CAso 1: suponha quev 6 P lem. Entao,

Aw
(mZ+ K)(+ w?)

pode ser desenvolvida em fra¢Oes parciais. Tem-se:

Aw _ BstC  Ds+E
(MS+ k) (L+ w2 mS+k L+ w?

_ (Bs+ C)(&+ W) +( Ds+ E)(ms + K)
B (M2 + K)(2+ wd)
(B+ D)?+(C+ mE)s?+( w?B+ kD)s+ ( w2C+ kE)
(M + K)(?+ w?)

Portanto,

(B+ D)S>+(C+ mE)S* +( w?B+ kD)s+( w?’C+ kE) = Aw:

Deve-se resolver o sistema abaixo:
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8
% B+D=0
C+mE=0
w?B+ kD=0
w2C+ kE = Aw
Escrevenddd = BeC= mE e substituindo nas duas equacdes restantes, obtém-se
( 2 - ( 2 -0
wB kB=0 ws k B=0;
mw?E + KE = Aw ) k mw? E=Aw

PortantoB = 0, que implica enD = 0. Aléem disso, segue-se que

E- Aw ) C= Amw
Tk mw? Tk omw?
Assim,
V() = Aw

T (m2+ K) (P + w?)

_ Amw 1 N Aw 1
Tk mw2 m2+k k mu? 2+ w2

Aw 1 m

k mw?2 £+ w2 me+k

Usando a tabela e tomando as transformadas inversas, ensent
n I #
r r :

Aw 1 sen(wt) m sen K t
k mw2 w k m '

(12.14) y(t) =
Esta funcao pode ser interpretada como a superposga@sdlacdes de duas frequéncias
diferentes: r

2pE

= e 2ow:
A primeira delas & denominadi@quéncia naturatdo sistema, enquanto que a segunda € a
frequéncia da forca aplicadqt) = Asen(wt). Na gura 12.1 esta esbocado o gra co yg)
guandam= k= 1,A= 3ew= 2.

CASO 2: paraw = P lem. Assim, de (12.13), vem que
p__

V() = Aw _ A lkem
(ms+ (s + w?) (mE+K) 2+ pEn ?
_ Apk:_m _ Apk:_m
C M2+ K[+ (lem)] m& + k

(m&+ K)
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(1) = 2senli) - sen(21)

[

Figura 12.1
r
P — A m k p__
_ Am kem m_ A km
T (m2+ k2 m2+ k2 (m2+ k)2
_ AP i s
" s (m2+ k)2
Mas, como
L1 S - L1 1 E 1
(m2+ K2 2m ds m2+k
— 1 1 1
"'t ek
r !

t K
—p— sen —t
2m km m

pode-se usar a formula da convolugao para se obter
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! r— !y 7 r_ #
- A p—x cos K X o+ p—l tcos K X
© 2m P m . em 0 m
" r o I
= A p—t cos E t + p—o cos O+
~ 2m fem m e
r ! t#
+ pl— pl— sen K X
kem - kem m o
! r_ ! # " r _ #
-2 1 sen L t sen0 A p—t cos K t
© 2m kem m 2m " ien m
! r_ | r r _#
—Amsen Et thos Et
“2m k m k m
onde se fez uma integracao por partes com
8 8
Su=x ) < du= dx
dv=seannxd>c v= plﬁcos kem X
Logo,
r_ ! r_ !
A k A k
12.1 Y= — — 1 -
( 5) y(t) 2ksen - X Epﬁn cos - X

Portanto, quando a frequéncia aplicada é igual a fregiagatural, a amplitude das oscilacdes
cresce com o tempo e a mola se estende, en m, além do sea kfagtico (vejaa gura12.2,
eshbocada parA= k= m= 1). Este fendbmeno & conhecido comgsonancise & importante
em varios problemas de F’sica.

Situacao bastante diferente surge se tentar achar astaspeste sistema quando o peso
recebe um golpe brusco, na direcao vertical, no tetsp@, coma 0. Para obter a equacao
do movimento, neste caso, introduz-se a funt@e nida por

8
30 0Ot a
(12.16) f(t) = 5 I=; a<t<a+c
0; at+c t;

ondec & uma constante positiva arbitraria.
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Wy = Ca)sent - (A)lcost

Figura 12.2

Fisicamentef representa uma forca de moditoque age sobre o sistema durante um tempo
e, assimf comunica ao sistema ummpulsototal de 17

Concorda-se agora que a descricdo matematica da &itfajca descrita pelas palavras
“golpe brusco” se obtém aplicando-se uma forca que agenpervalo de tempo arbitraria-
mente pequeno, mas comunica um impulso predeterminadenawariagao do momento, ao
sistema. Este problema vem a ser, entao, o de determinanpoctamento da solucadt) de
(12.11) quandd é como acimae! O.

A substituicao de (12.16) em (12.11) resulta em

8

0; 0t a

" I#
1%ac 1 "X
— p—-sen —(t x) dx a<t<a+c;
(12.17) f(t)y= _C a km m
" r__ I#

%EZt pl—sen —(t x) dx atc t
- C a Wn m .

7 Diz-se que uma forca constante de modtlaagir sobre um objeto de masa@ort segundos comunica uimpulso

| = F t ao objeto. Comd = ( d=dt)(mv), ondev & o mddulo da velocidade do objeto (segunda lei de Newsag)e-se
que, quanddé & constante, a variacdotal do momentanvdo objeto & igual ao impulso. Neste estudo, admite-se, por
guestao de comodidade, que 1.
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Passando o limite pa@ 0, obtém-se a solucao

8
30 ., 0t &
r #
(12.18) Y= _ 1
3 p— sen —(t a) ; t>a
" km
Masyp(t) também & solucao do P.V.I.

8
3 my% ky=0;
8W®=Q
@)= =m

e, como tal, pode ser interpretada como a resposta de umapesdda a qual se aplica um
momento unitario ent = a (isto &, my{a) = 1) e se larga em seguida. Segue-se que, nesta
situacaoyo(t) pode ser interpretada como que surgindo de um impulsorimitsstantaneo,
comunicado ao sistema @m ae o problema ca resolvido.

Para melhor compreensao sobre o que foi dito aqui, recomeméstudar as sec¢des sobre a
transformada de Laplace do produto de convolucao, beno @osecao sobre o delta de Dirac.

Sistema meénico

Considere uma massasuspensa por uma mola que esta rigidamente presa em umasde su
extremidades. A posi¢ao de equil’brio & denotadaypor0, o deslocamento para baixo & rep-
resentado poy > 0, enquanto o deslocamento para cima é representagopOr Alem disso,
sejam:

(i) k> 0 a constante elasticca da mola segundo a lei de Hooke;

(i) aydt) a forca de amortecimento devido ao meio (por exemplo, @adea> 0, isto &, a
forca de amortecimento & proporcional a velocidgdie;

(i) f(t) representa todas as forcas externas atuando sobre

A segunda lei de Newton a rma que a soma das forcas atuarizte sce igual amy’?t), ou
seja, que

mytt) = kyt) alt)+ f(b);

ou ainda, de forma mais simples,
(12.19) my?%+ ayP+ ky= f(t):

A equacgao acima é chamadaetpiacdo do moviment8ea = 0, 0 movimento & chamado
ndo amortecidoSe f(t) O (isto &, sem forcas externas), 0 movimento &€ chamadivrée
caso contrario & chamado figcado.
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OSCILADOR COM AMORTECIMENTQ Suponha que a maseaparta do repouso na posi¢cao

yo. Entzoy(0) = yo e y{0) = 0. Assim, o modelo matematico para o oscilador com amerteci
mento partindo do repouso € dado pelo P.V.l. a seguir:

8

3 M afe k= O
5 ¥(0) = yo;
OB

Aplicando a transformada de Laplace em ambos 0os membr@sneds
mL (y°)+ aL (y9+ kL (y)= 0
m £Y(s) sy0) Y0) +a[sY(s) y(0)]+ kY(9=0
mS+ as+ k Y(S) yoms ayp= 0

ms + as+ k Y(s) = yo(ms+ a);

ou seja,
+ +
Y(s) = Yo(ms+ &) _ Yo(ms+ a)
m<+ as+ k a k
m &+ — s+ —
m m

A Ultima expressao pode ser manipulada, completandoggmdrado do denominador. As-
sim,

a k a a k a2
+ — s+ —= + - s+ — + — —
s mS m s mS 4P m 4
a 2 k a2
= + — + - —
s 2m m 4
Deste modo, 2
~ Yo ; ms+ a z
Y(s)= —
©% 2, a2, k&
2m m 4nm?
Agora usa-se a formula 8 da tabela,
As+ B
LI "2 = =k A coqwt)+ sen(wt) w6 0);
com r
a a2
A=m B=a k= — e w= — —
2m m 4n?

Aqui €& preciso ter um cuidado especial: com as hipotesgasjaao &€ poss'vel a rmar que

w6 0 e, assim, também nao se sabe que o radicando que deénpositivo (caso contrario,
nao existe a raiz quadrada). Mas observe que, se
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a kK
4m¢ m
entdo o radicando € positivo, e assinesta bem de nido e que sevaé 0. Assim,
2 2
a k a
4 8 < <k a? < 4km
4m2 m ) 4m )
Assim, se 0 amortecimento for pequeno, erthe 4km Alem disso, fazendo
k a2
== — w= wé 0
m  4m? )
a expressao pahqs) careescrita com
2
ms+ a
v(g= 2§ o £
m 2y 2 2

2m
e agora a formula 8 pode ser usada para concluir que

Yo

+
y(t) = e (a=2m) t mcog wt) + W sen(wt)
m w
_ Yo o (=mt L2 wt
o e mcogq wt) w sen(wt)

h i
a
=yo e ) coqut)+ oo sen(wt)

1.13 Exerc’cios propostos

Exerc’cio 1: Encontre a transformada de Laplace para

1; se 0 t<p;
F(t) = P
0; sep t<¥:

Exerc’cio 2: Encontre a transformada de Laplace para a funcao
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—+

se 0 t<1;
[ se 1 t<2;
se 2 t<¥:

f(t) =

"W /AW 00

o N

Exerc’cio 3: Encontre a transformada inversa de Laplace para a funcao

3s
£ s 6
Exerc’cio 4: Use a transformada de Laplace para resolver o seguinte P.V.|
8
3 0% 3%+ 2y = 0;

8W®=L
- YA0)=0

F(s =

Exerc’cio 5: Use a transformada de Laplace para resolver o seguinte P.V.I

8
3 Y 2% 2y= cos;
S YO=1
" Y0)=0

Exerc’cio 6: Encontre a transformada de Laplaéés) = L[y(t)] do P.V.l. abaixo. Nao &
preciso encontrar a transformada inversa.

(

%yOQk4y: 1; se 0 t< p;
0; se p t<¥;

y(0) = 1;

“y0)=0

Exerc’cio 7: Encontre a transformada de Laplaéés) = L[y(t)] do P.V.l. abaixo. Nao &
preciso encontrar a transformada inversa.

8

3t se 0 t< 1;
82 t; se 1 t<2;
"0 se 2 t<¥;

%wm—

W)=

Exerc’cio 8: Expressef (t) em termos da funcao de Heavisial€t), onde
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se 0 t<3;
se 3 t<5;
se 5 t<7;
set T

f(t) =

WA AW 00

ENMND O

Exerc’cio 9: Expressef (t) em termos da funcao de Heavisial€t), onde

t2: se 0 t< 2
£(t) =

1; set 2

Exerc’cio 10: Expressef (t) em termos da func¢édo de Heavisiggt), onde

8
%t se 0 t< 2
2; se 2 t<5;
f(t) =
E? t: se 5 t< 7
. O;

set 7.

Exerc’cio 11:Encontre a transformada de Laplace para a fungao

(
f(t) = 0; set< 2;

t 2% set 2

Exerc’cio 12:Encontre a transformada de Laplace para a fungao

(
f(t) = 0; set< 1;

t2 2t+ 2 set 1

Exerc’cio 13:Encontre a transformada de Laplace para a fungao

8

30 se t< p;
f(t):gt p; sep t<2p;

-0 set 2p:

Exerc’cio 14:Encontre a transformada inversa de Laplace para a seguirgad:

Exerc’cio 15:Encontre a solu¢do do seguinte P.V.1.:
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8 (
1; se 0 t< 3p;
% YOO y =
0; se P t<¥:
y(0) = 0;
- Wo)= 1
Exerc’cio 16:Encontre a solu¢do do seguinte P.V.1.:
8 (
§y°0+2y°+2y: 1; sep t<2p;
0; se 0 t<p e t 2p:
y(0) = 0;
- Wo)= 1

Exerc’cio 17:Encontre a solu¢do do seguinte P.V.1.:

8

3 Yo% dy= sert+ up(t) sent p);
8W®=Q

- YWo)= 0

Exerc’cio 18:Encontre a solu¢do do seguinte P.V.1.:
8
3 Yo y= Usp(t);
8W®=L
- yWo)= 0

Exerc’cio 19:Encontre a solu¢do do seguinte P.V.1.:

(

8

t=: se 0 t< 6
% yOQr y=

3; set 6:
y(0) = O;

- yo) = 1:

Exerc’cio 20: Encontre a solu¢do do seguinte P.V.1.:
8 (

§y°°+ P+ §y= sert; se 0 t<p;
4 0; set p:

y(0) = 0;
- y0)= 0:
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Exerc’cio 21: Encontre a solugao do P.V.l. abaixo:

8

3% dy=d(t p) d(t 2p);
SW®=Q

* y0)= 0:

Exerc’cio 22: Encontre a solugao do P.V.l. abaixo:

8
3y® y= 20d(t 3);
8W®=L
- yWO0)= 0

Exerc’cio 23: Encontre a solu¢ao do P.V.l. abaixo:
8

3 Y°% 4y=d(t 4p);
¥(0) = =;

- yWO0)= 0

Exerc’cio 24:Encontre a solugcao do P.V.I. abaixo:

8
3 Y% y=d(t 2p) cost;

8W®=Q
“Wo)= 1
Exerc’cio 25: Encontre a solugcao do P.V.l. abaixo:
8
3 Y% y= us(t)+ 3d(t 3e=)  upp(t);
8W®=Q
- yWO0)= 0

Exerc’cio 26: Encontre a transformada inversa de Laplace para a seguirgad:

1
NI

Exerc’cio 27:Encontre a transformada inversa de Laplace para a seguirgad:

1
(s+ 1)2(2+ 4)

F(s) =
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Exerc’cio 28:Use 0 método da convolugao para resolver o seguinte:P.V.|

8

3 Yo% w2y = g(b);
SW®=Q

* yRo) = 1

Exerc’cio 29:Use o0 método da convolugao para resolver o seguinte:P.V.|

8

3 Y% 4yO+ 4y = g(t);
8W®=Z

W0 = 3

Exerc’cio 30:Use 0 método da convolugao para resolver o seguinte:P.V.|
8
3 y°% 3y%+ 2y = coqat);

y(0) = 1;
© yWO0)= o

Respostas

1 e PS

Exerc’cio 1: F(s) =

1 2e S+e %

Exerc’cio 2: F(s) =

)
Exerccio 3: f(t) = §e3t+ ge 2.
t

Exerccio4:y(t)= 2e ' e %

cost 2sert+ 4elcost 2elsen :

gl =

Exerc’cio 5:y(t) =

S 1 e Ps
+
P+4 g+ 4)

Exerc’cio 6:Y(s) =

1 2e S+e %

Exerc’cio 7:Y(s) = S(F+ 1)
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Exerc’cio 8: f(t)= 2us(t)+ 4us(t) uy(t):
Exerc’cio 9: f(t) = t2+ up(t) 1 t2 :

Exerc’cio 10: f(t) = t+ up(t)(2 1)+ us()(5 1) ur(t)(7 1):

. 2e ®
Exerc’cio 11:F(s) = 3
- e S &+2
Exerc’cio 12:F(s) = — s
e Ps 2ps

Exerc’cio 13:F(s) = & (1+ p9):

2
Exerc’cio 14: f(t) = up(t) senl2(t 2)]:

Observe que:

Senh(_ex eX e 1 1 e
T2 28 2ex

Exerc’cio 15:y(t)= 1 cost+ sert ugp(t) (1+ cost):

h i
. 1
Exerc’cio 16:y(t)= e ! sernt+ > up(t) 1+e @ P cost+e ¢ P sent
h i
1
5 U 1 e 20) cogt e 2P sent :

t

Exerc’cio 17:y(t) = % [2sert  sen(2t)] Up(t) [2sert+ sen(2t)]:

ol =

Exerc’cio 18:y(t) = cost+ uzp(t) [1 cogt 3p)]:

: 1 1 1
Exerc’cio 19:E sert + > t > ug(t) t 6 sent 6)]:

Exerc’cio 20:y(t) = h(t)+ up(t) h(t p), onde
h [

4
h(t) = [ Acod+ sert+4 te = cot+e = sert :

Exerc’cio 21:y(t) = % up(t) sen2(t p)] % Upp(t) sen2(t 2p)]:

Exerc’cio 22:y(t) = cosit 20 ugz(t) senht 3):

Observe que:
o € €X_ & 1 1 e
2 28 2eX
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e
= g+eX e+1 1+e X
COSIX= 5% 2& ™ 2ex
. 1 1
Exerc’cio 23:y(t) = 5 coq2t) + 5 Ugp(t) sen2(t 4p)]:

Exerc’cio 24:y(t) = sert+ upp(t) sent 2p):

Exerc’cio 25:y(t) = U(t)[1 coqt r=2)]+ 3 us(t) sen(t 3p=)
Up(t)[1 cogt 2p)]:

Z t

(t x)3serxdx

Exerc'cio 26:f(t) = = (t°) (sert) =

(o2
ol
o

Zy

t xe ©¥sen2x)dx
0

NI =

te' (sen(2t)) =

NI =

Exerc’cio 27: f(t) =

Exerc’cio 28:y(t) = iser(wt)+ Ef[ser(wt)] g(t)g=
1 1%¢ Y v
V—Vser(wt)+ W o senNw(t x)]g(x)dx

Exerc’cio 29:y(t) = 2e Zite 2+ te ? gt) =
t

2e Z+te 2+ (t xeXt ¥g(x)dx
0

Exerc’cio 30:)é(t)h: 2et e 2+ e t e cogat) =

t
=2e ! e?+ e (X g 2dt X coqax)dx
0
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1 Transformada de Laplace

Nef() =L YF(3)] F(s)= L[f(X]

1. [k ks, s> 0; k= const.

2. [t n2N s s> 0

3. |ekt S s>k

4. |sen(wt) giwz S>0

5. |cogwt) g S>0

6. |ek! sen(wt) (sk++wz; s> k

7. |ekt cogwt) (ssk)izl:-wz; s> k

8. |eX! Acogwt) + AK*Bgen(wt) (SA%%EWZ; s>kew60
9. |senHwt) g S> W
10.|cosh{wt) o S> W

11.|eXt senhwt) sHrwe S Kk

12.|ekt cosHwt) (Ssk)izsz; s> k

13.|ekt A coshwt) + A%* B seniwt) (SA%%BWZ; s>kew6 0
14.1t" ekt n2 N W s> k

15.|ekt f(t) F(s K

16.|f (kt) IF(s=); k>0

17.|uc(t) e >0

18.{uc(t) f(t ¢ e °F(s)

19.|d(t)= d(t ©) e

20.ld(t ©) f(t) e S f(o)

21.f(t) g(t) = Réf(t X) g(X) dx F(s) G(9

22. R;f(x) dx IF(9 gRg‘f(t) dt
23.|qt) sF(s f(0")

24.|199) LF(9 sf(0*) fo0*)
25.t" f(t) ( DH"F((s)

26.[( )" f(t) F(V(g)

27.|f(= R;‘ F(x dx  seexiste lim[f(t=]




Cap’tulo 2
Seéries de Fourier

2.1 Introducao

Estas séries surgiram quando J. Fourier usou 0 métod@edes@o de variaveis para resolver
a equacao do calor. Neste cap’tulo estuda-se as serkesutlier por si s6. A questao central na
teoria das séries de Fourier & saber quando & posspresentar uma dada fun¢ao por meio de
uma série in nita envolvendo um conjunto prescrito de e

Quando se estuda certos problemas de valores de contoomaugrcsurgir a necessidade de
representar fun¢des por séries. Por exemplo, algutdginas da da f'sica-matematica indicam
a necessidade de saber se uma funcadrg@L]! R pode ser representada na forma abaixo:

¥ h [
n npx
(1.1) f)= 2+ ] acos X 4 p,sen TP
2 7 L L
A expressao ¢ h i
A o npx npx
——+ 4 n ——
> 21 an Cos 3 b, se 3

é ditasérie trigonométrica.

A série de Fourierpbjeto de estudo deste cap’tulo, € uma série trigormcagbnde os coe-
cientes guardam estreita relacao com a fun¢adadaa priori. Por outro lado, existem séries
trigonomeétricas que nao sao séries de Fourier. Istp\gsto na se¢ao 2.11, onde sera apresen-
tada e estudadaidentidade de Parseva que demonstra, como aplicacao de tal identidade, o
gue foi a rmado.

2.2 Fungdes perbdicas

DEFINICAO: Uma funcadof : R! R diz-seperiodicadeper'odo Tsef(x+ T) = f(X) para
todox2 R.

127
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Exemplo 2.1:As fungbesf;g: R! R, denidas porf(x) = sernx e g(X) = cosx, sao
periodicas de per'odb = 2p.

De fato, tem-se que
f(x+ 2p) = sen(x+ 2p) = serx cosPp+ senh CoX
= sernx 1+ 0 cosx= semx= f(X);

paratodx 2 R.
Da mesma forma,

g(x+ 2p) = cogX+ 2p) = COSX COSP Sernx sen

cosx 1+ serx 0= cosx= g(X);

paratodx 2 R.
]

O leitor podera veri car que o valorgitambém representa um per’odo para as fun¢des seno
e cosseno. De fato, se uma fungao é periodica, entgmstaui varios per'odos. Na verdade, nao
h&a problema algum em funcdes periddicas possureiosger odos. Alias, esta propriedade
das funcdes perioddicas, aléem de (til, desempenhariapte papel, em particular no estudo das
séries de Fourier.

Neste ponto sera introduzido o conceitopi’ odo fundamentalnicialmente, observa-se
que, sel & um per'odo para a fun¢dg entdo I também & um per’odo para a meside
fato,

f(x+ 2T)= f[(x+ T)+ T]= f(x+ T)= f(X):

Outro caso também merece atencaof ge periddica de per'odd, entdo T também é
per'odo pard. Com efeito,

f¥)= fl(x T)+T]=1x T) ) fix+( DI= f(x);

mostrando qudé também é periddica de per‘oddr .

Estas duas situa¢cdes mostram que uma mesma funcaogrodegios per‘odos, positivos e
negativos. Mais ainda: de maneira mais geral tem-se quk,ésem per'odo para a funcdq
entaokT também & um per’odo pafaondek & um inteiro positivo, negativo ou nulo. Para ver
isso, basta usar indugao é&mrDe fato, suponha quké periddica de per'odd e que a mesma
seja periodica de perodd, isto &, quef(x+ kT) = f(x). Assim,

fx+(k+ D)T]= f[x+(kT+ T)]= f[(x+ T)+ KT]

= f(x+T)= f(X);
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onde usou-se a hipbtese de indugao no penultimo passa aa peridiocidade dieno Gltimo.
Isto demonstra o que foi a rmado.

No caso acima, qualquer multiplo inteiro do per'adé também um per‘odo. O cake 0
equivale a rmar que 0 € um per’odo deMas, a rigor, 0 nUmero 0 € um per'odo para qualquer
funcao, pois & sempre verdade g+ 0) = f(X) qualquer que sej& e qualquer que seja
a funcaof. Deste modo nao é interessante ter o valor 0 como perd&@ndo o mesmo ser
descartado. Portanto, ao falar sobre per'odo de fung@®-se levar em conta qies 0.

Além disso, também é interessante nao consideravges negativos, visto que seus simétricos
serao também per’‘odos, bastando estes para traba#fmto Sonveniente considerar apenas
per‘odos positivos, deve-se, agora encontrar uma maeixar apenas um entre eles de modo
gue termine a aparente ambiguidade na de ni¢ao de fupeéiodica. Assim sendo, tem-se:

O menor per‘odo positivo € chamado per'odo fundamentalpu simplesmentg@er'odo
guando nao houver davida de que se trata do per’odo fuermiain

Exemplo 2.2:Sejaf : (0;2) ! R uma funcéo de nida poff(X) = x?. Fazer umaxtensio
periddicade f e de per'odd = 2.

SoLucAo: O gra co da funcaof encontra-se abaixo:

\ 4

Figura 2.1: Gra co da fungad.

Inicialmente deve-se observar que uma extensao pesidmiglica dizer que a nova funcao
f esteja de nida para todr 2 R. Tais valores de devem ser divididos em dois grupos: (a)
x= 2k, comk2 Z e (b) os demais valores aeou sejax 2 (2k 2;2k), k2 Z.



130 2 Series de Fourier

Para os valores 2 (2k 2;2k) a funczo deve ser um “espelho” do gra co ¥& ou seja,
deve ser a translacao desta fungao, para a esquerdata.delhor dizendo, a funcao deve ser
(x 2K)? parax2 (2k 2;2K).

Para os valores denos pontos = 2k, comk 2 Z, deve-se ter um cuidado adicional: a funczo
f dada nao esta de nida er= 0 ex = 2. Assim, antes de se fazer uma extensao direta para a
funcaof, deve-se fazer uma extensiofjainda nao periodica, de nindo-se um valor em um
dos pontox= 0 ex = 2. Fixado um destes pontos, por exemple, 0, escolhe-se qualquer
valor para a sua imagem. Aqui sera assumido o valor zeméjstef denota a extensao de
no pontox = 0, entaof(0) = 0.

Observa-se que nao € poss’vel esterfdsimultaneamente nos dois valores 0 ex = 2,
pois a periodicidade esperada pdramplicaria em duas imagens distintas para os pontos da
formax = 2k e, consequentemente, deixaria de ser funcao.

Com estas consideracgdes € poss'vel escrever a eatpagadica da seguinte maneira:

(
(x 2K)?; se X 2<x<2k k22z;

f(x) =
0; se x= 2k:

O gra co da extensao periodidaencontra-se na gura 2.2 abaixo.

Figura 2.2: Gra co da funcad.

[]

Observag@o 2.1:Foi comentado acima que nao é poss’vel fazer uma extiensdal de f
de nindo valores simultaneamente paxa 0 e X = 2, pois a extensao peribdica nao seria
funcdo. A maneira mais simples de ver isso & consideranggbg: [0;2] ! R de nida por
g(x) = x2. Com isso, nota-se facilmente qg@) = 0 eg(2) = 4. Se uma nova extensao, agora
periodica, for feita, entao o gra co sera como na gurd.2
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Figura 2.3: Gra co da extensao periodicafle

Agora basta observar que em cada ponto da formak, comk 2 Z, existem duas imagens,
isto &,g(2k) assume os valores 0 e 4. Deste modo, a extensao perdiéa &€ uma funcao.
Em suma, ndo é poss'vel fazer uma extensao periodiesagdancaay: [0;2]! R de nida por
g(x) = X2.

[]

Exemplo 2.3:Sejaf : R! R umafunc¢ao de nida pof(x) = sen(npx=), onden2 N & xo,
porém arbitrario.

Deseja-se determinar o per'odo fundameiftalara a funcao dada. Assim, para guseja
per‘odo, para toda 2 R, deve-se ter

h i
np npx
sen —(x+T) = sen —
L ( ) L
ou seja,

npx npT npT npx npx
n — —— +sen — —— = sen —
se 1 cos 3 se 1 Cos ] se ]

A Ultima equacao acima é verdadeira para todos os \albeg real. Assim, em particular,
pode-se tomax = L=n para obter

p npT p npT p
— e + — _— = — y
sen > cos 3 cos > sen 3 sen >
p npT p
sen > cos - sen >
gue implicaem
npT
(2.1) cos P = 1.
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Usando a identidade trigonométrica fundamental®gen cosq = 1, com g = (npT)=,
obtém-se
npT npT npT
ser P i 02 P serr P14 12- 1
L L L
isto e,
npT

2.2 — =0
(2.2) sen —- 0

Agora deve-se procurar o menor valor positivoldgue satisfaca as equagoes (2.1) e (2.2)
simultaneamente. Logo, o argumefrte)— deve ser igual af2 Assim,

npT _ 2L
T-® ) TEy

Portanto, o per'odo fundamental de ger=) € T = 2=,

[]

Exemplo 2.4:Analogamente, mostra-se que o per'odo fundamental deres) também é
T = 2=,

De fato, suponha que & um per’odo fundamental da funckoR ! R de nida por f(X) =
cos("p,a), onden2 N & xo, porém arbitrario. Entdo, para tod® R, deve-se tef(x+ T) =
f(x), isto &, h i

cos @(x+ T) = sen@(,
L L
ou seja,
npx npT npx npT npx

c0OsSs — CO0S —— sen sen —— = C0Ss ——
L L L L L

Como a igualdade acima vale para todoeal, basta tomar, em particular= =n, para
escrever

p npT p npT p
cos 5 cos 3 sen 5 sen 3 = cos 5
npT npT
- 1 - = .
0 cos 3 sen 3 0;
npT
(2.3) sen pT =0

onde usou-se os fatos que fBg) = 0 e serfr=)= 1.
Com a identidade trigonométrica fundamental g cos’ g = 1, comq = (npT)=L, obtém-
se

serf ? + cos ? =1 ) 0%+ cos ? =1
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isto e,
npT
(2.4) cos LIS 1:
L
Assim, procura-se pelo menor valor positivo Beque satisfaca as equacodes (2.3) e (2.4)
simultaneamente. Logo, o argumefiten)—L deve ser igual af2, isto €,
npT 2L
= T=—
L P ) n
Portanto, o per'odo fundamental de fws=) €T = 2=,
[]

O leitor deve ter em conta que o objetivo deste texto € estudnalisar as séries de Fourier,
de modo que o estudo das func¢des periddicas que esta todaqui se deve a periodicidade
das fungdes senos e cossenos que aparecem neste tipedeqée foi mostrada através dos
exemplos 2.3 e 2.4. Assim, observando, mais uma vez, quea&agio pode ser representada
por sua série de Fourier, entao & poss’vel escrever

f(x) = %, 5 hancos LA bhsen npX |
2 2 L L

Em virtude da periodicidade das fun¢gdes senos e cosseneérie de Fourier, & poss’vel
questionar se a funcaiy no primeiro membro, também deve ser peribdica, ou seaeciso
saber se a periodicidade fi& uma exigéncia para que faca sentido falar em sua seFeutier.

Antes de responder tal questionamento, &€ preciso obsguero segundo membro da
Gltima igualdade acima, que & a série de Fourier, possoids envolvendo senos e cossenos,
multiplicacdo por escalar, bem como suas somas (e difasgnAssim, & preciso garantir,
primeiro, que somas e diferencas de fungdes periotirabém & uma funcao periddica e que
a multiplicacao de uma funcao periédica por um escajaeriodica.

Os proximos resultados e exemplos a seguir caminham riestaal, tém como objetos exibir
as propriedades satisfeitas pelas funcdes periodieas,como certos cuidados que se deve ter.

Antes, de ne-se as seguintes operacdes algébricas @&mgdes. SejanlX R,a2 R e
f;g: X! R duas fungbes. Entao, por de nicao,

(a (¥ =a f(x);
(f 9= 1 9i;

(f 9= (3 9(x);

)

g ol [para g(x) 6 O]:
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Proposi¢ao 2.1:Sejamf;g: X! R func¢des periddicas de per'odo Entao, também sao
peribdicas de per'odd as seguintes fungdes:

@f g

(b)f g

(¢l f,ondel 2R

(d) f=9, desde queg(x) 6 O.

DEMONSTRACAO: Comof egsao periodicas de mesmo per'obgpara todx 2 R, tem-se
f(x+T)=1f(x) e gx+T)=g(x):

Logo,
(f+g(x+ T)= f(x+ T)+ g(x+ T)= f(x)+ g(x) =( f + g)(x);

0 que mostra qué + g & periodica de per’odb.
Analogamente,

(f 9x+T)= f(x+T) gx+T)=1(x) 9gx)=(f 9)(x);

mostrando qué gtambém & uma funcao periddica de per'ddo

(b) Para todx 2 R, tem-se

(f g)(x+T)= f(x+T) glx+ T)= £(x) g(x)=(f 9)x);

de modo qud gtambém é perioddica de per‘odo

(c) Paratodx2 R el 2 R, tem-se

(I Hx+T)=1 fx+T)=1 fX)=(1 f)X;

mostrando qué f é periodica de per’odb.

Sejaf(¥=y(x), tal queg(x) 6 0, parax 2 R. Tem-se:

f f(x+T) (X f
— (x+T)= = = — (%
g gx+T) 9(x g
0 que demonstra que o quociente entre duas funcdes jpasate per'odd também é periddica
de mesmo per‘odo, mas desde que o denominador nao se anule.

Proposi¢ao 2.2:Sejaf : X! R uma funcao periédica de per'odo Entao o per'odo da
funcaof(ax), ondea6 0 & um nimero real, &=.

DEMONSTRACAO: Sejag: R! R de nida porg(x) = f(ax). Suponha qu® 2 R* seja o
per'odo deg. Entao,g(x+ P) = g(X); isto €,
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flax+ P)| = f(a) ) f(ax+ aP) = f(ax):

Agora faca = axpara obter
f(t+ aP)= f(t):

Deste modoaP também & um per'odo de ComoT & o per'odo dd, entaonT, comn2 Z,
também & per‘odo. Assim, exike Z tal que

aP= KT; k2 Z:

Portanto, T
P=k—
a

Considerando entre todos os valore®deuele que & o menor positivo, tem-se G2 um
per‘odo paray. De fato,
T
a

g x+ =f a x+£ = f(ax+ T) = f(ax) = g(x):

Observag@o 2.2:Na proposi¢ao 2.1, € importante notar que o perbdssumido & qualquer,
isto &, nao & necessariamente o per'odo fundamentah Adisso, deve-se entender que aquelas
propriedades nos itens (a)—(d) sao satisfeitas para ghguimdo e nao para todos os per'odos.
Por exemplo, para o caso da diferenca entre funcdesdieast e g, o que se pode dizer € que,
se existir certo per'od® comum af e g, entao este também sera o per'odd deg. Isto nao
impede que exista outro per'ofpigualmente comum & e g, que nao seja per'odo pafa g.

Em geral, isso pode acontecer quando se toma como per calé pg o per'odo fundamental.
Os proximos exemplos ilustram esta situacao.

[]

Exemplo 2.5:0 objetivo deste exemplo & mostrar que a diferenca de dugdés periddicas
de mesmo per‘odo € ainda periddica, porém com um pedddrente.
Sejamf;g:R! R funcdes de nidas por

f(x)= serx e  g(x)= 4serx coSx:
O exemplo 2.1 mostrou que o per'odofde igual 2. A rma-se queg tem 0 mesmo per'odo
2p. De fato, basta observar que

4dser(x+ 2p) coS(x+ 2p)

9(x+ 2p)

4senx+ 2p) cogx+ 2p) cogx+ 2p)

= 4serx cosX COSX (pois seno e cosseno tém per‘ogy) 2
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Figura 2.4: Gra co da funcad(x) = serx.
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Figura 2.5: Gra co da funcag(x) = 4serx cogx.

= 4serx co€x= g(X):
Agora considere a funcdo: R! R de nida por

h(x)= g(X) f(x)= 4serx co€x serx:

Figura 2.6: Gra co da funcab(x) = sen.

Observe-se que a funcagode ser reescrita na forma

h(x) = g(xX) f(X)= 4serx co€x serx

serx 4cogx 1 = serx 3co€ 1 cogx

serx 3cogx serfx = 3serk Co€Xx serrx

2Serk CoOLXx+ Serx Co€x serrx

= (2serk cosX) cosx+ serx Cosx serPx
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SeNX COSX+ SerXx CO$X seréx

senX cox+ serx cosX= sen(2x+ X)

senX

Assim, pardh(x) = sen¥, basta usar o exemplo 2.2 e torhar p en= 3 emT = 2= para
concluir queh tem como per'odd = 2p=3.

[]

Exemplo 2.6:Este exemplo mostra que o produto entre duas fun¢Oesdieas de mesmo
per‘'odo &€ uma fungao periodica, mas tendo per odntts
Sejamf;g:R! R funcdes de nidas por

f(X) = serx e g(x) = cosx:
Considereh: R! R uma funcao dada pd(x) = f(x) g(x). Assim,

h(x) = f(X) g(xX) = sernx cosx

1
é(ser1>< COSX+ Sernx Ccosx)

1 1
— senx+ X)= = senX
2 i ) 2

Tem-se que o per'odo dee g é igual a P, enquanto o per'odo deé p. Para con rmar
a armacao pard e g, basta consultar o exemplo 2.1. Para a a rmagao sobre’oduedeh,
basta consultar o exemplo 2.2, tomafide 2=, L= pen= 2.

[]

Exemplo 2.7:Neste exemplo sera mostrado que o quociente entre faighmesmo per'odo
€ ainda peribdica, porém com per’odo diferente.
Sejamf;g:R! R funcdes de nidas por

f(X) = serx e g(X) = cosx:

Consideréh: R! R uma funcao dada por

g(X) cosx

Como foi visto no exemplo 2.1f, e g tém per’odo P, enquantd tem per’odg. De fato,
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sen(x+ p)
cogx+ p)
Serx cosp+ senp Cosx
COSX COSp Serx senp

h(x+ p) = tg(x+ p) =

_ serx _ serx
COSX  COSX
= tgx= h(x):

[]

Exemplo 2.8:Este exemplo mostra que existem funcdes periddicas dmmper’odo e cuja
soma entre elas nao possui um per‘odo fundamental.
Sejamf;g:R! R func¢des de nidas por

f(x)= serx e g(X)= cogx:

Antes & preciso determinar o per'odo fundamental paes eitas funcdes. A rma-se que as
funcdesf e g acima tém per'odd = p.

v

-2p P p 2p

Figura 2.7: Gra co da funcad(x) = serex.

v

-2p P p 2p

Figura 2.8: Gra co da funcag(x) = cogx.

De fato, seT &€ um per’odo fundamental paféx) = serx, entao sefx+ T) = serx. Ele-
vando ambos 0os membros ao quadrado, segue-se que a egusacfir deve ser satisfeita:

(2.5) serf(x+ T) = serfx:
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Mas da trigonometria tem-se que

1 cosy
2
Fazendag = x+ T no primeiro membro @ = x no segundo membro de (2.5), obtém-se
1 cod2(x+T)] 1 cog2x)
2 - 2

serf g =

) coq2x+ 2T) = coq2X);
isto &,
coq2x) coq2T) sen(2x) sen(2T) = coq2X):
Em particular, tomandr= p, obtém-se
coq2p) coq2T) sen(2p) sen2T)= cog2p);
ou seja,
(2.6) cog2T)= 1

Pela identidade trigonomeétrica fundamental, g cos g = 1, tomanday = 2T e usando
(2.6), obtém-se

serf(2T)+ cog(2T)=1 ) serd(2T)+ 1%= 1;
donde segue-se que
(2.7) sen(2T) = O:

Assim, deve-se procurar o menor per‘odo posilivande as equacoes (2.6) e (2.7) sao satis-
feitas simultaneamente, isto &,

cog2T)=1 e serf2T) = O:

Portanto,
2T =2p ) T=p:

Isto mostra que a funcai(x) = ser’xtem per'odg. Analogamente mostra-se que a funcao
g(x) = cos xtem 0 mesmo per odp.

v

-2p P p 2p

Figura 2.9: Gra cos das funcddgx) = ser’x eg(x) = cosx.
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Agora consider&é: R! R uma fungao de nida por
h(x) = f(x)+ g(X) = serfx+ co€x= 1:

Deste modo, enquanto as fun¢desg tém per‘odo igual @, a funcadh, que € soma dé e
g, hao tem unper'odo fundamentdpoish & constante e igual a 1).

[]

A proposicao 2.1 deu uma resposta positiva sobre a periadie de somas, diferencas,
multiplicacdo por escalar, etc. para fun¢des peci@sli E através dos exemplos anteriores viu-se
gue se deve tomar cuidado com os resultados a rmados na@tagosicao.

Agora, interessa ao estudo das séries de Fourier sabaresigéncia de periodicidade para a
funcaof dada. Para isso, deve-se observar que, na expressao paraded-ourier, as funcoes
COSSENOs e Ssenos gque aparecem na mesma tém per’'odastdferemo pode ser comprovado
através dos exemplos 2.3 e 2.4, pois o valor do perbdo2l=h muda para cada valor de
n2 N. E na série de Fourier tais fungdes senos e cossenosapesemadas. Assim, & preciso
investigar quando & poss’vel garantir que somas deoksmperiodicas de perodos distintos
€ ainda uma funcao periodica. Note-se que esta situacdiferente de tudo aquilo que foi
estudado até este ponto.

Exemplo 2.9:Este exemplo mostra que a soma de duas fun¢des periaidiqaes’odos dife-
rentes pode ser periddica.

Antes de exibir o exemplo propriamente dito, analisaaseseguinte situacao: considere
duas funcdes$;g: R! R de nidas porf(x) = serxeg(x) = cosx. O exemplo 2.1 mostrou que
as funcded e gsao periddicas de per'odo= 2p, isto &, selix+ 2p) = serx e cogx+ 2p) =
COSX.

Agoradenah:R! R por

h(x) = f(X)+ g(x) = sernx+ cosx:

Assim,
h(x+ 2p) = sen(x+ 2p)+ codx+ 2p) = sernx+ cosx= h(X);

mostrando que a soma de duas funcdes periddicas tamiderspr periodica. Este caso esta,
portanto, em conformidade com o item (a) da prosicao 2.1.

Por outro lado, existem casos em que as fungdeg possuem per’odos diferentes e que a
sua soma ainda podera ser periédica.

Para ver isso, considere, como exemplo, as seguintesdangV: R ! R de nidas por
u(x) = sen(px) ev(x) = sen(2px).

Note-se quel € periddica de per'odb, = 2, pois

u(x+ 2)= senip(x+ 2)] = sen(px+ 2p)
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Figura 2.10: Gra co da funcao(x) = sen(px).

NAAN D AN A DA AN
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Figura 2.11: Gra co da funcae(x) = sen(2px).

sen(px) cog2p)+ sen(2p) cog2x)

sen(px) = u(x):

Observe-se também que peribdica de per'od® = 1, pois

v(x+ 1) = sen2p(x+ 1)] = sen(2px+ 2p)

sen(2px) coq2p)+ sen(2p) coq2px)

sen(2px) = V(X):
Agora considera-s&: R ! R de nida por

w(X) = u(xX)+ v(x) = sen(px)+ sen(2px):
Assim, paratodax 2 R, tem-se

w(x+ 2) = senip(x+ 2)]+ sen{2p(x+ 2)]

sen(px+ 2p)+ sen(2px+ 4p)

sen(px) cog2p)+ sen(2p) cogpx) +
+ sen(2px) coq4p)+ sen(4p) coq2px)

sen(px)+ sen(2px) = wW(X);
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Figura 2.12: Gra co da funcaw(x) = sen(px)+ sen(2px).

mostrando qu& é peribdica de per'odd = 2.
]

O exemplo 2.9 mostrou que a soma de duas fun¢des persdahoa per'odos distintos pode
resultar em uma funcao ainda periodica. O préximo tadolda mais informacdes sobre quando
isso é poss’vel.

Proposi¢ao 2.3:Sejamf : R! R uma funcao periddica de perodgeg:R! R uma
funcao periodica de per'od. Suponha que existam inteirose n tais quemT; = nT,. Entao
a funcaof + g & periodica de per'odd = mT;.

DEMONSTRACAO: ComoT; e T, sdo os per'odos, respectivamente, para as funt@ss,
pode-se escrever
f(x+T)=f(x) e gx+T)= g(x):

Por hipbtese, existemm; n2 Z tais quemT, = nT,. Facal = mT;. Agora deve ser lembrado
que, seT é per'odo de uma funcao periddica, enkdotambém & um per‘odo, on#te2 Z, ou
seja, que se tem

f(x+mh)=f(x) e g(x+nTx)= g(X):

Deste modo,
(f+g)(x+ T)= f(x+ T)+ g(x+ T)= f(x+ mT)+ g(x+ mTy)

= f(x+ mT)+ g(x+ nT2) = f(X)+ g(x)

=(f+9)(x):
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A proposicao 2.3 exige que se tenha inteinos n tais quemT, = nT, para que a soma de
funcdes periddicas seja periodica. Mas

mT=nT ) % = % ,
isto &, o quociente entre os per'odos deve ser racionalquee a soma de func¢des periddicas
também seja periodica.
Isso justi ca o motivo de a funcab(x) = sen(px)+ coq2px) do exemplo 2.9 ser peribdica:
as funcded (x) = sen(px) eg(x) = coq2px) sao periodicas e cujos per'odos sao, respectiva-
mente,T1 = 2 eT, = 1. Assim,

T 2
=== 1 T1=2 Ty
o1 ) 1 2

ou sejam= 1 en= 2 sao os dois inteiros esperados.
Por outro lado, nem sempre a soma de duas funcdes pexrsodiecper’odos diferentes sera
necessariamente periddica. O proximo exemplo exibesésicao.

Exemplo 2.10:0 objetivo deste exemplo & mostrar que a soma de duasdangEiodicas
de per‘odos diferentes pode nao ser periodica.

De fato, basta considerar duas funcdes entre aquelasempaeas no exemplo 2.9: sejam
f;g:R! R duas funcdes de nidas pdi(x) = senx e g(x) = sen(px). Como ja foi visto no
citado exemplof(x) = serx € periodica de per'od®; = 2p eg(X) = sen(px) € periodica de
per‘odoT, = 2.

Agora observe que

== —= p6x:

Denindo h: R! R por h(x) = f(X)+ g(X) = serx+ sen(px), segue-se qué nao &
peribdica, pois amesma & soma de duas fun¢des pea&fdeg cujo quociente de seus per'odos
nao & um racional.

[]

A situacdo do exemplo 2.10 precisa ser melhor esclareuida vez que se esta diante de
uma situacao embaracosa: a soma de fungdes pesodécaer odos distintos pode, ou nao,
ser peribdica. Neste caso, para as séries de Fouries, ftujgdes cossenos e senos nao tém
necessariamente o mesmo per‘odo, tal situacdo naatpereonclusao alguma sobre a perio-
dicidade da funcad dadaa priori.

Por outro lado, o resultado apresentado abaixo sera usadgemplo 2.11 dado a seguir
e que explicara o motivo do exemplo 2.10 ter produzido unmaaspao periddica de fungdes
periodicas (mas de per’odos diferentes).

Proposi¢ao 2.4:Se f & uma funcao diferenciavel e periddica de per'@d&ntdo a funcao
derivada,f® também é peribdica de per odlo
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DEMONSTRACAO: Sejax= a + T para alguma 2 [0; T]. Note-se que para qualquer valor
deh, tem-se

f(x+h) f(x)=f(a+T+h) f(a+T)

flla+ h)+ T] f(a+T)

(2.8) f(a+h) f(a);

onde usou-se a periodicidade flao penulltimo passo.
Tem-se também quk é diferenciavel por hipbtese. Assim, usando a de aiga derivada e
(2.8), obtém-se

f(x+h) (X

f9x) = lim -
_im f@+h  f(a)
hi 0 h
(2.9) = fYa):

A igualdade obtida em (2.9) mostra qtf¥x) = fYa). Masx= a + T. Deste modofqa +
T) = fYa). Porém, coma é arbitrario, segue-se que o resultado & sempre verdaoizia
qualquera. Isto mostra qud°é periodica de per od®.

O préximo exemplo usa a proposi¢ao 2.4 para dar melheneithento sobre o que ocorreu
com a soma de funcdes periddicas (de per'odos disfinfmsser periddica no exemplo 2.10.

Exemplo 2.11:Afuncaof : R! R, de nida porf(x) = senax)+ sen(bx), & periddica se,
e somente sém € racional.

SoLUCAO: Suponha que seja racional, isto &, ondeb 2 Z. Deve-se mostrar qui(x) =
sen(ax)+ sen(bx) &€ uma funcao periddica de per'oBoAssim, ao tomaP = 2p, obtém-se

f(x+ 2p) = sera(x+ 2p)]+ ser{b(x+ 2p)]

sen(ax+ 2ap)+ sen(bx+ 2bp)

sen(ax) coq2ap)+ sen(2ap) cogqax)
+ sen(bx) cog2bp)+ sen(2bp) cogbx)

sen(ax) 1+ 0 cogax)+ senbx) 1+ 0 cogbx)

senax)+ sen(bx) = f(X);
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onde usou-se o fato que seno de multiplo inteiro d& 2ero e que cosseno de mdltiplo inteiro
de 2 éigual a um, isto €,

sen(2ap) = sen(2bp)= 0 e cog$2ap) = coq2bp) = 1:

Este calculo mostra que a funci@ periddica de per'dB = 2p seab & racional.

Reciprocamente, suponha que a funddr) = serax+ serbx seja periddica e que seu
per'odo sejd . Agora deve-se demonstrar ggge é racional.

Observe-se queé uma funcao diferenciavel (alias, in nitamente déaciavel). Pela proposi-

cao 2.4, tem-se que
f9%) = a’senaX) b?senbx)

também & peribdica de mesmo per'ddo
Além disso,

f(0)= senO+ senC=0 e f%0)= a’sen0 b?senC= O:

Logo, pela periodicidade dee % segue-se que
f(T)= f(0+T)= f(0)=0 e fR}T)= f%0+T)= %)= 0
Tem-se, portanto, 0 seguinte sistema:
( sen(aT)+ sen(bT) = 0;
a’sen(aT)+ b?sen(bT) = O:

Resolvendo o sistema acima, obtém-se

a’sen(aT)+ b?[ senal)]=0 ) a> b? senaTm)= 0;

implicando em seaT) = 0O, paraa6 b.
Substituindo na primeira equacao, obtem-se tambémsguébT) = 0 (a 6 b). Portanto,
tem-se que
sen(aT) = sen(bT) = O; paraaé b:

Da’” segue-se quaT e bT sao mdltiplos inteiros dp, isto &,
aT=np e bT = mp; mn2Z,

de modo que
=T np T _n

a_
b - m=r T mp m

mostrando que € racional (pois & quociente de dois inteiros).

[]

No caso do exemplo 2.10, a funch(x) = sernx+ sen(px) tema= 1eb= p, de modo que
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2= 1209

b p

mostrando que esta a funcAmao & periddica. Isto mostra que a questao nao estéioahda
apenas aos per‘odos envolvidos, mas também com os artpswas funcdes senos.

Estes exemplos anteriores tomaram como base funcdes, ggor@m pode-se concluir as
mesmas coisas quando se considera as fun¢des cossemesrasdeixado como exerc’cio para
o leitor.

A partir deste ponto retorna-se as consideracdes sabsérges de Fourier, onde sera anali-
sada a periodicidade da funcd@ue & dada priori.

A proposicao 2.3 diz que a soma de duas funcdes peaddiom per'odos diferentes &
também peribdica, desde que o quociente entre os persmji@ um racional. Sejam

2L 2L
Th= — e Th= —: mé n);
n= m= ( )

dois per‘odos distintos (para as fun¢des cosseno e séna.eEntao,

poism;n2 N.

Isto mostra que faz sentido procurar um per‘odo para afuhfx) dadaa priori e que da
origem a sua série de Fourier.

A ideia a ser perseguida consiste em procurar um per'odegjaecomum a todas funcdes
COSSEeNos e senos que aparecem na série de Fourier e deglisiarase tal per'odo também &
um per’odo pard. Os exemplos 2.3 e 2.4 mostraram que as fungdes

npx npx
CoS —— e sen ——
L L

tém per’oddl, = 2l=n, ou seja, para cada2 N, estas func¢des possuem per‘odos distintos.

Exemplo 2.12:0s exemplos 2.3 e 2.4 mostraram que as func¢des

npx npx
sen —— e CosS ——
L L

tém o mesmo per'odf, = 2l=.

Mostrar-se-a que estas duas func¢des tém um per'odoroogigual a 2. Note-se que a
a rmacao feita diz apenas que estas fun¢des tém, Eattan2 N, um per’'odo em comum, que
nao necessariamente & o per'odo fundamental para caaldelas.

Com efeito, ja foi comentado anteriormente que qualqudtiphd inteiro do per’odo funda-
mental também & um per‘odo. Assim, segue-se desta @lgderquen T, também & per’odo,
de modo que

P=nT,=n —=2L
n

€ um per'odo comum para semwx) e para co§wxy).
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[]

Exemplo 2.13:Suponha qué : R! R & uma funcdo que possa ser representada através de
sua série de Fourier, isto €, que se possa escrever

¥
)= 94 a ancos%% bnsen%(
n=1

Entao, nestas condi¢defse uma fungao periodica de perotic= 2L.
De fato, como foi visto nos exemplos 2.3 e 2.4, as funcdefesL) e sen(npa) tém como

per‘'odo fundamentdl = 2= para cada 2 N. Alem disso, viu-se no exemplo 2.12 gie 2L
€ um per’odo comum a todas estas fun¢des. Assim,

¥ n h i h io
n
f(x+ 2L) = %+ 4 ancos Tp(x+ 2L) + bysen %(X+ oL)
n=1
a fN npx npx i
= —+aq ancos —+2np + bpsen —+ 2np
2 2 L L
a o npx npx
= §+ a ancos — cog2np)+ a,sen T sen(2np) +
n=1
n
+ bpsen %( coq2np)+ b,sen(2np) cos %(
¥ h [
= %+ A ancos X 4 psen %(

onde usou-se 0s seguintes fatos
cogz2np)=1 e serf2np) = O; n2 N:

Isto mostra que (x+ 2L) = f(X), ou seja, que toda funcao que pode ser escrita como sua
série de Fourier € perioddica de per‘odo 2

[]

Na secao 2.3 sera apresentada uma maneira de deterrsioae cientes de Fourier. Para
isSso, sera necessario assumir um tipo de convergéneigpegumita integrar a série termo a
termo, ou seja, passar o sinal de integracao para depamalode somatorio. Em geral, isso
nao é poss’vel, mas se a convergéncia for uniformeoesith. Além disso, a integracao sera
feita em um intervalo muito particula: L;L]. A questado é justi car o motivo para a escolha
deste intervalo.
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O proximo resultado mostrara que qualquer intervalodemdomprimento do per'odd da
funcao periodicd pode ser usado na integracao termo a termo da série deeFgembrando
que isto sera feito na secao 2.3). Ou mais geralmenteaguiegral de uma funcao periodica
de per‘odal tem 0 mesmo valor em qualquer intervalo de comprimé&nto

Proposi¢ao 2.5:Sejaf : R! R uma funcgao periddica de perodice integravel em qualquer
intervalo. Entao, para qualqua2 R, tem-se
Z a+T Z7
f(X)dx= f(x)dx
0

a
DEMONSTRACAO: Sejaj :R! R uma funcao de nida por
Z T
j ()= f(t) dt:
X

Note-se qug esta bem de nida, poig & integravel em qualquer intervalo. Assim, pelo
teorema fundamental do calculo, tem-se que

J= f(x+T) (¥ ) j =0
pois f & periddica de per'odd, isto &,f(x+ T) = f(X).
Comoj {x) = 0, segue-se que(X) & constante. Portanto, tem-se gue) = j (0), ou seja,
Z arT Z7
fdt=j(@=, (0= f(t)dt
0

gue é o resultado desejado.

Corolario 2.1: Sejaf : R! R uma funcao periodica de per'odo= 2L e integravel em
gualquer intervalo. Entao, para qualga&t R, tem-se

Zy Z arL
F(t)dt = £(t) dt:
a L

DEMONSTRACAO: Viu-se na demonstracdo da proposicao 2.5 que a (uh¢dR ! R dada

por
Zyio

J ()= f(t) dt

€ constante, poif & periodica de per'odd = 2L.
Em particular, tem-se qye(0) = j (a L). Assim,
Z o Z(a +aL Z vl
f()dt=j (0)=j(a L)= f(t)dt= f(t) dt;
a L a L

gue é o resultado desejado.
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Corolario 2.2: Sejaf : R! R uma funcao periodica de per'odo= 2L e integravel em
gualquer intervalo. Entao, para qualga&t R, tem-se
Z arL Z
f(t)dt= f(t) dt:
L L

a
DEMONSTRACAO: Pela demonstracao da proposicao 2.5, afujicdR ! R dada por

Z x+ 2L
j(X)= f(t) dt
X

€ constante, poif & periodica de per'odd = 2L.
Em particular, tem-se qye(a L)=j ( L). Assim,
Z a+L Z L+ 2L Z L
f()dt=j(a L)=j( L)= f(t)dt= f(t) dt;
al L L

gue é o resultado desejado.

Usando a proposicao 2.5 com= 2L, bem como os corolarios 2.1 e 2.2, obtém-se, por
transitividade, que
Z at 2L Z 2L Z a+L Z L
f(t)dt= f(t)dt= f(t)dt= f(t) dt;
0 a L L

a

isto ¢

IS0 €, Za+2L ZL

f(ydt=  f(t)dt:
L

a

A (ltima igualdade acima mostra que a integral de umadarfc’ R ! R periddica de
per'odoT = 2L também pode ser calculada no intervalor simétric; L] (e que também tem
comprimento R). Isto ainda nao & su ciente para explicar o motivo da #stale integrar
termo a termo a série de Fourier no intervpld_; L], apenas que uma integracao pode feita
neste intervalo sem alterar valores e a convergéncia. omsera apresentado na secao 2.3,
mas sera plenamente esclarecido na se¢éo 2.5.

O proximo resultado analisa as relacdes sobre peritatiei entre a funcab e a funcag
(que & nomeada dategral inde nida) introduzida na demonstracao da proposicao 2.5 e que
sera util em cap’tulos futuros.

Proposi¢ao 2.6:Sejaf : R! R uma func¢ao periodica de per‘odoe integravel. Entao a
funcaoj :R! R, de nida por Z,
J = f(t)dt;
0
€ periodica de per'odd se, e somente se,

Z7
f(t)dt= O
0
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DEMONSTRACAO: Suponha que
Z7
f(t)dt= 0
0

Tem-se:
Z T Z
J(x+T) j(¥= f(t)dt f(t)dt
0 0

Z o Z T
F(t) dt+ F(t) dt
X 0

z

x+T

£(t) dt;

X

para qualquex 2 R.

Comof & periddica de per'od®; pela proposi¢ao 2.5, tem-se que

Z T Zt
f(t)dt= f(t) dt; 8x2R:
X 0
Portanto, Z ot Z
J(x+T) j(¥= f(t)dt= f(t)dt= 0;
X 0

onde usou a hipbtese assumida. Isto mostra que

Jx+T) j(®¥=0 ) J(x+T)=j(¥);
ou seja, qu¢ e uma fungao periodica de perodo

Reciprocamente, suponha gue periddica de per'odd, isto &, qug (x+ T) = j (X) para
todox2 R. Assim, em particular para= 0, tem-se que
J(M)=j(0+T)=j(0);
ou ainda, z . Z,
f(tydt=j(T)=, (0= f(t)dt=0;
0 0
como desejado.

Observag@o 2.3:Sejaf : R! R uma funcao periédica e integravel. Considere umadaong
Jj :R! Rde nida por 7

= f)de
0

Em geral, mesmo qué seja uma funcao periodica, nem sempre a furjc@era periodica.
De fato, basta tomar, por exemplo, a fungade nida por f(x) = 1+ cosx.
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O graco def encontra-se na gura 2.13.

-2p P p 2p

Figura 2.13: Gra co da fungad(x) = 1+ cosx.

A funcaof & periddica de per'odd = 2p, pois

f(x+ 2p) = 1+ cogx+ 2p)

1+(cox) [cog2p)] (serx) [sen(2p)]

1+ cosx

f(x);

onde usou-se os fatos de que(@m = 1 e ser{2p) = 0.
Por outro lado, um calculo direto gepermite escrever

Zy Z,
j(=_f()dt=(1+ codt)dt
0 0

X
=(t+ sen) o

(x+ senx) (0+ sen(

X+ serx

A funcaoj (xX) = x+ serx nao é periodica, a menos que sua de nicao seja restriien
intervalo espec’ co.
Agora observe o0 motivo para gyienao seja periodica:

Zy Z 5p
f(t)dt= (1+ cost)dt
0 0

2p
=(t+ sen) o
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2pt

-2p +

_3p 1

Figura 2.14: Gra co da fun¢ap(x) = x+ serx.

=(2p+senyd) (0 sen(
=2p60:

Como a integral dd, de O atéT = 2p, & diferente de zero, entao a proposi¢ao 2.6 garante
guej nao & peribdica.

[]

Proposi¢ao 2.7:Sejaf : R! R uma fungao periddica de perodice integravel em qualquer

intervalo. Entao, para que a fungao
z

i ()= Oxf(t)dt kx

seja periodica de per'ododeve-se ter
Zt
k= T . f(t) dt:
DEMONSTRACAO: Para qug seja periodica de per'ododeve-se tef (x+ T)= j (X), isto
© Zy+T Zy
f(t)dt k(x+T)= f(t)dt kx
0

ou ainda, 7 7
x+T X
f(t)dt kx KT= f(t)dt kx
0
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Cancelando o termo comum em ambos 0s membros e desenvolvemegral no primeiro
membro, encontra-se
Z Z s T Zy
f(t)dt+ f(t)dt kT= f(t) dt;
0 X 0

ou seja,
Z T 1 Z T
(2.10) f(t)dt kT=0 ) k= — f(t) dt:
X T X
Comof & periddica de per'odd e integravel, entao, pela proposicao 2.5, tem-se
Z T Zt
(2.11) f(X)dx= f(x)dx para qualquex 2 R.
X 0

Aplicando (2.11) em (2.10), conclui-se que
z
1°T
k= T 4 f(t) dt:

|
Observag@o 2.4:Note-se que, quando= 0, entao
Z X
j(x)= f(t) dt:
0
Portantoj sera periodica de per'odose, e somente se,
Zt
f(t)dt= 0;
0
gue esta em conformidade com a proposicao 2.6.
[]

2.3 Coe cientes de Fourier

Inicia-se esta secao com resultados do Calculo e qa® $g€is naquilo que seguira. Tais
resultados serao apresentados na forma de lema, para sgaTpser citados oportunamente
qguando necessario. Os quatro lemas dados a seguir saecardcomaelacdes de ortogo-
nalidade.

Antes, apresentar-se-a alguns fatos simples de trigomiaqgee serao usados nos proximos
resultados, além de outros. Como os conceitos de paridenpagidade de uma fungao ainda
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nao foram introduzidos, usar-se-a algebrismo para woduis resultados e que serdao usados
neste lema e em outros resultados. Tem-se:

coy X)= cosx e sern{ X)= serx:
Com efeito,
co{ X)=cogd0 Xx)=(cosQ (cosx)+( senQ (sernx)= cosx;
sen( X)= sen0 x)=(senQ (cosx) (semx) (cosQ= sernx;

onde usou-se os fatos elementares da trigonometria:sén@ cosC= 1.

Lema 3.1: Tem-se:

ZL npx ZL npx
(3.1) cos — dx=0= sen — dx
L L L L

DEMONSTRACAO: A demonstracao consiste em calcular as duas integratadiente. Tem-
se:
z
L npx L npx -

cos — dx= — sen —
L L np L L

L
= lser(np) ser( np)]
. %{sen(mo)+ sen(np)]

2L
= o Sennp)=0;

pois seno de multiplo inteiro de & sempre igual a zero.
Para a segunda integral, tem-se

Z, L
L npx
sen — dx= — cos npX

L L np L L

L
= ﬁ[cos(np) coy np)]

L
= ﬁ[cos(np) cognp)]
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Lema 3.2: Tem-se:

ZL
(3.2) cos %( sen @ dx= 0; nm 1:
L

DEMONSTRACAO: Deve-se mostrar o resultado separando em dois casos1 e m6 0.
Param= n, tem-se

Z Z
L npx mpXx L npx npx
cos npx sen mpx dx= cos npx sen npx dx
L L L L L L
Z
= senu cosudu
np

senu - sen(np) sen( np)= 0;
np

onde se fez duas mudancas de variaveis:

npx
u= T e V= Ssenu.

Para o casm 6 n & necessario usar a seguinte identidade trigopnométrica
sen(la b))+ sena+ b)
2 )

que pode ser obtida adicionando-se as formulas do senaordaesdo seno da diferenca.
Assim,
Z

sena cosb =

Z
n m 1-L n m +
cos %( sen %( dx= > sen%u senm( dx
L L

ZL
sen m dx+} sen w ax
L L 2 L L

Z

NI =

L (n m)px L

2(n m)p L L

L (n+ m)px L

2(n+ m)p cos L L

_ L
= chos[(n mp] cod (n mplg

mfcos{(n+ m)p] co§ (n+ m)plg

B L
= choi(n m)p] cod(n m)plg
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L
mfcos{(n+ m)p] cod(n+ m)p]g

L 0 L
2(n m)p 2(n+ m)p

O leitor deve observar que este segundo procedimento dgagteo nao pode ser aplicado
ao cason = m, pois no segundo método o termo m aparece no denominador e que seria
anulado cason= n.

Lema 3.3: Tem-se:
ZL npx mpXx ( L; sen=m 1
(3.3) cos — cos —— dx=
L L L 0; sen6m, nm 1
DEMONSTRACAO: Deve-se dividir a demonstragao em dois casos: n e m6 n. Para o

casom= nsera necessario usar a seguinte identidade trigonimaétr
1+ cosa
cofa = —

gue pode ser obtida adicionando-se a identidade trigommadundamental a féormula do
cosseno da soma, onde nesta Gltima se toma os dois argsneentoa. Tem-se:

ZL npx mpXx ZL npx npx
coSs I cos I dx= Lcos I cos e dx
L
ZL npx
= cod —— dx
L L
Z
1-tL 2npx
= 1+ cos —— dx
2 L L
= 1Z de+ 1Z Lcos 2npx dx
2 L 2 L L
x - L 2npx L
= — + —sen ——

=5l ( L+ iser(@p) ser( 2np)]

2L
=L+ % sen(2np) = L:

Para o casm 6 n, sera necessario usar a identidade trigonométrica
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coda b)+ coqa+ b)

5 ;
gue pode ser determinada adicionando-se as férmulas deremsla soma e do cosseno da
diferenca. Tem-se:

cosa cosb =

Z Z
n
cos hpx cos mpx dx= } cos(n m)px+ cos(n+ m)pX dx
L L L 2 L
Z Z
1-L (n m)px 1-L (n+ m)px
= — A + — A
5 Lcos 3 dx 5 Lcos 3 dx
L (n m)px L
= - @ - +
2(n m)p sen L L
N L (n+ m)px L
2(n+ m)px L L

=_ L fseri(n mpl ser (n mplg+

2(n mp
+ mfseﬂ[(n+ m)p] serl (n+ m)p]g
3 L
= m senn mMp+ m sen(n+ m)p
L L

= 0+ —
(n mp) (n+ mp

onde usou-se novamente o fato de que seno de multiplodrttep € igual a zero.

Lema 3.4: Tem-se:

Z, ( . _ :
n m, L; sen=m 1,
(3.4) sen PX sen TPX =
L L L 0; seném nm 1

DEMONSTRACAO: Para o casmn= n usar-se-a a identidade trigonomeétrica

serfa = 1 coszu,
2
gue pode ser determinada somando-se a identidade triggncafundamental com a formula
do cosseno da diferenca, onde nesta Ultima se toma osrdoimantos coma. Assim, para
m= n, tem-se
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ZL npx mpXx ZL npx npx
sen T sen I dx= sen T sen e dx
L L
ZL npx
= serr —~ dx
L L
Z
1-tL 2npx
= _ 1 cos — d
2 L L
—1Zde 1ZLcos 2npx d
2 L 2 L L
x - L 2npx L
= = —sen ——
2 . np L L

1 L
=5IL (L) lsertp)  ser( 2np)]

2L 2L
L — 2 =L — 0=1L:
e sen(2np) e 0

Para o casm6 n sera necessario usar a identidade trigopnométrica
cofa b) coqa+ b)
2 )

gue pode ser obtida através da subtracado entre as fsmalcosseno da soma e do cosseno da
diferenca. Assim, parm§é n, tem-se

sena senb =

ZL npx mpXx z
sen — sen —— dxX
L L L

L
cos(n m)pX cos(n+ m)pX dx
L L L

Z Z
coSs w ax } coSs w ax
L L 2 L L

NI =

NI =

L (n m)px L

2(n m)p sen L L
L
L e (n+ m)px
2(n+ m)px L L

B L
—Wfsed(n m)p] serl (n m)plg

mfser{(n+ mp] sen (n+ m)plg
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senn m)p sen(n+ m)p

(n mp (n+ m)p

L L
(n mp) (n+ mp
onde usou-se, mais uma vez, o fato de que seno de multipiodmtep & igual a zero.

Observag@o 3.1:0s quatro lemas, enunciados e demostrados anteriormaategshecidos
comorelacdes de ortogonalidad@s valores das integrais nestes lemas ou & Olousso sb
foi poss’vel porque tomou-se a integracao no interviah@sico[ L;L]. Em geral tal resultado
nao € verdadeiro, mesmo que se tome qualquer outro ifdee@do 0 mesmo comprimento
2L (o perodo). O leitor interessado podera veri car 0 querog com as integrais dos lemas
3.1-3.4 quando se troca o intervalo de integrd¢dg L] por outro[a; b] qualquer.

[]

Com aux’lio dos lemas enunciados e demonstradosp®sientes de Fourieserao deduzi-
dos a partir deste ponto. O procedimento adotado & formdg eera admitido a convergéncia
uniforme da série para que os calculos fagcam sentido.

Se uma funcgad(x) pode ser representada na forma
(3.5) f(x) = %, 5 hancos npX + bp sen @(I ,

2 2 L L
é de se esperar que 0s coe cierdg® by estejam intimamente ligados a funcioObjetiva-se
determinar as expressoes que eles tém em termos daoffin§fara isso, sera admitido que
a igualdade em (3.5) se veri que e que a série dada no segmetobro de (3.5) convirja
uniformemente.

F;roposigéo de Analise: Sejam : [a;b]! R funcgdes cont’nyas. Suponha que a série

& un(X) convirja uniformemente. Entdo a sua somf) = & Un(X) também & uma
n=1 n=1
funcdo cont’nua. (Para uma demonstracao, veja [94]exemplo.)

Note-se que, pela proposi¢ao acima, a funt@eve ser cont’nua (e, portanto, ela pode ser
integrada) e deve ser peribdica de per'otdpbis o per'odo fundamental de dos1) € 2 e
2L & o per'odo comum para as demais funcdes seno e cosseapapecem na série. Reveja 0s
exemplos 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 deste cap’tulo para detalitassobre as a rmacdes aqui feitas.

4
Sejamup[a;b]! R funcdes integraveis. Suponha que a s&ieun(x) convirjauniformemen-
n=1
te para uma funcao(x). Entao,
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" #
¥ 2o
un(x) dx= g Un(X) dx
1 n=1 &

Zy

T Qox

a

(Uma demonstracao pode ser encontrada na mesma reéecéada anteriormente.)

Em virtude da continuidade da funci@ode-se usar a proposi¢cao acima para integrar ambos
0s membros de (3.5) deL atéL para obter

fdx= 2 dx+ 3 acos X ipysen X g
L L L L =1 L L
= ( conv. uniformé
ZL ¥ 2y Z
(3.6) =30 " g+ a a cos DPX dx+ by sen 22X gy
2 L =1 L L L L
Pelas relacOes (3.1) do lema 3.1, tem-se que
2L npx ZL npx
cos — dx=0= sen — dx
L L L L
gue aplicadas em (3.6) resulta em
L 121
f(xX)dx) = ap L ) a= — f(x)dx
L L L

Para determinar os coe ciente, em (3.5), basta multiplicar ambos os membros por
cos(npxa) e depois integrar de L atéL, isto &, paran 1 xado, tem-se

¥ h [
mpXx npx mpXx npx mpXx
f(X) cos mpx dx= é an Cos P cos i + bp sen npx cos mpx ;
L ot L L L L
de modo que uma integracao dé& alL resulta em
ZL mpXx aoz L mpXx
f(x)cos — dx= — cos —— dx+
L L L L L
2L ¥ npx mpx
+ a ancos — cos — +
L n=1 L L
npx mpXx
+ bpsen f cos f dx

( conv. uniformeg

aoz L mpXx
— cos —— dx+
L L L
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¥ ‘L npx mpx
+ a a Ccos — cos — dx+
n=1 L L L
21 npx mpXx
(3.7) + bp sen — cos —— dx:
L L L
Pelos lemas 3.1 e 3.2 tem-se, respectivamente, que parmnfadol
Z Z
mpXx npx mpXx
cos mpX dx=0 e sen npx cos mpX dx= 0:
L L L L L
Ja o lema 3.3 garante que
. (
L npx mpXx L; sen=m 1
cos — cos — dx=
L L L 0; sen6m, nm 1

Tem em vista quenesta xo enquantm varia sobre todos 0s naturais, segue das relacdes de
ortogonalidade (citadas acima) que o Unico termo nao andioeita do sinal de igualdade em
(3.7) € o termo ondm = n no primeiro somatorio. Assim,

Z Z
L npx L

f(x) cos I dx=a, L ) an = npX
L

f(xycos — dx
L L

e

Analogamente, uma expressao semelhantelpgrade ser obtida multiplicando-se (3.5) por
sen(mpxa), integrando de L atéL e usando as relacdes de ortogonalidade apresentadéassatra
dos lemas 3.1-3.4. Deste modo obtém-se

@dx

bn: L

f(x)sen
L

Observag@o 3.2:As formulas que de nem os coe cientes de Fourier,
z z z
a = 1 - f(x)dx apn= 1 - f(X) cos npX dx e by= 1 - f(X) sen npX dx
L L L L L L L L

dependem apenas dos valoresf@®) no intervalo[ L;L]. Os exemplos 2.2 e 2.3 mostram
que as fungdes s€ne=) e cognpa) sao periodicas de per'ody = 2l=n. Ja 0 exemplo 2.4
mostrou que estas fungdes t@ns 2L um per'odo comum. Assim, como cada um dos termos
da série de Fourier (3.5) tem per'odo comum e igudl;zeBtao, se a série de Fourier convergir,
a sua somd(x) também sera uma funcao periodica de per'odpc®mo pode ser visto no
exemplo 2.5. Portantd,(x) ca determinada para tode através de seus valores no intervalo
[ L;L](pois a periodicidade implica dizer que em cada intervaloateprimento 2 a série de
Fourier se comportara como no intervald_; L]).

A proposicao 2.5 diz que as integraistdem um intervalo de comprimeniotém o mesmo
valor. Portanto a integracao sobre o intervpld_;L] na determinagao dos coe cientes de
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Fourier se justi ca. Mas o leitor deve estar se perguntaRadw:que neste intervalo espec’ co e
nao em qualquer outro de comprimentd®2A observacgao 3.1 responde esta pergunta: perde-se
as relacdes de ortogonalidade das funcdes cosseno®® $&zendo com que 0s coe cientes
de Fourier nao tenham formulas simples. Mas nao apesasdssecao 2.5 dara mais detalhes
(a simetria das fun¢des cossenos e senos, que leva emtentalos simétricos).

[]

DEFINICAO: Sejaf : R! R uma fungao periodica de per'odb,2ntegravel e absolutamente
integravel em cada intervalo limitado. Os nUmeagsparan 0, eb,, paran 1, dados por

1%L
&=+ f(x)dx
L L
z
_ 17t npx.
an—E Lf(X)COST dx
z
_ 17t npx.
b, = L Lf(x)sen T dx

sao de nidos como osoe cientes de Fourieda funcaof .

Observa-se que a exigéncia da integrabilidade e intdigtadde absoluta dé & necessaria
para que as expressoes que de nem os coe cientes de Fdagen sentido. Um estudo mais
detalhado sera feito no proximo cap’tulo, por ora apehasna-se atencao para o fato

f(x)cos — dx JT()jdx
L L L
e Z Z
L L
f()sen P dx if(jdx
L L L

Observa@o 3.3:Na observacao 3.1, comentou-se que as rela¢fes deopdiatpde, em
geral, ndo sao satisfeitas caso o intervalo de integragd seja simétrico. Apesar disso, ainda
assim, & poss’'vel determinar os coe cientes de Fourierirgervalos quaisquer de compri-
mento 2.. Por outro lado, suas expressdes nao seriam simples aumtaa vistas acima. Alem
disso, os coe cientes de Fourier nas formas aqui apresasifaelmitem certas interpretacoes
em fendmenos f'sicos em que eles aparecem.

[]
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2.4 Serie de Fourier

Dadaumafuncad : R! R periddica de per'odol? integravel e absolutamente integravel,
pode-se calcular os seus coe cientes de Fourier atravesxjfaessdes apresentadas na secao
2.3. Deste modo, pode-se escrever

¥ h i
(4.1) f0 2+ 8 acos X 4 p,sen X
2 & L L

O leitor nao deve confundir o s‘'mbolo que aparece em (4.1) como “aproximadamente”.
Ele apenas indica que a expressao no lado direito em ($lgsenta aérie de Fouriempara
a funcaof. Dito isso, o leitor podera questionar sobre a relacdmeemfuncaof e sua série
de Fourier. Nao ha garantias sobre a igualdade entre dsite®bjetos, isto &, a funcdo e sua
série de Fourier. Na verdade, a série de Fourier para untadi pode divergir. Por exemplo,

e poss’vel construir exemplos de fungdes cont nugs@éries de Fourier divergem.

Por outro lado, existem func¢des cujas séries de Fowirergem exatamente para elas, mas
também existem fun¢des cujas séries de Fourier coenepgra funcdes ligeiramente diferentes
das originalmente dadas (observa-se que “ligeiramengestiifes” signi ca ser diferente). As-
sim, & necessario dar um signi cado mais amplo para queagjetos sejam iguais (para quem
ja teve contato com o assunto, aqui se fala em relacOeguiMaéEncia e classe de equivaléncia).

A seguir, apresenta-se condi¢Oes su cientes para quegaff seja igual (em sentido amplo)
a sua série de Fourier.

DEFINICAO: Diz-se que uma fungab: R ! R & seccionalmente cont'nise ela tiver ape-
nas um nimero nito de descontinuidade (todas de primeipeeié) em qualquer intervalo
limitado.

DEFINICAO: Diz-se que uma fungad: R! R & seccionalmente diferenciavsé ela for
seccionalmente cont'nua e se a fun¢ga) também for seccionalmente cont' nua.

Naturalmente, toda fungao cont’nua é seccionalmentera. A funcad : Rnf0gde nida
por f(X) = = nao & seccionalmente cont'nua, pois esta funcao teendegscontinuidade em
x= 0 que & de segunda espécie (isto &, nao existem os lilaiezais a esquerda e a direita de
x= 0).

Exemplo 4.1:Sejaf : R! R de nida por

1 Diz-se quef :1! R tem descontinuidade geimeira espéci@o pontoa 2 | quandof & descont’nua no pontoe,
aém disso, existem os limites laterais lifi{x) e IIim f(x). Seafor um ponto de acumulagao d@penas em um dos
Xl a X! at

lados deste intervalo, exige-se somente que o limite latereespondente exista.
Diz quef :1! R tem uma descontinuidade degunda espéctguandaa & um ponto de acumulagdo a direitalde

lim f(x) ndo existe ou quandoé um ponto de acumulacao a esquerd,deas nao existe o limite lateral linf (x).
Xl a* Xl a
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8
% 1; sex 1,
1 1 1
f(X)—E ﬁ Sem X< ﬁ! n2N,
0; sex O

nao é seccionalmente cont'nua.

Figura 4.15: Gra co da fun¢ad do exemplo 4.1.

Observe-se que todas as descontinuidadef sBo de primeira espécie, isto €, existem o0s
limites laterais a esquerda e a direita em cada ponto deodéisuidade. Porém, no intervalo
(0; 1), existe um namero in nito de descontinuidade. Mesmo gyarsale primeira espécie,
para ser seccionalmente cont'nua & necessario quecapaem um numero nito em todo
intervalo limitado e este nao & o caso.

Note-se, também, qué nao & seccionalmente diferenciavel, pois para st-d@veria ser
seccionalmente cont’'nua, que nao é o caso.

[]

Exemplo 4.2:Sejaf : R! R uma fungao de nidas por

(
i X ara 1 <1
F(x) = IX] p X

periodica de per'odd = 2;
O leitor podera veri car que a funcab & cont'nua, de modo que ela & seccionalmente

cont’nua. Tem-se também qui§x) & seccionalmente cont’nua e, assiimseccionalmente
diferenciavel. Como exemplo do procedimento, sera tadieuas derivadas laterais dee g
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Figura 4.16: Gra co da fun¢ad do exemplo 4.2.

emx= 0. Tem-se
f(O+h)y f(0) _ (0+h) O _

h h
Como a expressao (constante e igual a 1) no Gltimo memlmagem limite pardn! 0
entao existe limite no primeiro membro. Assim,

f(0+h) f(0) _ . A
LR

h
o 1

f10 )= lim
10) h!l 0
Agora observa-se que
f(0+h) f(©) _(0+h) 0_h
h - h  h
Deste modo, segue-se que existe limite gara 0*, pois existe limite no Gltimo membro
acima. Portanto,

=1

o oo fO+h) fOQ _
flon) = . h ==L
Como as derivadas laterais sao diferentes, nao exisiadama origem. Isto signi ca dizer
que a funcao derivada nao esta de nida neste ponto. tOrlpbdera adotar 0 mesmo proce-
dimento para os pontos= 1; 2; 3;:::e vericar que a funcio derivaddx), nao esta

de nida nestes pontos.

Figura 4.17: Gra co da funcadyx).
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Apesar def{x) nao estar de nida para= 0; 1; 2 3;::: existem os limites laterais
nestes pontos, alem d&x) existe em todos os demais pontosRleAssim, f° pode ser es-
tendida de maneira conveniente nestes pontos. Sem perdmderlidade, pode-se denotar a
extensao ainda pdi® de modo que®: R! R & uma fung@o seccionalmente cont'nua, pois as
descontinuidades serao de primeira espécie e em numémem todo intervalo limitado. E
isto implica em dizer qué & seccionamente diferenciavel.

[]

Exemplo 4.3:Sejaf : R! R uma fungao de nidas por
8
30 se p x<0

f(x) = 5 1; se 0 x<p;
periodica de per'odd = 2p.

3 2p P -ﬂ P2 3p

Figura 4.18: Gra co da funcaé.

Facilmente o leitor podera veri car que a funchdem apenas descontinuidades de primeira
espécie e que aparecem em um namero nito em qualquenaitelimitado. Assim, tem-se
que fé funcdes seccionalmente cont’ nua.

Por outro lado, comd & descont’nua nos pontass 0 p; 2p; 3p;::: tem-se que nao
existe derivada em cada um destes pontos. Isto signi ca dizea funczo derivad&{x), nao
esta de nida nestes pontos. Mas em todos 0s outros poirassendo o valor da derivada igual
a zero, poisf € constante nos intervalos entre estes pontos. Seu gea@mntra-se abaixo.

y
1 )

-3p -2p P -1 w{ p 2p 3p

Figura 4.19: Gra co da funcadyx).

De nindof'(x)em x=0; p; 2p; 3p;:::de maneiraconveniente, tem-se que a extensao,
ainda denotada pd{x), sera umafuncaét’: R! R seccionalmente cont'nua, pois as descon-
tinuidades serao de primeira espécie. Com isso, temesé gara uma fungao seccionalmente
diferenciavel.
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[]
Exemplo 4.4:Sejaf : R! R uma fungao de nida por
(p
1 %3 se 1 x 1
f(x) =
periodica de per'odd = 2:
y
1,
W WX
4 3 2 -1 1 2 3 4

Figura 4.20: Gra co da funcaé.

O leitor podera veri car facilmente quk é seccionalmente cont’'nua, pois existem os limites
laterais a esquerda e a direita dos portes 1 ex = 1, bem como em seus multiples
3; 5;:::Naverdade tem-se gueé cont'nua em todos estes pontos.

Figura 4.21: Gra co da funcad¥x).
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Por outro lado,f nao tem derivada nos pontas= 1; 3; 5;::: (sao clspides), pois
as derivadas laterais nestes pontos tende pa&ra + ¥ . Isto signi ca dizer que as descon-
tinuidades da funcao derivadé{x), sdo de segunda espécie. Portafffx) nao é seccional-
mente cont’nua e, consequentemehteiio & uma funcao seccionalmente diferenciavel (apesa
de ser seccionalmente cont’nua).

[]

O prbximo resultado apresenta condi¢cdes su cientea partonvergéncia da série de Fourier
de uma funcad. A demonstracao sera omitida neste ponto; o leitor@ssado podera consultar
o cap'tulo 2.

Teorema 4.1 (Fourier):Sejaf :R! R umafunc¢ao seccionalmente diferenciavel e periddica
de per‘oddl = 2L. Entao, a série de Fourier da funcBalada por

¥ h [
o n

f(X) %+ a ancos %( + bp sen %( ,
n=1

converge em cada pontgara a média dos limites laterais, isto &, converge para

f(x+ 0)+ f(x 0)
. ,

ou ainda, h .
g npx npx !
+a acos — +bysen —
n=1 L L

f(x+ 0)+ f(x 0) _ag
2 )

onde
fu+m:m@fm e f(x m:mmfm:

O teorema de Fourier diz que, com as hipoteses assumid@se @le Fourier converge para
a média dos limites laterais. Naturalmente, para asdesigeccionalmente diferenciaveis que
sao cont’'nuas, a série de Fourier converge exatamerd® panto, pois os limites laterais serao
iguais e coincidira com o valor da funcao neste ponto.

Observag@o 4.1:No teorema de Fourier, a hipotese da periodicidadé f#efoi justi cada
na secao 2.2. Ja a exigénciafdser seccionalmente cont’nua se da por dois motivos:

(a) A necessidade da existéncia dos limites laterais, wnaue a série de Fourier converge
para a média dos dois.

(b) A necessidade deser integravel e absolutamente integravel (no sentidRiel®mann).

Por que pedir para que a funcao derivada também sejasabtiente cont’'nua (isto &,ser
seccionalmente diferenciavel)? Isto sera visto nac&;9, onde serdo feitas estimativas dos
coe cientes de Fourier. Com a integral de Riemann, usadte riesto, isto implica em fazer
integrac@o por partes, de maneira que aparece a furegg@daf{x). Nesta mesma seczo
também aparece de maneira clara a exigéncia da fuhg@oabsolutamente integravel.
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Exemplo 4.5:Sejaf : R! R uma fungao de nida por

8
30 se p Xx<0
f(x) = 5 1; se 0 x<p;
" peribdica de per'odd = 2p.

Determinar a série de Fourier para a fun¢ao

SoLucAo: O graco desta fungdo pode ser visto na gura 4.18. Petemaplo 4.2, esta
funcao é peribdica de perodo= 2p e & seccionalmente diferenciavel. Logo, pelo teorema
de Fourier, esta funcao admite uma série de Fourieialmente deve-se determinar os coe -
cientes da série de Fourier. Observandolgee™ = p, tem-se:

Z, z

1-p
a = f(x)dx= = f(x) dx
L P p

Z, z
f(X) dx+
p

p
f(x) dx
0

Tl T, Tk
Tl

z

N
o

p
Odx+ 1dx

p

T
o

p
P o

Para o calculo da,, comn 6 0, tem-se

| X<

_xPo1 o
(4.2) =5 =5 0=t

N
—

1 npx
an= ] f(X) cos 3 dx
120 1%p
= — 0 cognx)dx+ — 1 cognx)dx
P p o
178 oy L serm”
= = cognydx= — sen(nx
P o np 0
(4.3) = i[ser(n ) senQ= 1 0=0:
: T p = 070
Para o calculo dby, tem-se
Z, Z, 1Zp
b, = 1 f(x)sen npx dx= 1 0 sennX)dx+ — 1 sen(nx)dx
L L L P »p P o

lzpser(nx)dx— 1 cognx) g i[cos(np) cos(
p o np 0 np
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1 _ 1 ny.
_ﬁ[l cos(np)]—ﬁ[l ( D

ou ainda,

2

= k2 N:
bk 1 x Dp

(4.4) by =0 e
Assim, usando os valores para 0s coe cierdgsa, e b, obtidos em (4.2), (4.3) e (4.4), a
série de Fourier para a funcde dada por

¥

1 ¥ 2 _
0 5+ 3 G sen2k 1)x

Figura 4.22: Gra co das somas parciais da série de Fourier

A gura 4.22 exibe as quatro primeiras somas parciais die sk Fourier para a funcdono
intervalo[ p;p], isto &, o gra co das funcdes

Si(¥) = %+ %senx,
1 2 2
S(X) = §+ Esenx+ gser(:%x),
1 2 2 2
S(X) = §+ Esenx+ gser(3x)+ gser(Sx),
2

1 2 2 2
Si(X) = §+ Esenx+ gser(3x)+ 53er(5x)+ %serﬁx).

O leitor podera observar que cada termo adicionado faz ecmnagérie se aproxime mais do
gra co da funcaof. Também & interessante notar o que esta acontecendoscgra oos das
somas parciais no pont@; 1=2), que & o ponto médio entre os pon{6s0) e (0; 1), ou ainda,
gue é o ponto obtido como a média dos limites lateraif da origem.

[]
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Exemplo 4.6: A série de Fourier para a fun¢do que foi obtida no exemplo 4.4, pode ser
usada para obter uma representacao paizavés de uma série numeérica.

De fato, basta tomar= p=. Note-se, naquele exemplo, gfié’=) = 1 e quef & cont'nua
na vizinhanca d& = p=, de modo que a série de Fourier, ao convergir para a médikndites
laterais, ir& convergir exatamente para o valof (=) = 1. Assim, a funcad pode ser escrita
através de uma igualdade nesta vizinhancga, isto €,

¥
f(X):}+2° 1

— 2k 1)x
2" pd a1 e DX

Fazendo = p=2 na expressao acima, encontra-se

1 2¥ 1 h p!
1=-+23 ——_ 2k 1,
2" pd a1 sen (& D3
isto &, )
1 2% 1 h p!
—= — sen (2k 1=
2- pd, 2 1 sen (& b3
ou ainda, h )
E—g 1 sen (2k 1)EI
2”2 %1 2
Portanto,
p_1 p 1 p 5p 7p
L L = +Z = +Z = +
41 5N 5 TN 5 Tg 2 T 7% 5
¥ k 1
T
k=1

gue é conhecida comosérie de Leibniz.
Deste modo, € poss’vel determinar um valor gaedravés da soma

p:4§ ( 1)k1: ﬂ-}-ﬂ ﬂ.*. ,
Qx 1 35 7

ou ainda com a aproximacao desejada.

Exemplo 4.7:Sejaf : R! R uma fungao de nida por
(
| X]; se 1 x<1;
F(x) = I1X] |
periodica de per'odd = 2:

Determinar a série de Fourier para
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SoLucAo: Note-se, primeiro, qué & uma funcao semelhante aquela apresentada no exem-
plo 4.2. Assim, analogamente aquele caso, mostra-sd guea funcao seccionalmente dife-
renciavel e periodica de per'odo= 2. Logo € poss’vel determinar a sua série de Fourier. Para
iSSO & necessario encontrar os coe cientes de Fouriesse®ando qué = 1, paraag, tem-se

141 Zo Z,
a= - f(X)dx= f(X) dx+ f(X) dx
1 1 1 0
ZO Z 1 2 0 2 1
= ( xdx+ xdx= Al
1 0 2 1 2

12 2,1 .2
= De+-1° O
2O D 2

1 1

(45) = §+ é =1:
Para os coe cientes,, tem-se
121
anzi 1f(x)cos(npx)dx
Zy Zy
= x cognpx)dx+  x cognpx)dx
0
" X 0 i 1 Zo
= — sen(npx — sen(npx)dx +
o Se np o SenmeY
" X 1# 1 Z1
+ — sen(npx —  sen(npx)dx
o SEPN) oo sen(np)
" # " #
X sentnp) L cogngn)
= — sen(npx —— cognpX +
np P 1 (np)? P 1
" # " #
X 1 1 1
+ — sen(npx coqnpx
0
= 1 X sen(npx) 1 coqnpx) +
np (np)2 )
1
+ 1 X sen(npx)+ 1 cognpx)
np (np)? o
1 1
= — 0 sen0 cosO
np (np)2
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1
v (1) sen( np) cog np) +

(np )2

1
+ % 1 sen(np)+ cognp)

1
(np)2

cosO0

1 1
— 0 senO+
np (np)2
1

= ot o codnp) +

)2 (p)? cosnp)

1 P
(np)? (np)?

2 n .
(4.6) (np)z [cotnp) U= 550 " U n2N;
onde realizou-se integracao por partes nos passos aeisegdinte forma
8
( u= X < du= dx
€ : 1
dv= cognpx)dx - V= P sen(npx);
( 8
U=x < dU=dx
€ : 1
dV = cognpx)dx - V= v sen(npx):

A expressao obtida em (4.6) pode ser melhorada, escrexapdn par en ‘mpatr, isto &,

4
4.7 =0 = % . k2N:
(4.7) ax=0 ax 1 2 D2

Para o calculo dos coe cientés, obtém-se

Z,

bn % f(X) sen(npx)dx
1

Zo Z,
= x sen(npx)dx+  x sen(npx)dx
1 0
X 0 ? 140
— coqnpx —  cognpx)dx +
hp COXP) o cosnpy

1# Z]_

X 1
+ — coqnpx — coqnpx)dx
ap oI 5, cosnpX)

# " #
0 0

. (np)zser(npx) . +

X
% cognpx)
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# " #
X 1 1
+ — €coqnpXx — Sen(npx

sen(npx) +

1
v X cognpx)

1
(np)2

+ % X cognpx)+ sen(npx)

1
(np)2

1
— 0 cos0 i sen0
np

(np)2

% ( 1) cog np) sen( np) +

(np )2

1 1
+ — 1 cognp)+ —— senn

1
0 cosO+

— - sen0
np (np)2

cognp) cognp)

1 1
(np)2 (np)2
(4.8) =0 n2 N;

onde realizou-se integracao por partes nos passos aeisegdinte forma
( 8
u= X < du=dx
€ : 1
dv= sen(npx)dx SAVES % cognpx);
8
( U=x <du= dX,
e : 1
dV = sen(npx)dx - V= v cognpx):

2 Series de Fourier

Assim, por (4.5), (4.7) e (4.8), tem-se que 0s coe cienteBal&rier sao dados por

4

m e bk: 0:

ao= 1, & =

Assim, a série de Fourier pafeé dada por

f axcod(2k 1)px]+ besen(2k 1)px]g
1

£(%) %?

v QJOK
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¥
%+ él mcos{(% 1)px]+ 0 ser(2k 1)px]
1 4§ ,
> ? 21 7(2k 12 cod(2k 1)px]:
ly
1,,
X
3 2 1 1 2 3

Figura 4.23: Gra co das somas parciais.

Agora observe que a funcdodada & cont'nua em todo2 R, de modo que a média dos
limites laterais em um cada ponto coincide com o valor dgdanueste ponto. Em outras
palavras: € poss’vel usar a igualdade eh{s® e sua série de Fourier, isto €,

¥
f= 1 25

5 Ekez’[l mcos{(Zk 1) pX]:

A gura4.23 exibe o gra co def e das primeiras trés somas parciais da série de Foutger, is
é, das seguintes funcdes:

1 4
Si(X) = > E cogpx);
1 4 4 .
S(X) = > ? cogpXx) % cog3pX);
_1 4 4 4 _
S(X) = > ? coqpx) % coq3px) % coq5px):

Comof & cont’'nua enlR, entdao, em particular, ela esta de nida na origem. Faaerd 0 na
representacao depor sua série de Fourier, obtém-se
1 4

¥
j0j = 5 Egli(zk 1)2 cosQ
isto &,

1 4 ¢ 1
2- p2 @ (K 12

ou ainda,
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—2—571 —1+1+1+i+
8~ 2,k 1)2

ie]

9 25 49

Exemplo 4.8:Sejaf : R! R uma fungao de nida por

8
3 X se L<x<lL;
f(X):BO; sex= Lex=L;
periodica de per'odd = 2L.

Mostre que a série de Fourier pdr& dada por

sen ——

2L & ( pmt npx
<3 f

f(x)

n=1

SoLucAo: O gra co def pode ser visto na gura abaixo.

AL A,
VRV RV VRV

Figura 4.24: Gra co da funcaé.

Trata-se, portanto, de uma fun¢ao periddica de perfodd2L e que é seccionalmente dife-
renciavel, logo & poss’vel usar o teorema de Fourier. $8gaeguinte consiste em determinar
0s coe cientes de Fourier.

Paraag, tem-se:

1t d o ax= X
ao—E (Xx)dx= — xx—ZL
(L* (L2
4, = — =0:
(4.9) 2L 2L 0
Para os coe cientea,, & preciso realizar uma integracao por partes fazendo
8 8
<u=x ) < du= dx
n
dv=cosﬂ( , : v=L sen@
L np L

Assim,
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Z

1 npx 1%t npx
= — f — = Z L
an L. (X) cos 3 dx ] Lx cos 3 dx
#
L npx - L 4L npx
=— — X sen — — sen — dx
L np L L hp L L
1 1 L2 npx -
= —[L sen(n L) sen np)]l+ - —— cos —
pplb sero) (L) sen( mp)l+ [ g cos =

= Colser(np) - ser(mp)]+ oslconp) cog np)]

- %[sen(np) ser(np)] + nzipz[cos(np) cognp)]

(4.10) 0

onde usou 0s seguintes fatos

sen( np)= sennp) e cog np) = cognp):

Para os coe cientely,, também & necessario realizar uma integracao poeptazendo

8 8
<u= X < du= dx
1dv=sen@, ) 1v=Lcos@
L np L
Tem-se:
z z
17t npx 17t npx
b, = L Lf(x)sen e dx= L Lx sen T dx
" L z #
1 npx L -t npx
=—- — X C0S — — cos — dx
L L L hp L L
1 1 L2 npx -
= @“‘ cognp) ( L) coq np)]+ L nz—pz sen T )
= L[cos(n )+ cognp)]+ L[ser(n ) sen( np)]
- np p p n2p2 p p
2L 2L
= o cognp) + n2p? sen(np)
— % n_ % n+1.
(4.11) = 5 (D=5 (D™

onde usou-se os fatos

sen( np)= sennp)=20 e co$ np)= cognp)=( 1™
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Assim, substituindo os coe cientes de Fourier obtidos erf)(44.10) e (4.11) na série de

Fourier, h )
¥ npx [

dg ! npx
f —+ —— + —_—
(X > rel an Cos 3 b, sen 3
obtém-se y 1
1
f(X) Lo LD (o WX gx2r
p n=1 n L

Observe-se agora que a funciié descont'nua nos pontgss kL, comk 2 N, mas que a
série de Fourier, que converge para a média dos limitesalat satisfaz nestes pontos

éé n+ 1 ZLéé 1n+1
g (ymt ek 2 g ()

pnél n L P =1

senknp)= 0= f( KkL);

pois seno se anula em multiplos inteirose
Assim, tem-se que a série de Fourier para a furfcéonverge exatamente para a fungao
de modo que & poss’vel escrever

s ( pm1? npx

f(x) = a sen — 8x2R:

p n=1 n L

Figura 4.25: Gra co das somas parciais.

A gura4.25 mostra 0s gra cos dé e das seguintes quatro primeiras somas parciais da série
de Fourier:

S = %sen pfx :

S = —-sen pfx %sen 2%( ,

=7 %Sen pfx gse” 2%( +§—;sen 3%( ,

&= 2 sen pfx L sen 2%( +§—;sen 3%( %sen 4%(
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Exemplo 4.9:Sejaf : R! R uma fungao de nida por

(

NG se 1<x 1

periodica de per'odd = 2.

Para escrever a série de Fourier paré preciso determinar os coe cientes de Fourier.

Observe-se que= 1. Para o coe cient@g, tem-se

ZL Zy

a=- f(dx=  xdx
L 1

3113 (13 2
(4.12) 3 , 3 3 3

Para os coe cientean, tem-se
Zq Z,
an= f(x) cofnpx)dx= x% cognpx) dx
1 1

1 Z]_

1,5 2
= —x°sennpXx — x sen(npx) dx
X sene) o xsen(npx)

— 1 2 2
= pp Lsennp) (- L)7sen( np)

#
2 X 1 1Zl q
— — Cco9q NpXx + — cog Npx)dx
o S(p)lnp 15(P)
_ 2 1 (1
= o cognp) + o cog np)
2 1 1 L
— — —Sennpx
o o o n(npx) .

4 2

- anZCOE(np) ngpg[ser(np) sen( np)]
4 4

= n2p2 cognp) n3—p3 sen(np)

(4.13) . nzipz( Hn,

onde usou-se os fatos que cosp) = cognp) =( 1)"e ser( np)= sennp)= 0. Alem
disso, fez-se duas integracdes por partes, primeiroflze
8
( u= xz; < du= 2xdx

dv= cognpx); - v= %ser(npx);
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e depois a seguinte
8
U=x < dU=dx

) .
dV = sen(npx); - V= %cos(npx):

Para os coe cienteb,, obtém-se
Z, Z,

b f(x) sen(npx)dx= x*sen(npx) dx
1 1

1, 1 241
= —Xx“co9npx + — x cognpx) dx
p gnpx) S gnpx)

_ 1 5 2
= 1°cognp) ( 1)“coq np) +

#
2 1 172
+ — xsen(hpx — sennpx) dx
hp XSEP) oo ser(npy

— 1 2
= E[COS(HP) cognp)] + ﬁ[l sen(np) ( 1) sen( np)]+

2 1 L
+ — — sennpx
o o SR

%[ser(np) sen(np)] nzipz[ser(np) sen( np)]

4
p2 sen(np)

(4.14) 0;

onde novamente usou-se os fatos qu¢ cap) = cognp)=( 1"e ser( np)= sennp)=
0. Alem disso, também se fez duas integracdes por pantieseiro fazendo

( 8
u= xz; < du= 2Xd)§
dv= sen(npx); EVE %cos(npx);
e depois a seguinte
( 8
U=x ) <du= dx
dV = cognpx); L v= %ser(npx):

Usando as expressoes para 0s coe cientes de Fourierashbdich (4.12), (4.13) e (4.14),
pode-se escrever a série de Fourier para a fuficdem-se:
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= & 4 .
fX) —+a —==( D"cognpx)+ 0 sennpx) ;
2 n=1 NP
isto &, . i
1. 4¢8(Y
f(X) §+ 02 Sl ~ cognpx)

Comof & cont’'nua, os limites laterais existem, sao iguais eadém com o valor dé(x)
em todox 2 R. Logo, pode-se usar o sinal de igualdade daessua série de Fourier, ou seja,
1 4§ (1

f(x) = 3t 2 al n2
n=

cognpx):

Fazendo = 1 naigualdade acima, tem-se que

f(1)= 12= 2+ — 3 cognp);
(1) 3 2@ e codnn)
isto €, y
1 4 § (D" n
1 —-=— 1™
ou ainda,
2_4 % (D"
?»_pzrle1 n2
gue implicaem .
2
p_:éi:]_ }-}-}-{-i
6 2N 4 9 16

[]

Os exemplos desta se¢ao mostram que as séries de Famgtegn calcular da soma de
séries numéricas convergentes. No estudo tradicionalédes numeéricas sao apresentados
testes de convergéncia que garantem a convergénciaergéincia das séries, mas com aqgueles
métodos nao € poss’vel apresentar, no caso de sémeargentes, para qual valor ela converge.

Assim, & poss’vel usar, em conjunto, os testes de coemneigpara decidir se uma dada série
numeérica é convergente e as séries de Fourier paradgrapropriadas, que permitem o céalculo
da soma destas séries numeéricas.

2.5 Simetria de fun@es

DEFINICAO: Diz-se que um conjuntX R & simétricoem relacao a origem se para todo
x2 X setem x2 X.SejamX R um conjunto simétrico ¢ : X! R uma funcao. Diz-se que
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afuncaof : X! R éparsef( x)= f(x) paratodaxk2 X. Diz-se que a funcab: X! R é
‘mparsef( x)= f(x) paratodo 2 X.

As de ni¢Bes de funcdes pares e ‘'mpares permitem usrpnétacdo geomeétrica: simetria
de seus gra cos. As func¢des pares sao simétricas emgaelao eixq: a distancia do ponto
(x; (X)) ao ponto(0; f(x)) & igual a distancia do ponto x; f( X)) =( x; f(x)) ao ponto
(0; f(x)). As funcdes ‘mpares sao simétricas em relagaogeari a distancia do pon{g; f(x))
até a origem € igual a distancia do pofitog; f( (X)) =( x; f(X)) ao ponto(0;0).

(a) Gra co de uma funcao par (b) Gra co de uma fungao ‘mpar

Exemplo 5.1:Afuncaof : R! R, de nida porf(x) = x", & parsen2 N & par ef & ‘mpar
sen2 N for um nimero natural ‘mpar.

Note-se quér &€ um conjunto simétrico (isto & =( ¥;+¥)), pois, para qualquer2 R,
tem-se sempre quex 2 R. Sejan um nimero natural par, entac= 2k parak 2 N. Assim,

f( 0= "=( D&**=x*=x"= f(x);

mostrando qué, neste caso, & par.
Agora sejan um natural ‘mpar, de modo que se escneve2k 1, comk?2 N. Tem-se:

f( X):( Xn:( 1)2k 1X2k 1_ X2k 1_ XN = f(X),

donde se conclui qué & ‘mpar.

Exemplo 5.2:Sejamf;g: R! R duas funcdes de nidas por
f(X) = cos %( e g(x) = sen %( ,

ondeL > 0 en?2 N. Entao,f & par eg & ‘'mpar paratoda2 N.



2.5 Simetria de func¢des 183

Com efeito, ja foi visto qu® & um intervalo simétrico. Alem disso, da trigonometeimtse
que

co§ g)= cog0 @)= cosO0 cosg+ sen0 seng = cos(q;

sen( g)= sen0 q)= sen0cosqg seng cosO= serng:

Assim,
f( X)= cos (%) = Ccos %( = Ccos %( = f(X);
g( X)= sen np(L X = sen %( = sen %( = g(x:

[]

Exemplo 5.3:Sejaf :[ 1;2]! R de nidaporf(x) = x*+ x. Esta funczo n&o & par e nem &
‘mpar, pois o dom'nio dé, dom(f)=[ 1;2], ndo & simétrico em relacdo a origem. A fungao
g:[ p;p]! R dada por
0; p x<0
g(x) =

1; 0O x p

nao é par e nem & ‘mpar, mesmo que seu dom’nio, X p, seja simétrico. Basta observar
gue parx 2 [0;p], se temf(x) = 1, de modo que x2 [ p;0) e, assimf( x) = 0. Isto &, os
valores def(x) e f( Xx) ndo guardam ligacao entre si.

[]

Exemplo 5.4:SejamX R um conjunto simétrico em relagao a origenfi eX! R uma

funcao de nida porf(x) = 0 paratodox 2 X (ou seja,f 0 €& a funcao identicamente nula em
X). Observe-se que

f( x)=0= f(x);
mas também
f( x=0= 0= f(x);
isto &, a fungao identicamente nula é simultaneamearte pmpar.
Agora suponha que existe uma funggaoX ! R que seja simultaneamente par e ‘mpatr.

Entao,

g =9 e 9o( = 9X);
ou ainda,

gx¥=9( ¥ e 9gx¥= g( X:

Somando as duas Ultimas igualdades membro a membro, ©gtém



184 2 Series de Fourier

29=9( ¥ 9o =0 ) 9 =0  8x2X;

isto &,g & a funcao identicamente nula em
Isto mostra que a Unica fun¢ao, tendo como dom’nio unjucwa simétrico, que € ao mesmo
tempo par e ‘mpar é a funcao identicamente nula.

[]

Exemplo 5.5:As fungdes constantes, nao identicamente nula, sgdéspares.

De fato, sejamX R um conjunto simétrico é : X! R uma fun¢do dada pdi(x) = c,
ondec 2 R. Tem-se:

f( X)=c= f(x);

mas
f( )x=c6 c= f(X);

isto &, as fun¢Bes constantes ndo nulas sao paresanaspares.
[]

Proposi¢ao 5.1:SejamX R um conjunto simétrico é;g: X! R fun¢des dadas. Entao,

(&) A soma (resp., diferenca) de duas fungdes pares gumgao par.

(b) A soma (resp., diferenca) de duas funcdes ‘mpavesa&funcao ‘mpar.
(c) O produto de duas func¢des pares € uma fungao par.

(d) O produto de duas fun¢des ‘'mpares € uma fungao par.

(e) O produto de uma fungao par por uma fun¢ado ‘mpar & fumcao ‘mpar.
() O quociente entre uma func¢ao par e uma ‘'mpar &€ umgafuimpar.

(g) Se uma funcao for ‘mpar, entao seu valor absolutaré p

DEMONSTRACAO: SejaX R conjunto simétrico, isto & 2 X se, e somente se,x 2 X,
podendo ser limitado ou nao.
(a) Sejamf;g: X! R duas funcdes pares, isto®, x) = f(X) eg( x) = g(x) para todo
x2 R. Tem-se
(f+o)( = f( N+ 9( =)+ gx)=(f+g)(x);

0 que mostra qué+ g € par.
Analogamente,

(f 9 »=1(x 90 =1 9gx)=(Ff 9)(x;
demonstrando qué gtambém & par.

(b) Sejamf;g: X! R duas fungdes ‘mpares, isto &, x) = f(x) eg( X = g(X.
Tem-se

(f+9)( =1 »+9( Y= ) 9= [fX)+agX¥]= (f+9g(x);
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mostrando qué + g & ‘mpar.
Similarmente,

(f 9 =1 x 90 = f) [ o= [f(x) 9a¥]= (f 0)x);
gue demonstra que gtambém & ‘'mpar.

(c) Sejamf;g: X! R duas funcdes pares. Entao,

(f o X="f( % 9( ¥= 1) 9(x)=(f 9)(X);
donde segue-se gdeg é par.

(d) Sejamf;g: X! R duas fun¢cdes ‘mpares. Entao,

(f o) =1 x a( =0 ] [ 9= f(x) 9(x)=(f 9)(X);
mostrando qué g é par.

(e) Sejamf : X! R uma funcdo parg:R! R umafuncdo ‘mpar. Tem-se:

(f o X=1fCx 9( Y=[f] [ a¥]1= [f(x) o)1= (f 9)(X);
demonstrando qué g & uma fungao ‘mpar.

(f) Sejamf : X! R uma funcao par @: X! R uma fun¢dao ‘mpar tal qug(x) 6 O para

x2 X. Entao,
f f( X) f(X) f(X) f
— X) = = = = — X),;
g 79T w0 T g ¥
demonstrando que o quociente & ‘mpar.
Sejamf : X! R umafuncao ‘mparg: X! R umafuncao par tal qugx) 6 0 parax2 X.

Tem-se:

fo (9. f_ f_ f
0 ‘T U 0T e o g ¥

de modo que isto mostra qu € ‘mpar.

(g) Sejaf : X! R uma funcao ‘mpar, isto &( x)= f(X) paratodaxk 2 R. Sejag(x) =
jT(X)j. Tem-se:
gC ¥ =jf( Mj=j =7 1 jf(ji=jf(x¥j= 9(x);

demonstrando qugé par.

Exemplo 5.6:Considere as fungdds : R! R de nidas por

fn(X) = cos %( sen %( , n2 N
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ondeL> 0
Tem-se que cada func¢dq € ‘mpar, pois cad#&, se escreve como o produto de uma funcao
par (cosseno) por uma ‘mpar (seno).

[]

Exemplo 5.7:Considere as funcdds;gn: R! R dadas por

fn(X) = cos 3 cos 3 e on(X) = sen 3 sen ]

comL>0en2 N.
Tem-se qud, e gy sao funcdes pares. Cada fung@ae par, pois & produto de duas fun¢des
pares; e cada funcap € par, pois & produto de duas fungdes ‘mpares.

[]

O proximo resultado mostra que qualquer funcao, de mdaum conjunto simétrico, pode
ser escrita como soma de uma fungao par com uma fungaar. m

Proposi¢ao 5.2: SejamX um conjunto simétrico em relacao a origeh:eX! R uma funcao
qualquer. Entao, existem functgsh: X! R, ondeg € par eh € ‘'mpar, tal qud = g+ h.

DEMONSTRACAO: ComoX & um conjunto simétrico, tem-se que para qualgueX, sem-
pre se tem x2 X, de modo qud estara bem de nida para quaisqueg x em seu domnio.
Agora escrevd (x) da seguinte forma:

f, T _ f), T (X

==+ 2 2 2
_f®, (0, fR f( %
2 2 2 2
_ )+ f( X N f(x) f( X
- 2 2
Agora escreva
o= 110 = 10010

A rma-se gueg é par e guér € ‘'mpar. De fato,
_fO+ L CX]_ O+ () _ )+ (%) _

a( X > > > = g(x);
h( %)= f( %) ;[ (X1 _ f( x)2 f) _ f(¥) 2f( X _ h(x):

Comof(x) = g(x)+ h(x), ondeg € par eh € ‘mpar, tem-se, portanto, gliese escreve como
soma de uma funcao par com uma funcao ‘mpar.
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Em relacao a proposicao 5.2, a fungié@ditacomponente pajou parte paj de f e a funcao
h & ditacomponente ‘mpgjou parte ‘mpaj de f.

Observag@o 5.1:Existe outro modo de demonstrar a proposi¢ao 5.2. Desafmnha qué
possa ser expressa como a soma

(5.1) f(X) = u(xX)+ v(x);

ondeu ev representam as partes par e ‘mpaf deespectivamente.
Comou € par ev é ‘mpar, entao por de ni¢ao, tem-se que

u N=uxX e Vv X=vX:
Assim,
(5.2) fC )= u( N+ v ¥=ux® VX:
Segue-se de (5.1) e (5.2) que

(
f() = u(x) + v(x);
f( X)=ux) wvX):
Este sistema pode ser resolvido para determiftgre v(xX). Somando as duas expressoes,

obtém-seu(x). Jav(x) pode ser obtida subtraindo-se a segunda equac¢ao da farirAesim,
obtém-se:

_ 9+ (X
= =

_ 9 f( ¥

u) :

e V(X)
[]

Exemplo 5.8:Sejaf : ( 5;5)! R uma funcao de nidapof(x)= 2x3 x? 3. Trata-se de
determinar funcdege f, par e ‘'mpar, respectivamente, tais due g+ h.

Pela proposicao 5.2, a funcgalada a seguir € par:

f)+ f( %)
2

23 %2 3+ 2( X2 (%% 3
2

23 x2 3 23 x2 3

9(¥)

Observe-se qugrealmente & uma funcao par, pois
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j X
Figura 5.26: Gra co da funcad(x) = 2x® x2 3.

g = ( x* 3= x* 3=g(X:
Pela proposicao 5.2, a funchalada abaixo & ‘mpar:

fx) f( %
2

h(x)

23 x* 3 2 X% (%% 3
2

2 2
Note-se quén realmente € uma funcao par, pois

h( =2 x3= 2= h(X):

Figura 5.27: Gra co das fungdegx) = x% 3eh(x)= 2x3.

23 X2 3+ 23+ X2+ 453
x> x¢ 3 XX3:i:2X3;

2 Series de Fourier
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Por m, observe qud se escreve como somage h:

g+ hx)=( ¥ 3y+23=2¢ ¥ 3= f(X):
]

Proposi¢ao 5.3:SejamX R um conjunto simétrico em relacdo a origem,X ! R uma
funcdo qualquelg: X! R uma funcdo paré: X! R uma funcdo ‘mpar tais que= g+ h.
Entao, as funcdege h sdo Unicas.

DEMONSTRACAO: Suponha quéd possa ser escrita como as seguintes somas
f=g+h e f=u+y

ondeg e u sao fun¢des parestee v sao fun¢cdes ‘mpares.

Entdo,g+ h= u+ v. Ou ainda, qug u= v h. Comog e usao funcdes pares, pelo item
(a) da proposicao 5.1 tem-se que u & par. Analogamente, confice v sdo ‘mpares, pelo item
(b) da mesma proposicao segue-se\quér € ‘mpatr.

Assim,deg u= v h, segue-se que o primeiro membro & par e o segundo membra & um
funcao ‘'mpar. Mas a igualdade implica dizer que asdesg™ uev hsao simultaneamente
par e ‘mpar. O exemplo 5.4 mostrou que a Unica funcaolsameamente par e ‘mpar € a fungcao
identicamente nula. Isto implicaegn u Oev h 0, ouseja, qug= ueh= v. Portanto,
segue-se da” a decomposicao em soma de fun¢des ppaeéranica.

Exemplo 5.9:Sejaf :[ 1;0)[ (0;1]! R uma funcgao de nida por

3
f(x):ZX 1

Deseja-se determinar duas func@es f, par e ‘mpar, respectivamente, tais due g+ h.
Parag, tem-se:

f+ f( ¥ _ 1 23 1,2 x)° 1

9(¥) =

2 2 X ( X
_12¢ 1+2x3+1
2 X X
1 453
= _ —:22
2 X X

Parah, tem-se:
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Figura 5.28: Gra co da funcaé.

h(x) = f() f( %

2
_1 28 1 2 %% 1
T2 X ( X
123 1 28+1
T2 X X
_1 2
T2 X

1

E facil veri car queg(X) = 2¢eh(X)= 1 s&o, respectivamente, par e ‘mpar e (@ =
g(x) + h(x).

A decomposicao em soma de funcao par e ‘mpar &€ UngsimA outros procedimentos para
a determinacao de funcdes par e ‘mpar podem ser ustekne que as operagdes sejam viaveis
e corretas. Por exemplo,

f(x) =

23 1 28 1
X X

1
— 2 e :
S 22X + < g(X)+ h(x):
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Figura 5.29: Gra co das fun¢dege h.

[]
Exemplo 5.10:Consideref : R! R de nida por
(
, 3< x< 0
f(x) = ’
0< x< 3

e peribdica de perodd = 6. Note-se que o dom'ni¥ =( 3;0)[ (0;3) & simétrico e que

2y

Figura 5.30: Gra co da funcaé.

f( X)= f(x) paratodok2 X. Portantof & uma fungao ‘'mpar.
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Exemplo 5.11:Sejaf : R! R dada por
(

COsX; se O< x<p
f(x) =
0; se p< x< 2p;

e peribdica de per'odd = 2p. Esta funcao nao & par e nem ‘mpar.

2 P P 2p

Figura 5.31: Gra co da fun¢aé do exemplo 5.11.

[]

Exemplo 5.12:Sejaf : R! R uma funcao de nida pof(x) = x(10 x) para0O< x< 10e
periddica de per'od® = 10. Um simples gra co paré revela que ela & uma fungao par.

[]

Proposi¢ao 5.4:SejamX R um intervalo aberto e simétrico £: X! R uma funcao
diferenciavel. Tem-se:

(a) Sef for uma funcao par, entafP sera uma funcado ‘mpar;

(b) Sef for uma funcao ‘mpar, entai? sera uma funczo par.

DEMONSTRACAO: Para mostrar (a), suponha qfieseja par. Entdo, para qualqueR X,
tem-se

f(O x+h) f( )= f[ x W] f( Y= f(x h) §X:
Segue-se, portanto, que

f( x+h) f( %
h

IR CSVBRIC)

hl 0 h

. f(x h) f(x
Lllmo h

9= i

Agorafagah= Dx. Tem-se:
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f(x+ Dx) f(x)

0= Lllmo Dx
B . f(x+ Dx) f(x) _ .
- IEIJWO Dx = 100
donde se conclui que
X = f4x);

logo f°& uma funcao ‘mpar.
Para (b), suponha gueseja uma fun¢ao ‘mpar. Assim, para todd X, tem-se
f( x+h) f( N)=f[ (x h] f( = f(x h+ f(X:
Assim,

f( x+h) f( %
h

f(x h)y+ f(x)
hi 0 h

fix h) (X

Y x= rlli!mo

Facah= Dx. Tem-se:

(x+ Dx) f(x) - iim f(x+ Dx) f(X) _ fo(x)'

fo( X) = Lllmo Dx! 0 Dx
donde se conclui queY x) = fqx); isto &, quef®& uma funcao par.

Proposi¢ao 5.5:SejamX R um intervalo simétrico ¢ : X! R uma funcao de nida por
Z

X
j(x)= f(t) dt:
0
Tem-se:
(a) Sef € uma fungao par, entgoé uma funcao ‘mpar.
(b) Sef & uma funcado ‘mpar, entjqoé uma funcao par.

DEMONSTRACAO: Note-se, primeiro, que
z X
j( x)= f(t) dt:
0

Fazendai= t, tem-se que du= dt, de modo que



194 2 Series de Fourier

ZX ZX
(5.3) Jj( X)= . f( udu= . f( udu

(a) Por hipotesef € par, isto €f( u) = f(u). Usando este fato em (5.3), tem-se
z

X
J(x)= . f(udu=j (x);
mostrando qu¢ & ‘mpar.

(b) Por hipbtesef € ‘mpar,istoéf( u)= f(u). Assim, usando este fato em (5.3), obtém-
Se z X z X z X

Jj( X)= f( udu= f(uydu= f(uydu=j (X);
0 0 0

0 que mostra qug & uma funcao par.

Proposi¢ao 5.6:Sejaf : [ L;L]! R umafuncao par e integravel. Entao,
VA VA

L L
f(x)dx=2 f(x)dx
L 0

DEMONSTRACAO: Observe-se, primeiro, que se pode escrever
ZL Z g ZL
f(xX)dx= f(X) dx+ f(x)dx
L L 0

Agora usa-se a hipotese de qué uma funcao par, isto &(x) = f( Xx) paratodax2 R, na
primeira integral do segundo membro acima. Tem-se:
Z, Z, Z,
] f(X)dx= ] f( x)dx+ . f(x)dx

Em seguida usa-se a mudanca de variayeis x, tal que dy= dx, na primeira integral do
segundo membro da igualdade acima, mas mantendo a segtegtalinNote-se que 0s hovos
limites de integracao passam a gyge= ( L)= Ley,= 0= 0, onde usou-se a propria
mudanca de variaveig= X, para obté-los. Assim,

Z, Zy Z,
I_f(x)dx: ] f(y)dy+ . f(X) dx

Z\ Z\
f(y)dy+ f(X) dx
0 0

Z
2 f(x)dy,
0

onde inverteu-se o sinal de integracao ao trocar a orderfirddes de integracao. Alem disso,
somou-se as duas integrais em virtudes das variaveisatgagfio serem “mudas”.
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Proposi¢ao 5.7:Sejaf : [ L;L]! R umafuncdo ‘mpar e integravel. Entao,
Z
f(x)dx= 0:
L

DEMONSTRACAO: Note-se que
Z Zo Z
f(xX)dx= f(X) dx+ f(x)dx
L L 0

Em seguida usa-se a hipotese de fi@geuma funcao ‘'mpar, isto &(x) = f( x) paratodo
x2 R, na primeira integral do segundo membro acima. Tem-se:
Z Zg ZL
I_f(x)dx: I_f( X) dx+ . f(x)dx

Agora usa-se a mudanca de variavers X, tal que dy= dx na primeira integral do
segundo membro da igualdade acima, mas mantendo a segtegialinOs novos limites de
integracao passamasgar= ( L)=Ley,= 0= 0, onde usou-se a propria mudanca de
variaveisy = X, para obté-los. Assim,

Z, Zy Z, Z, Z,
I_f(x)dx: ] f(y)dy+ . f(x)dx= ] f(y)dy+ . f(X) dx

Z Z
= fy)dy+  f(x)dx= 0
0 0

onde inverteu-se o sinal da primeira integral do segundobm@em um dos passos acima ao
realizar a troca da ordem dos limites de integracdo. Al&m®so, somou-se as duas integrais em
virtudes das variaveis de integracao serem “mudas”.

Os varios resultados obtidos nesta secao sao muite igea simpli car os calculos dos
coe cientes de Fourier. Os resultados a seguir sao bemlegnporém se mostram (teis na
pratica. Os mesmos serao enunciados na forma de propesipenas para facilitar citagdes
nas sec¢oes seguintes.

Proposi¢ao 5.8:Sejaf : R! R uma funcao par, periodica de per'odg thtegravel e abso-
lutamente integravel. Entao,
Z, Z, npx

2
ag= 2 f(dx  an=—- f(Ycos — dx e by=0
L o L o L

DEMONSTRACAO: A expressao para o coe cient® segue imediatamente da proposicao
5.6, pois, por hipotesd, & par. Para justi car a a rmacgao para 0s coe cienégsbasta observar
inicialmente que a funcao cwx=) & par, como foi mostrado no exemplo 5.2. Além disso,
pelo item (c) da proposi¢ao 5.1, o produto entre duasdespares resulta em uma funcgao par.
Assim, o integrando na expressao payaque ef(x) cos(npx), € uma funcao par. Aplicando
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a proposicao 5.6, resulta que este coe ciente pode seulealo multiplicando-se a integral por
2 e integrando no semi-interveld; L].

Para justi car que os coe cientds, sao todos nulos para uma funcigar, basta observar
que o exemplo 5.2 mostra que as fun¢des(sen) sao ‘mpares. E pelo item (e) da proposicao
5.1, o produto entre uma fungdo par por outra ‘mpar resit uma funcao ‘'mpar. Assim,
o integrando na expressao que delng que €f(x) sen(npx), &€ uma funcdo ‘mpar. Logo,
pela proposicao 5.7, a integral de uma funcao ‘'mpamgemnialo simétrico &€ sempre zero. Isto
mostra quéo, = 0 para todan 2 N.

[]

Proposi¢ao 5.9:Sejaf : R! R uma fun¢ao ‘'mpar, periddica de per'odo, Integravel e
absolutamente integravel. Entao,

ZL npx
ap=0; an=0 e bn=—0 f(x)senT dx

DEMONSTRACAO: A expressao para 0 coe cient® segue imediatamente da proposicao
5.7, pois, por hipbtesef, € ‘mpar. Para justi car a a rmacgao para 0s coe cientgs basta
observar inicialmente que a funcao ¢us=) & par, como foi mostrado no exemplo 5.2. Aléem
disso, pelo item (e) da proposicao 5.1, o produto entre fumgio par por outra ‘mpar resulta
em uma funcdo ‘mpar. Assim, o integrando na expressamapaque ef(x) cos(npx), € uma
funcao ‘mpar. Logo, pela proposicao 5.7, a integralim@ funcado "'mpar em intervalo simétrico
€ sempre zero. Isto mostra gae= 0 paratodon 2 N.

Para justi car a expressao dada para os coe cielltgdasta observar que o exemplo 5.2
mostra que as fungdes s@wnx) sao ‘mpares. E pelo item (d) da proposicao 5.1, o produto
entre duas fun¢des ‘mpares resulta em uma funcao paimAo integrando na expressao que
de ne by, que éf (X) sen("Pa), & umafuncgao par. Aplicando a proposicao 5.6, respuleseste
coe ciente pode ser calculado multiplicando-se a intepmal2 e integrando no semi-intervalo
[O; L].

[]
Encerra-se esta se¢cao com outros conceitos de simetaidpeedes periodicas.

DEeFINICAO: Sejaf : R! R uma fungdo periddica de per'odo> 0. Diz-se quef tem
simetria de meia ondguando a mesma satisfaz

Proposi¢ao 5.10:Sejaf : R! R periodica com simetria de meia onda. Entao,

T
fx)= f x 5
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DEMONSTRACAO: Comof tem simetria de meia onda, entéo, por de nicao, tem-se qu
T
f(x) = X+ —
(¥ 5
Comof & periodica de per'odb, segue-se que

T T
+ — =f x+ — =
fx2 fxT2 f x

N —

Portanto,

DEeFINICAO: Sejaf : R! R uma fungao periodica de perodo> 0 e com simetria de

meia onda. Sd for par ou ‘mpar, diz qud tem simetria de quarto de ondgar ou ‘mpar,
respectivamente.

Muitas vezes a simetria de uma funcgao periddica & obsaa por um termo constante. O
exemplo a seguir mostra este fato.

Exemplo 5.13:Sejaf : R! R uma funcao de nida por

8 a
<a =x para 0 x< T;
f(x) = T

periodica de per'odd.

Entao, & poss’vel construir uma nova funcao, subdiaiiima constantez de f, obtendo-se
uma funcao ‘mpar.

De fato, afunca@: R! R, dada por

8 a
<t = para 0 x<T;
9=, = 2 )
periodica de per'od®,

simplesmente desloca o gra co depara baixo de uma distancie.
Para se convencer que a fungi® ‘mpar, sugere-se ao leitor esbocar o gra co da mesma.

[]
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2.6 Sries de Fourier de fun@es pares e ‘mpares

Até este ponto as fun¢des dadas nos exemplos semprarastievnidas em intervalos do
tipo[ L;L],ou( L;L],ouaindd L;L).A questao que agora se apresenta é: O que fazer caso
a funcaof esteja de nida em um intervalo do tid0; L] e nada for dito sobre o per'odo? Em
princ’pio, seria poss’vel escolher um per'ddqualquer, tal qu& > L, e estender a funcao de
maneira conveniente no intervdlo; T). Como consequéncia desta possibilidade, ter-se-ia uma
funcaof : [0;L]! R que pode ser representada por mais de uma série de Fourier.

Como exemplo, considere a funcéo[0; p]! R de nida por f(x) = x. Os préximos exem-
plos mostram que esta fun¢ao pode ser estendida de wé@aissiras, sendo assim representadas
por séries distintas.

Exemplo 6.1:Sejaf : [0;p) ! R de nida por f(xX) = x. Represente esta fungao como uma
série de senos.

SoLUgAO: Para obter uma série de senos € necessario fazer unmsa@xteéa funcad de
modo que resulte em uma fungao ‘mpar e periodica. Deiseté a extensao pdr Assim,

(
) = X; se p Xx<p;
periodica de per'odd = 2p:
y
p, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
X
P p

Figura 6.32: Gra co da funcaé.

O leitor podera veri car facilmente quieé uma fungao ‘mpar e periodica, isto &, e x) =
f(x) e quef(x+ 2p) = f(X).
Para os coe cienteag e a,, tem-se
1%p _ 1%p
a= — f(X) dx e an= — f(X) cos(nx) dx
P p P p

Como f & ‘mpar, pela proposicao 5.7, tem-se @ge= 0, pois se trata de uma integral em
intervalo simétrico de uma funcao ‘mpar. Pagatem-se que o integrando & o produto de uma
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S LS
/Ho -Bﬁ/Zp ?/ | wp 3%”0

Figura 6.33: Gra co da funcao estendifla

funcao ‘mpar por uma par, isto &, o produtofdgue & ‘mpar por cgax), que & uma funcao
par. Pelo item (e) da proposicao 5.1, este integrandog&funtao ‘'mpar e pela proposicao 5.7 a
integral em intervalo simétrico de uma funcao ‘mpagmagre igual a zero. Assima, = 0 para
todon2 N.

Ja os coe ciente$, precisam ser determinados pela de nicao. Porém, pof sena funco
‘mpar e sefinx) também uma fun¢ao ‘mpar, tem-se que o integrandbgéuma funcgao par.
Assim, pela proposi¢ao 5.6, basta multiplicar a integoal2 e integrar no semi-intervalo; L].
Assim, realizando uma integracao por partes, obtém-se

z z

p_ p
b, = f(X) sen(nx) dx= X sen(nx) dx
p

0

T TIN

p z
X
— cognx) +
n 0

cognx) dx
0

Sl

p

1
cognx)+ = sen(nx)
0

TIN O TIN TIN TP

1
— cognp)+ ?ser(np)
2 1
— 9 cos O+ —ZsenO
p n n
2
n

( 1)n+1

cognp)= 2 %( H"=2

A série de Fourier par & dada por

- Q. o
f(x) S ta [ancognx) + bpsen(nx)] ;

n=1
que apos substituicdo dos valores dos coe cieagea, € by, obtidos acima, resulta em

f(x) 25 ™

n=1

sen(nx); 8x2R:
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Figura 6.34: Gra co das somas parciais até 4.

Para expressar a funcpdada originalmente, em termos de uma série de senos €saeice
restringir os valores depara o dom'nio dd, isto &, para o intervalo 0 x< p. Assim,

f(x) = 25 (™t

n=1

sen(nx); 0 x<p:

Neste ponto chama-se aten¢ao para o fato da série deeFo&d ser igual d(x) = x para
X = p, pois neste ponto a funcHoé descont'nua e, assim sua série de Fourier converge nest
ponto para a média dos limites laterais e que € diferente(de= p. Por isso tomou-se o
intervalo[0; p) como domnio def.

P p

Figura 6.35: Gra co da fun¢aé e das cinco primeiras somas parciais restritas ao intef@g).

[]

Exemplo 6.2:Sejaf : [0;p) ! R de nida por f(x) = x. Represente esta fungao como uma
série de cossenos.

SoLUcAO: Para determinar uma série de cossenos para represeataecessario fazer uma
extensao desta funcao de modo que resulte em uma noyaofpac e periddica. Denotando a
extensao pof, pode-se escrever
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(
) = jXj;  se p Xx<p;
periodica de per'odd = 2p:
y
p,,
-4p -3p -2p  -p p 2p 3p 4p

Figura 6.36: Gra co da funcaé.

Facilmente se verica quef( x) = f(x) e quef(x+ 2p) = f(x). Como f & par, pela
proposicao 5.6, obtém-se

Z p
xdx

0

1% p

ag = f(X)dx=
b (¥)

TIN

p
X2 P_

= — =p
P o
Como f & par, o integrando nos coe cientag & par, pois se trata do produto entre duas
funcdes pares (veja proposicao 5.1). Alem disso, pedposicao 5.6, basta multiplicar a integral

por 2 e integrar no interval®; L]. Assim, fazendo uma integracao por partes, obtém-se

1%p _ 2%p
an= — f(x)codnx)dx= —  x cognx)dx
P p p o
z
2 x P1%p
= — —sen(nx — sen(nx) dx
5 psem o sen(m)
2 X 1 P
= E ﬁser(nx) Fcos(nx) .
2 0p 1 20 1
= E ﬁser(np) ?cos(np) E ﬁseno Fcoso
2 2 2 n .
= Wcos(npﬁ prZ W[( D" 1
ou seja,
4
agk—O e a2k 1- m’ k2 N

Para os coe cientels,, basta notar qué & par e que sgmx) & ‘mpar, de modo que o produto
entre estas duas funcgdes, que €& o integrando na intaggadl€ine b,, € ‘mpar. Assim, pela
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proposicao 5.7, tem-se que a integral de uma funca@fram intervalo simétrico € igual a
zero, de modo quie, = 0 para todan2 N.

4p -3p -2p P P 2p 3p 4p

A\

Figura 6.37: Gra co da funcab e das trés primeiras somas parciais.

O passo seguinte consiste em substituir os coe cientes dagfa@ncontrados na série de
Fourier paraf, isto &,

¥
T0 2+ & [accodky+ boser(k];
k=1
ou ainda, y
T P 4 a 1 cof2k 1)x; 8x2R:

2 pgy (2 12
Por m, para representar a funcdo dada originalmente, através de uma série de cossenos,

€ necessario restringir os valoresxdea série pard(x) para aquelez no domnio def, isto &,
paraointervalo0 x< p. Assim,

p 4 g
f(x) = > Elglm cogzk 1)x; 0 x<p:
y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, p,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
| | X
P P

Figura 6.38: Gra co da funcaé e as trés primeiras somas parciais.
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[]

Exemplo 6.3:Sejaf : [0;p) ! R de nida por f(x) = x. Represente esta fungao como uma
série de senos e cossenos.

SoLUCAO: Para que se represerft@or uma série envolvendo senos e cossenos & necessario
fazer uma extensao periddica flanas de tal modo que resulte em uma funcao que nao seja par
e nem ‘mpar. A maneira de se estenfipara p < x< 0 nao importa, mas desde que nao seja
par ou ‘'mpar (ou seja, nao seja simétrica em relacadxaoyee nem seja simétrica em relacao
a origem). Assim, & natural escolher uma extensao maigles, como 0 para < x< 0, isto &,

8
30 p<x<0
R@ZBK 0 x p;
periodica de per'odd = 2p:

I
.
*

Y 2p 3p 4p

F

_4p

Figura 6.39: Gra co da funcaé.

Agora passa-se a determinacao dos coe cientes de FoBaeaay, tem-se
z Z, z

p_ p
a = 1 f(X)dx= 1 Odx+ 1 xdx
P »p P p P o
_xFPop
2, 2
Para os coe cientea,, realizando uma integracao por partes, obtém-se
1%p _ 140 1%
an= — f(X)cognx) dx= — 0 cognx)dx+ —  x cognx)dx
P »p P »p p o
1 Po1%0p
= — — sennx —  sen(nx) dx
p o No
1 1 P
= b N sen(nx) + = cognx) .
_1p 1 10 1
= E o sen(np) + = cognp) E - senO+ =~ cosO
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ou ainda,

2 Series de Fourier

1 _ 1 I
——%[( D o1

1
= %cos(np) 2D

2

ax=0; e ax 1=

Para os coe cientely,, onde sera feita uma integracao por partes, obtém-se

bn:

1Zp_

— f(X) sen(nx) dx

P p

Z, z
0 sen(nx)dx+
p

p
X sen(nx) dx
0

N TlrF

X P1%p
— cognx) + —  coqnx)dx
n o No

p

X 1
— co9dnX)+ — sen(nx
5 cotm)r 5 sen(m)

p 1 1 0 1
n cognp) + ) sen(np) ) ﬁcosO+ ) sen0

Tl T, TR, TEF

1 1 n
n cognp) = ﬁ( 1)

( 1)n+1
n

Portanto, determinou-se 0s seguintes coe cientes de &ouri

a'O:

p. _ 2 _( pet
20 T X D% b=

Deste modo, a série de Fourier para a funt&odada por

(%)

paratodx 2 R.

ao ¥
2+ 4 [acod(2k 1)x]+ bxsen(kX)]

2 k=1

( 1)k+ 1

cod(2k 1)x]+ .

sen(kx)

g 2
278 2k D

2 1 s ( Dkt
~4 =—— cod(2k X+
P2y (2k 12 k=1

sen(kx);

Assim, para representar a funcdpdada originalmente, basta retringir os valorexas
série pard (X) para aqueles no dom'nio def, isto &,
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P p

Figura 6.41: Gra co da funcaé e das quatros primeiras somas parciais no intefégz).

( 1)k+ 1

¥
cog(2k X+ %

k=1

=15

2 ¢ 1
—ad o 2 sen(kx);
Py (k1?2
paratodo0 x< p.

Por m, chama-se a atencao do leitor para que seja obseryael a representacao fleem
séries de senos e cossenos pode ser obtida pela somaidagséontradas nos exemplos 6.1 e

6.2, mas dividindo o resultado por 2.

[]

Observag@o 6.1:Nos exemplos anteriores desta se¢cao nada foi comentade sonaneira
de estender a funcao de maneira periddica. Na praticeese viu foi uma extensao periodica
“dobrando-se” o comprimento do intervalo de de nicao dadao, isto &, adotando-se como
per'odo o menor poss’vel. Nao & necessario que seja,ass seja, € poss’vel adotar como
per'odo qualquer > L.

Assim, a funcado do exemplo 6.1 pode ser estendida de naamegar, mas usando como
per'odo 4 e nao necessariamentp 2omo foi visto. Deste modo, uma extensBoR ! R
de nida por
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8

% 20 X se 2p< X< p;

) = X; se p Xx<p;
2p X se p X 2p;
periodica de per'odd = 4p.

também permite que se represehtd0; p) ! R, dada porf(x) = x, em uma série de senos.
Como visto anteriormente, por sEuma funcao ‘mpar, segue-se dos resultados da se¢ao 2.5
gue os coe cientegg = 0= a, paratodan 2 N. Assim, basta calcular os coe cientbs
Lembrando que agoia= 2p e que o integrando eiw, sera par, por ser produto deque &
impar por ser{m=) que também & ‘'mpar, resultando em uma funcao pammobe

p_ nx
bh= — f(x)sen — dx= = f(x)sen — dx
p o 2

p nx
dx+ = (2p x)sen — dx
P p 2

Z
p n 12 nx
X sen — dx+ 2 sen X dx — X sen — dx
p o 2 p 2 P p 2

A segunda integral no segundo membro acima pode ser reagalral/és de uma substituicao
simples. Ja a primeira e a (ltima integrais no segundo membdem ser resolvidas por
integracao por partes do seguinte modo:

8 8
<u= X < du= dx
nx ) . 2 nx
dv= sen — dx - V= —C0S —
2 n 2
Assim,
1% p nx Zap  nx 1% 2p
bh= — X sen — dx+ 2 sen — dx — X sen — dx
p o 2 p 2 P p 2
1 2 nx P 2%p nx 2 nx 2P
= —- — CO0S — + — cos — dx + 2 — cos —
n 2 o, nho 2 n 2,
n #
1 2 nx 2P 2%
—  — CO0S — + — cos — dx
2 p n p 2
= G cos nx + sen nx* cos i
2 2 2 0 2 p
2x cos ™ 4 sen X 2p
2 n2 2
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=% 2—pcos% +%sen% % 2%Ocosmﬁseno

ghcos(np) cos %i

% %p cos(np)+% sen(np) +% %p cos % +% sen %
= % cos% +% sen % gcos(np)+%' cos% +

+ Lﬁl cognp) % cos % +% sen %
= 2p sen %
Portanto, a série de Fourier para a fun¢gdada por
f(x) gélé sen % sen n_2x ) 8x2 R:

Agora basta restringir os valores Beara a série de Fourier depara os valores de no
dom’nio def, isto &,
1

nx
~ sen — 0 x<p

sen
2

_ 83 np
f(X) 5 21 5
e, assim, tem-se uma nova representacao por meio de uralséenos para a funcdodo
exemplo 6.1.

Note-se que o procedimento usado ao restrigir os valoresadedom’nio def, isto &, para
0 x< 1,também poderia ser usado parap. Isto se deve ao fato que a extengzadotada &
cont’nua em todos os pontos, de maneira que a série deeFoanverge para o valor da funcao
em cada ponto de seu dom'nio. De outro modo: a extensao eeenplo 6.1 ndo & adequada

casof esteja de nida no intervalfD; p], mas a extensao feita nesta observacao, sim.

[]

2.7 Diferencia@o de ®ries de Fourier

As séries de Fourier constituem um importante modo de septar solu¢des de equacdes
diferenciais parciais (EDP), isto &, representar fesgfue sao solu¢des de equacdes deste tipo.
Isto sera visto em cap’tulo futuro. Aléem disso, també&rasvisto que candidatos a solugdes
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de EDP, que sao representadas através de séries derfprgaissam satisfazer nao apenas a
equacao como também condi¢des de contorno e/ou diewliciciais. Com isso, sera necessario
derivar o candidato a solu¢ao, isto &, a série de Fodeeera ser derivada termo a termo.

As condi¢des que permitem derivar termo a termo dadagéstida seguinte proposi¢ao:

¥

Sejamun : [a;b] ! R funcdes de classe’@{a;b)]. Suponha que a sérié uﬂ(x) das
n=1

funcOes derivadas convirjg uniformemente para umadon) no intervalda; b]. Suponha

ainda que a série numéri@a Un(Xg) seja convergente para algug® [a; b]. Entao, a série
n=1

¥
de fungéesé un(X) converge uniformemente efa; b] para uma funcaa(x), ondeu(x)
n=1
é derivavel al{x) = v(X), isto &,
d & ! s 0
— a U(¥) = a ux:
dx n=1 n=1 "

(Uma demonstracao pode ser encontrada na referéngin [54

Porém esta proposicao exige condi¢des su cientesagtessarias. Alem disso, a derivagao
termo a termo de uma série de Fourier também tem aspedtoadtss, visto que as derivadas
das funcBes senos e cossenos que aparecem nesta ségm eowmariaveln, que em geral
aparece multiplicando tais fungdes e, com isso, atrapald a convergéncia da série. O teo-
rema dado a seguir possui exigéncias um pouco menores dmges da proposi¢cao acima,
mas também deve ser usado com cuidado, isto &, nem sempss &el derivar termo a termo
uma série de Fourier.

Teorema 7.1 (diferencia@o da €rie de Fourier): Sejaf : R! R uma fungao cont'nua,
peribdica de perodd = 2L e tal quef®é seccionalmente diferenciavel. Ento, a série de
Fourier paraf® pode ser obtida derivando-se termo a termo a série de Fqaria a funcad,
isto e,

¥ h [

sMnp npx np npx
f & -= by cos — — a, sen —

a L L L L

DEMONSTRACAO: Comof%% seccionalmente diferenciavel e é peribdica de peifo= 2L,
pode-se aplicar o teorema de Fourier (teorema 4.1) parduiogae f® possui uma série de
Fourier que converge pafé&, isto &,

¥ h [
npx npx
(7.1) f9x) o, a A, cos X By sen X
2 2 L L
Assim, a demonstracao deste teorema se reduz a mostrar que
n n
Ao=0; An:Tp bh e Bp= Tpan:
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Para isto, usa-se as formulas dos coe cientes de Fouras,aplicados a funcaf (e nao a
f). ParaAg, tem-se
z L
1°L 1
= = f =_ f
P fdx= £ f0
1 1
(7.2) = [t 10 Dl= 0=0
onde usou-se o fato deser peribdica de per'odb= 2L, isto €, fazendo-se= L em
f(x+ 2L) = f(X) ) f(L)= f( L+2L)= f( L):

Como f% seccionalmente cont’nua, tem-se que ela é integrde@ehodo que faz sentido

integrar por partes os coe cient@g e By. ParaA,, fazendo
8 8

<y= npx- < du= WP npx-
| u= cos 3 ) | du I_sen 3
- dv= fqx)dx - v= f(X):
tem-se
121 npx
A= T Lfo(x) cos —— dx
" L ZL #
_1 npX np npX
=T f(X) cos 3 L+ ] Lf(x) sen 3 dx
np
= E[f(l-) cognp) f( L) cog np)J+ = bn
n
= L0001 u P b,
" n
_ L) O+_P br
(7.3) =P by

onde usou-se que dosnp) = cognp)=( 1)"(isto &, a paridade de cossenfl.) f( L)=
0 (isto &, a periodicidade de como foi visto anteriormente), bem como

Z
_17t npX
b, = L f(x)sen T dx

ParaB,, fazendo
8 8
npx < _ np npx ,
< u= sen O ) du= T — COoS T

- dv= fqx)dx - v= f(X):
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tem-se
141 npx
Bn= = I_fo(x) sen —— dx
" L Z L #
-1 mpx T mp npx
=T f(X) sen 3 L Lf(x) cos 3 dx
1 np ZL npx
= [[f(L) sen(np) f( L) sen( np)] T f(X) cos T dx
L
sen(n n
= My i ) P a
_ hp .
onde usou-se o fato que demp) = sen(np) = (isto &, a imparidade de seno) e que

1%t npx
an = L Lf(x)cos e dx

Substituindo (7.2), (7.3) e (7.4) em (7.1), obtém-se oltada desejado, ou seja, substituindo

n n
A= 0; An= Tp bn e Bn= Tp an:
em .
¥ h [
%) o, a An cos L By sen npX
2 a L L
encontra-se ¢ h i
s M np npx np npx
f9x) 21 T bn cos - T @ sen ——

Observag@o 7.1:A hipbotese de continuidade de ao invés de seccionalmente cont’'nua, &
natural e nao deveria surpreender. De fato, se existewadarem um ponto, entao a funcho
é cont'nua neste ponto. Assim, se existe a derifddd em todos os pontos de seu dom'nio,
entdo a funcad (x) devera ser cont’'nua em todos os pontos de seu dom’'nio.

Por outro lado, & importante frisar a necessidade da add#de def: caso a funcad no
teorema 7.1 seja descont’nua, entao a conclusao do measmgeral, & falsa. Ou seja, mesmo
gue f possua uma série de Fourier que converge pam seus pontos de continuidade, nao
sera poss’vel derivar, termo a termo, a série de Fousierfpa m de obter a série de Fourier
paraf®



2.7 Diferenciacao de séries de Fourier 211

Os dois proximos exemplos ilustram o caso de uma furfcéoja derivadaf® possui uma
série de Fourier, mas que nao pode ser obtida derivancho teitermo a série de Fourier para
f.

[]

Exemplo 7.1:Sejaf : R! R uma fungao de nida por

8
3 X se L<x<lL;
f(X)ZBO; sex= Lex=1Ll;
periodica de per'odd = 2L.

Mostre quef{x) pode ser representada por uma série de Fourier e deterstinséeie.

SoLucAo: Note-se, primeiro, que para os valoresxi2 ( L;L), tem-se quef(X) = x e
isto implica emf{x) = 1. Masf & descont'nua nos pontess kL, de modo que nao existe
derivada neles, ou sejaYx) n&o esta de nida para estes valoresxd®orém, sem perda de
generalidade, & poss'vel de nif{ kL) = 1. Assim,

1; se L<x<L;

f9x) =

1; sex= L ex=L;

"W AW 00

periodica de per'odd = 2L,

ou seja,fqx) = 1 paratodx?2 R.

Facilmente conclui-se qu€?x) = 0 para todo2 R. Assim, tem-se qué&®?x) & uma funczo
seccionalmente cont'nua (por ser cont'nua). Alem digsta proposicao 2.4, tem-$& uma
funcao periodica de per'odo= 2L, poisf & periddica e tem este per'odo. Isto permite deter-
minar, segundo o teorema de Fourier, uma série de Fouri@agancaof {x).

Comofqx) = 1 paratodo 2 R, pode-se calcular os coe cientes de Fourier pitatravées
de suas formulas. Pafg, tem-se

Z, 1Z L
Ap= — f(x)dx= — 1:dx
L L L
L
X 1
=T L_E [L ( L]= 2
Para os coe cienteA,,, obtéem-se
z z
17t npx _1°L npx
An= E Lf(X)COS T dx= E LCOS T dx
1L npx - 1
T sen O L— v [sen(np) sen( np)]
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[sen(np)+ sen(np)] = % sen(np) = O

np
Para os coe cienteB,,, obtém-se
Z Z
1 U2 npx
Bnh = ] Lf(x)sen 3 dx= ] Lsen 3 dx
1 L npx -
= - —  COS npx
L np L L
= > [cognp) cog np)
T p p
- 1 [cognp) cognp)]= O:
T o p p)I= U
Substituindo os coe cientefg, A, e B, na série de Fourier pafd, obtém-se
¥ h i
f(x) = o, a A cos X B, sen PX
2 2 L L
2 xh npx npx |
_§+r§10005T +0 senT ,
=1

isto &, a série de Fourier para a fung@@ dada por

f=1, 8x2R:

Exemplo 7.2:Sejaf : R! R uma fungao de nida por

8
3 X se L<x<L;
f(X)ZBO; sex= Lex=L;

periodica de per'odd = 2L.

Mostre que a série de Fourier pdiZnao pode ser obtida derivando termo a termo a série de
Fourier para a funcab.

SoLucAo: Como foi visto no exemplo 7.1, apesar de existir uma saiealirier parg {x),
a mesma nao pode ser obtida derivando termo a termo a g€Feutier pard, pois tal série
assim obtida & divergente. De fato, foi visto no exemplg 4.3érie de Fourier parhé dada
por

o= 2
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Derivando termo a termo o segundo membro da expressao,auiméan-se
oL ¥ (™t dh  npl 2L ¥ pymihy npx |
p.-; N dx L P =1 n L L

¥
28 ( D™icos X

7.5
(7.5) a 3

A série no segundo membro de (7.5), resultante de dexveegino a termo, & divergente em
todos os pontos. Por exemplo, fazerxdo 0, a série em (7.5) se escrever como

¥ ¥
238 ( D™lcos X =28 ( D™tcos0

n=1 L x=0 n=1

g
:2a( 1)n+1
n=1
=2(1 1+1 1+ ):

A série numérica acima oscila entre os valores 2 e 0. Jaxpal. em (7.5), obtém-se

¥ ¥
28 ( D™'cos %( =24 ( D™ cognp)

n=1 x=L n=1

¥
=24 ( p™t ( "
n=1

¥
=24 ( "
n=1

=2( 1+1 1+ );

gue oscila entre os valore2 e 0.
Em geral, a série diverge em qualquer ponto, pois

r|ﬂ|h;lé cognx) 6 O; 8x2R:

Para veri car tal a rmacao, suponha por absurdo que d¢ognx) = 0 paraalgunx2 R. Isto
implica que '
lim cog(nx) = lim [cogn¥) cognx)]
h ih i
= r|ﬂ|h;lé cognx) rlﬂlrri cognx)

=00=0:
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Como a sequéncia de fungdesognx)g € convergente para zero, segue-se que toda sub-
sequéncia sua também €& convergente e converge para mmigsta. Assim, em particular, a
subsequéncibicog2nx)g def cognx)g converge para zero, isto rtl? ¥Iioms(an) = 0.

Por outro lado, considere a seguinte identidade trigoticaé
1+ coq2nx)

—
Tomando limite para! ¥ em ambos os membros da identidade acima, obtém-se

cog(nx) =

1+ cog2nx)

0= Jmyeostm= lm —=
fm L+ fmcozng g0 1

lim 2 2 2
n' ¥

ou seja, um absurdo, poiss01=.
Isto mostra que
r|ﬂ|h;lé cognx) 6 O; 8x2R

e, portanto, que a série diverge em todos 0s pontos.

2.8 Integracao de ®ries de Fourier

Seumafuncad : R! R foriguala sua série de Fourier, isto &,

¥ h [
npx npx
f= 24 a ancos OPX 4 bysen 22X,
2 7 L L
a qual se supde convergir uniformemente, entao € pElssSar a proposi¢cao sobre integracao
termo a termo para concluir que
z z z z
b b &g g b npx b npx
f(x)dx) = —dx+ g a cos — dx+b, sen — dx
a a 2 n=1 a L a L
Em comparacao com a derivagao termo a termo da sériewt@eF, as hipoteses necessarias
para integracao termo a termo de tal série gasao bem mais fracas. Mostrar-se-a nesta se¢cao
gue a integracao termo a termo de uma série de Fourierdadeira mesmo que a série de
Fourier nao convirja uniformente pafae mesmo que a série de Fourier nao convirja pontual-
mente para. Nao para a”: mesmo quando a série de Fourier seja diviergénda € poss’vel
integra-la termo a termo!



2.8 Integracao de séries de Fourier 215

Isto, por si sb, ja sugere que a série de Fourier tem unecieafstica especial e rica em
propriedades interessantes.

Teorema 8.1 (integra@o da €rie de Fourier): Sejamf : R! R uma funcao periddica de
per'odoT = 2L e seccionalmente cont’nua e
@ £N npx npx |

—+ cos — + bysen —
2 7@ @Cos T T insen o

a sua série de Fourier.
Tem-se:

(a) A série pode ser integrada termo a termo e o valor da géggrada é a integral de
mais precisamente:
z z z

b ag ¥ b npx b

(8.1) f(X)dx= —dx+ a am C€os — dx+bp, sen npx dx ;
a a 2 n=1 a L a L

(b) A funcao Z . h aoi
j(x)= f(t) — dt
0 2

é peribdica de per'odd.2 cont'nua, tem derivada®seccionalmente cont'nua e é representada
por sua série de Fourier

Ls bh L& by npxX  an npx
(8.2) j(x)——re1F E? FcosT +F senT
e
LY by 17
(8.3) Egl F oL j (x)dx

DEMONSTRACAO: De naafuncagi :R! R por
Zyh aoi
(8.4) J(X)= f(t) 0} dt;
0

a qual é cont’nua.

Como consequéncia do teorema fundamental do calculeséequg {x) existe em todos os
pontosx onde f & cont’nua. Alem dissg, {x) = f(X) nesses pontos. Portanfd]x) & seccio-
nalmente cont’'nua.

Note-se qu¢ € periddica de per‘odd.2 pois

Zyroth [ Z,h i
jx+2L) j (= f(ty 2 gt f(ty 2 gt
0 2 0 2
Zyio h i Z | h i
(8.5) - fty 2 dt= f() 2 gt
X L L 2
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onde usou-se o fato dgt) ar= ser periddica de per'odd-2bem como o corolario 2.1, que
diz Z a+L Z L
g(tydt= g(t)dt;
a L L
para todo funcag periddica de per'odol2e todo nimer@a2 R xado.
Agora observe que

Z|_h i ZL ZL
£(t) % dt= f(at % dt
z, L
R TOr
L 2 L

=a L 2[L (L]=0
Isto mostra que, em (8.5), o primeiro membro
J(x+2L) j(x)=0;

isto &, que a funcap de nida em (8.4) & cont’'nua, tem derivagld cont’'nua por partes e &
periddica de per'odol2 Com isso, &€ poss'vel usar o teorema de Fourier (teorefgéra
escrever

¥ h [
%+é NCOS%( + Bysen 2%

(8.6) = :

n=1

onde os coe cientes de Fouriéy, e B, sao dados por

1%t npx
(8.7) A= - j(Xcos — dx n o
L L L
Z
(8.8) Bi= = jsen PX ax n 1
L L L

O prbximo passo consiste em usar integracao por partesrelacionar os coe cientes de
Fourier dg com os coe cientes de Fourier da funcioAssim, fazendo,

8 8

Su=j (%); ) < du=j {x) dx

1dv=cos@d>c :Vzisen@,
L np L

observando qug{x) = f(x) (em virtude do teorema fundamental do calculo), para os coe
cientesA,,, obtém-se
z
1L npx
A= - j(Xcos — dx
L L
" #

L i %9 sen MPX gx
L L
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z
1L L . L -t npx
=T ﬁj(L) sen(np) ﬁj( L) sen np) prs I_f(x)sen e dx
z
1 Lt npx 1
L

(89) - % n, n 1,
onde usou o fato que seno & ‘mpar, isto &,(sew) = sennp), bem como o fato de ser
sen(np) = 0.

Antes de relacionar os coe cient& com 0s coe cientes da func¢aiy observe-se primeiro
gue, por sef periodica de per'odol2 isto &,/ (x+ 2L) = j (X), tomandax= L, tem-se que

JCD=jCL+20)=j(L):

Assim, fazendo,

8 8

Su=j(%; ) < du= j ) dx

. dv= sen npX dx RV L cos npx ,
L np L

observando qugqx) = f(x) (em virtude do teorema fundamental do Calculo), para os coe
cientesB,,, obtém-se

1%L npx
Bn= L Lj (x)sen O dx
n L Z L #
1 L . npx L : npx
T J (¥ cos — L+ | 1) cos - dx
1L L L %L f npx
= % j (L) cognp) % j( L) cof np)+ % ) (X) cos T dx
4
1 L : : L=t npx
=T ﬁcos(np)[/ (L) Jj( LI+ p Lf(x)cos e dx
4
1 Lt npx 1
=T Lf(x)cos -+ dx= @(an L)
(8.10) = Lo n 1
. - np an, 1

onde usou-se os fato que cosseno & par, isto €, qUemps= cognp) e quej (L)=j ( L).
Ja para o coe cientdg € preciso um tratamento a parte: deve-se faze0 em (8.6). Alem
disso, deve ser observaddo que segue-se da de nicaodia em (8.4), que(0) = 0. Assim,
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¥ : :
0= (0)= Ao, a Ancos np:0 + Bnsen L
2 n=1 L L
A, ¥
=5*a An (que por (8.9) resulta em)
n=1
A LE 1
- ? Ené'lﬁ bn,
donde
Ao_ L g bn
2 pn:]_ n
ou seja,
(8.11) Ao = %5 o
) p n=1 n

Agora usa-se (8.4) paja(x), a expressao para a série de Fourief dgpie & dada em (8.6),
bem como as relagdes dos coe cientes de Fourier obtidg8€) (8.10) e (8.11) para escrever

¥ h [
j(¥)= o, a Ancos X Bysen 22X,
2 9 L L
ou seja,
Z,h [ ¥ ¥
ag Lo bn o p npx
f(t) > dt prel - Sl b, cos 3 an sen 3
¥ ¥
Py N Py N L n L
ou ainda,
(8.12) ZXhf(t)olt gL g By LA B mex A o
' 0 2 p-, N P2, N L n L

gue é (8.2) na parte (b) deste teorema.
A expressao (8.3) na parte (b) deste teorema & uma cagrsgiguediata do coe cientl&
da série de Fourier para a funggax). De fato, viu-se que
2L & bn

fo= Fn?l n

Porém, por de nicao déy, tem-se que
1%L
Po= T j(0dx
L

Combinando estas duas Ultimas expressdes, obtém-se
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z z

17t 2L & by 1L L & by
— X)dx= — — — X)dx= — —
AL pan ) T p 3
que € a expressao dada em (8.3).

Para mostrar a parte (a), basta notar que a expressao 8de¥er reescrita como
Z Z ¥ h i

X Xag o L npx L npx
8.13 f(t)dt= —dt+ — sen — +by — 1 cos —
613 10 0 2 Sl o L " np L
Por outro lado,
X X
cos npt dt= L sen npt
0 L np L o
h i
= L sen npX sen0
np L
(8.14) = L sen npx
L
Também tem-se que
X t X
sen opt dt= L cos net
0 L np L o
h i
L
= — cos npx cosO
np L
h |
L npx
(8.15) = 1 cos ]
Substituindo (8.14) e (8.15) em (8.13), obtém-se
Z, Z, ¥ Z, i Z, i
(8.16) ftydt=  Ddt+ 3 an  cos 2 dt+ by,  sen 2 gt
0 0o 2 =1 0 L 0 L

Por m, faz-sex= aex= b na expressao (8.16) e depois uma subtra¢cao entre otk
obtidos para chegar ao resultado desejado. Tem-se:

8z z z
a a ¥ a t a t
% ftydt= g+ a a, cos U gt + by sen TP g
0 0o 2 =1 O L 0 L
t t
3 f(t)dt= %dH a a, cos U gt + by sen TP gt
0 0 =1 0 L 0 L

gue multiplicando a primeira linha acima pof., resulta em
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8 z z z z
a a ¥ a not a not
% f(t)dt= Bgt+ 3 an cos P gt by, sen 2P g
0 0o 2 =1 0 L 0 L
npt npt
2 ftydt=  Dgt+ § an  cos 2 dt+ by, sen P gt
0 0 2 =1 0 L 0 L

e invertendo a ordem os limites de integracao, obtém-se

8z z z z
% ftydt=  Dqt+ § a  cos 2 dt+ by, sen P gt
a a 2 n=1 a L a L
npt npt
2 ftydt=  Dgt+ § a  cos 2 dt+ by, sen P gt
0 2 =1 0 L 0 L
gue somado membro a membro resulta em
Zb Z b ¥ Zb ot Z b npt
f(t)dt= —dt+ g4 a, cos — dt+b, sen — dt
a a 2 n=1 a L a L

gue é o resultado em (8.1) na parte (a) deste teorema.

|
Observa@o 8.1:Para as aplica¢des, o teorema 8.1 toma a forma pratioansegse
¥ h [
f) 24 a ancos X 4 bysen TPX
2 2 L L
entao,
Z yh [
j= f1) 2 at
0 2
—1ZL'(x)dx+L§ B og MPX L 80 o MPX
“o ! pgl n L n L
[]

Exemplo 8.1:Sejaf :[ L;L]! R umafuncao de nida pof(x) = x. Tem-se que a sua série

de Fourier & dada por
¥ n+1
f(X) —ZpL a (DT o MPX

n=1

L
Note-se, primeiro, que
_2L (ym?
p n
Pela observagao 8.1, sera necessario detergnimre a sua integral. Tem-se

ap= 0; ah=0 e by
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Zyh i Zy
) ag 0
= f(t — dat= t = dt
j®= _fh 5 dt= ot g
t2 X x2
2.5 2
Além disso,
Z Z L
1L 1°Lx2 1 1 L2
- i = _ = )(3 = |_3 L 3 - =
o JWdEg e Tt (D=5
Substituindo os resultados obtidos em
Z
. 1°L. L& by npx  an npx
= — + — e E— + — n _— 1
J (X o0 Lj (x) dx rel - cos 3 . se ]
obtém-se
2 2 ¥ n+ 1
2 6 pZ, P n n L n L
_ L2+ 2L2 £ ( 1™2 cos PX
6 p2 21 n2 L
2 2 ¥ n
LA g (DT o X L x L
6 p2 2, n L

que & a série de Fourier para a fungia) = x=.

[]

Exemplo 8.2:Considere afuncab:[ L;L]! R dada porf(x) = ¥=2. Determine a série de
Fourierparaafuncao :[ L;L]! R de nida por

. X3 L2
X)= — —X
J= % &
SoLucAo: O exemplo 8.1 mostrou que a série de Fourier para a fuhgaoa neste exemplo
é
2 2 12 ¥ n
x> L Lcd (1 npx
fX)= == =+ = a cos —
2 6 pzZ, n L
A ideia consiste em aplicar novamente o teorema 8.1 a esta ®gnando
L? 2L (" o

Agora determina-sg(x). Tem-se:
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Z h i
, ao
j (9= fM -
0
t3 L2t X x® L2
6 12 , 6 6

Agora determina-se a integral (1€x):
141 ZL 3 |2

oL I_j(x)dxzz ] 5 EX dx

1 x* 12t
2L 24 12 .

1A L4 L+ o
2L 24 12 24 12
Substituindo os resultados obtidos em
Z
. 1°L. L¢ by npx  an npx
= — + — — - 4+ — n —
J (X T J (X)dx rel - cos 3 . se
obtém-se
3 2 ¥ 2 n
X Lo npx 2L ( D" 1
— —X=0+ — - €C0S — + —
6 6 prel L p?2 n?
23 § (" npx
S —— sen — L L;
p3 n§1 n3 L §

que € a série de Fourier para a fungda).

Exemplo 8.3:Sejaf :[ L;L]! R uma funcao de nida por

X L2
fX)= — —x
=7 FX
Determine a série de Fourier paraafungad L;L]! R dada por
: L2,
J(x)= 24 1—2X
e, fazendo = L, mostre que
4 ¥
p*_ o 1
- = a _4
90 yn

SoLucAo: Pelo exemplo 8.2, a série de Fourier pai@adada por

2 Series de Fourier
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a3 g (o npx .
f(X)_Fnél 3 senT , L x L

cujos coe cientes de Fourier sao dados por

. _ 23 ("
ag = o an—O e bn—F 3

Novamente se usa o teorema 8.1. Porém, antes, con rmarssexpressao paga(x) e
determinar-se-a a sua integral. Tem-se:

Z «h i

i=  f) 2t
0 2
Z, .3 2
t L
= — —t dt
o 6 6
t4 L2tz *
T 24 12
L
24 12
Em seguida, determina-se a integralde):
1%L 170 8 1252
o dx= o= 2o ==
2L L 2L L 24 12
1 X 13t
2L 120 36 |
_1osB e
T 2L 120 36 120 36
I S S e (o ey
© 120 36 360 360
Substituindo os resultados obtidos em
z
. 1L L¢ by npx  an npx
= — + — — — + — — 1
J (X oL Lj (X) dx prel . cos ] . sen ]
obtém-se
() = Xt LK
FRO=54 12~
4 ¥ 3 n
_7L+Lo 2L(1)}os@+gsen@

360 pg, p> n % L n L
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L4 2t g (™l npx
= —+= 8§+ cos — , L L:
360" pr & % L X

Para nalizar, basta fazer= L na série de Fourier pajax), isto &, em

X L2 7L4 2L § ( i npx

= A= Ccos ,
24 12 360" pr @ L
ou seja,
L4 L* 7L4 2LY & ( )n+1
55 15 cognp):
24 12~ 360 p* 2
Assim,

L4_ 7L4+ 2L4 ¥ ( 1)n+1

52> 3gc a
24~ 360 p* 2,

(G

gue implicaem
7L4 L4 2L4 ¥ ( 1)2n+1
360 24 pt nal e
ou ainda,
714 154 2t d 1
360  prdm
A Ultima expressao pode ser simplicada para obter

Bl 2ty 1 o %
360 p* 2, nt 90

n:

1
n’

que € a série numérica pedida.

2.9 Velocidade da convergncia

Esta secéo é dedicada a certas estimativas dos coeesiele Fourier de uma dada funcéo a
partir de hipoteses sobre a diferenciabilidade da mesnravés destas estimativas sera visto
gue a rapidez da convergéncia da série de Fourier def@eddeeus coe cientes.

Proposi¢ao 9.1:Sejaf : R! R uma funcao perioddica de per'odio= 2L, integravel e abso-
lutamente integravel. Entao, existe uma constlhte O tal que

(9.1) ja)j M e jbnj M:
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DEMONSTRACAO: A demonstracao & muito simples, basta usar o fato desjiumades seno
e cosseno sao limitadas, isto €,

npx npx

sen —— 1 e cos —— 1
Para os coe cientea,, tem-se
Z
janj = % ILf(x)sen %( dx
Z Z
% LL £(x) sen %‘ dxz% LLjf(x)j sen %‘ dx
141
L Ljf(x)j dx
Comof & absolutamente integravel, fazendo
1%L
(9.2) M=+ LJ'f(X)jd>c

obtém-sg¢a,j M, que & a primeira desigualdade em (9.1).
Para os coe cientels,, tem-se

121 npx
jbnj = L Lf(x)cos T dx
z z
1°¢t npx I npx
L. f(X) cos e dx= L Ljf(X)j cos T dx
1%L
= jf(¥jdx
L L

Usando a mesma constarite 0 em (9.2) obtém-se qud,j M, que € a segunda de-
sigualdade em (9.1).

Observag@o 9.1:A proposicao 9.1 da uma informacao importante: bastgpéatese de in-
tegrabilidade dd e |fj para que os coe cientes de Fourier sejam limitados. Se &tofosse
verdade, entao certamente a série de Fourier seria diviexrgPor outro lado, tomando como
hipbtese apenas a integrabilidadefde j fj o maximo que se obtém & limitagao dos coe -
cientes, nao garantindo ainda que a série de Fourieceav@rgente, isto €, com estas hipboteses
a série podera ser divergente.

A ideia de exigir quef e jfj sejam integraveis € naturdi:deve ser integravel para que as
formulas que de nem os coe cientes de Fourier fagam skmtja a integrabilidade dgfj &
necessaria para que a estimativa faca sentido, istotéper o valor absoluto dos coe cientes.
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Assim, a integral resultante ca dependentej fix)j e que também deve fazer sentido, isto €,
ser integravel.

[]

O proximo resultado melhora bastante o anterior: infQeacsobre a derivada dedao
condicOes para a convergéncia da série de Fourierfp@sto €, com hipoteses adicionais sobre
f00s coe cientes de Fourier tendem a zero quandende para in nito.

Proposi¢ao 9.2:Sejaf : R! R uma fun¢ao periodica de per'odo= 2L, derivavel e tal
que f{X) seja uma funcéo integravel e absolutamente integr&veso, existe uma constante
M Otal que

. .. M
(9.3) janj — e jbj
paratodan 2 N.

DEMONSTRACAO: A ideia consiste em integrar por partes os coe cientes deiEoe depois
fazer as estimativas necessarias. Assim, para os co¢esiay) fazendo

8 8
< u= f(x); 2 du= fqx)dx
)
dv= cos opx dx 7 V= Lsen npx
L n L
obtém-se
Z
17t npx
an = L Lf(x)cos O dx
" L ZL #
1L mx L npX
. fo) sen = o Lfo(x) sen —— dx

Z
%[f(L) sen(np) f( L) sen( np)] % I_fo(x) sen %( dx

ZL npx

1
(9.4) p Lfo(x) sen —— dx

onde usou-se o fato de a funcdo seno ser ‘mpar énpgr 0. Note-se que a hipbtese da
integrabilidade dé%foi usada para dar sentido aos procedimentos acima.

Agora se faz a estimativa para os coe ciendggomando-se o valor absoluto da expressao
obtida em (9.4). Tem-se:

. 1%t npx
janj = - I_fo(x) sen —— dx
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141 q npx
m oL f{x) sen e dx
Z
(R npx
= f L
L %) sen i dx
Z
1 L
el f9x) dx
Como, por hipotesef,?é absolutamente integravel, fazendo
1%L
(9.5) M= = f4x) dx
p L

segue-se da estimativa acima que
.. M
Jan) T 8n2 N;

gue é a primeira desigualdade em (9.3).
De modo analogo se realiza os procedimentos para os coéesia,. Fazendo

8 8
< u= f(x); 2 du= fqx)dx
: )
- dv= sen hpx dx Zv= Lcos npx :
L np L
obtém-se
21 npx
bh= - f(x)sen — dx
L L
" L Z L #
1L x L npx
=T f(x) cos — L+ = Lfo(x) cos —— dx
1 1%L npx
= ﬁ[f(L) cognp) f( L) cog np)]+ p Lfo(x) cos —— dx
Z
_ cognp) 1-t npx
= 0D [f(L) f( L)+ - Lfo(x) cos —— dx
141 npx
(9.6) =0 Lf°(x) cos —— dx

onde usou-se o fato de a fungao cosseno ser par. Alem disso-se a periodicidade depara
concluir quef(L) f( L)= 0, isto &, fazenda= L, tem-se

fx+20)= f(x) ) f(L)= f[( L)+ 2= f( L):

Agora se faz a estimativa para os coe cienbtggomando-se o valor absoluto da expressao
obtida em (9.6). Tem-se:
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L 1%L npx
jbnj = p Lfo(x) cos —— dx
%ZLL f4%) cos %( dx
= %Zi f4%) cos ? dx
%ZLL fqx) dx

Usando a mesma constame 0 obtida em (9.5), conclui-se que
.. M
1 bnj e 8n2N;
gue é a segunda desigualdade em (9.3)

A proposiczo 9.2, que considera hipoteses adiciondisedo(isto &, existirfe esta ser in-
tegravel e absolutamente integravel) que implicaranonaergéncia para zero dos coe cientes
de Fourier. Porém isso ainda nao assegura que a sériaiderrseja convergente.

Com hipoteses adicionais sobiige f9% poss’vel melhorar ainda mais as estimativas obtidas
na proposi¢ao 9.2.

Proposi¢ao 9.3:Sejaf : R! R uma fungao periodica de per'odo= 2L, com derivada
cont’'nua e segunda derivada integravel e absolutamaetgravel. Entao, existe uma constante
M Otal que

(9.7) jaj — e jbnj —
paratodan 2 N.

DEMONSTRACAO: Na demonstracdo da proposicao 9.2 viu-se que nasdgdes (9.4) e
(9.6) que
z z
1 °t npx _1°t npx
= Lfo(x) sen —— dx e bn—ﬁ Lfo(x) cos —— dx
Como, por hipotesef®e integravel, entdo faz sentido integrar por partesaaada das

expressdes acima, novamente. Assim, para 0s coe cieptészendo

8 8
<u= f4x); 2 du= f%x)dx
)
dv= sen @( dx - V= LCOS @(
L np L

obtém-se
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z
_ 1%t npx
an= p Lfo(x) sen —— dx
; L Z, #
_ 1L mx F LT g npx
= v fA%) cos C L+ - Lf?x) cos —— dx
L L %L 0 npx
= 2z 110 cotmp) X Lycod mp) o 190 cos - dx
z
_ L cognp) L L o npx
= T f T 0 %9 cos 7= dx
z
_ L Lo npx- .
(9.8) = 202 Lf ?x) cos - dx

onde usou-se a paridade das func¢des cosseno. Alem despopposicao 2.4, mostrou-se que
se f & uma funcao peribdica de per ofipentaof®também & periddica de mesmo per’ddo
Isto mostra queqL) fY L) = 0 e que foi usado no desenvolvimento acima, pois fazendo
Xx= L obtém-se

fqx+ 2L) = fq4x) ) fqL) = f@ L+20)= f4 L):

Em seguida se faz a estimativa para os coe cieate®mando-se o valor absoluto na ex-
pressao obtida em (9.8). Tem-se:

janj = nZLpZ LLfo?x) cos %( dx

nzipZZLL f9%%) cos %( dx

= nZLpZZI;_ f%) cos %( dx
nZLpZZLL f9%%) dx

Como, por hipotesef %% absolutamente integravel, fazendo
— M z L 0 .
(9.9) M = E f9%) dx
segue-se da estimativa acima que

M |
Jan] 2’ 8n2 N;

gue é a primeira desigualdade em (9.7).
De modo analogo se realiza os procedimentos para os cogesig,. Fazendo
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8 8
<u= fqx); 2 du= f%x)dx
: )
"~ dv= cos Ipx dx Zv= Lsen hpx-,
L n L
obtém-se
Z
_1°t npx
bn = - Lfo(x) cos —— dx
n L ZL #
_ 1 L npx L 0 npx
= o f{x) sen T, I_f fx) sen - dx
L 4L 0 npx
202 fqL) sennp) fA L)sen np) 22 I_f fx) sen -+ dx
Z
_ L sen(np) L =L, npx
= o fqL) 4 L) 202 Lf fx) sen C dx
Z
_ L "Lt o npx. .
(9.10) = 25 Lf fx) sen -+ dx

onde usou-se a imparidade das funcdes seno e o fato q(ep3en 0.
Em seguida se faz a estimativa para os coe ciebte®mando-se o valor absoluto na ex-
pressao obtida em (9.10). Tem-se:

Tt npx
. - = O EA
jbnj = 202 I_f fx) sen - dx
Z
L "L npx
il f%?x) sen -+ dx
Z
= nz—l;Jz %) sen "X dx
Z
L L
il f90x) dx

Usando a mesma constame 0 obtida em (9.9), conclui-se que
M, _
j bnj ol 8n2N;
gue é a segunda desigualdade em (9.7).

A proposicao 9.3 mostra que, sem fazer uso do teorema d&ngeorema 4.1), com 0 uso

~ L L . , . 1,
do teste de comparacao, a serie de Fourier & converg;mm;ea serleﬁ F e convergente.
n=1
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Cabe observar que a proposi¢ao 9.3 garante a convesg@adérie de Fourier, porém este
resultado nao garante que a convergéncia da série deeFeara exatamente para a propria
funcaof.

Observago 9.2:Com as hipoteses de integrabilidade e integrabilidadelatasde f% a
rapidez da convergéncia da série de Fourier & de ordedrafica. Mais geralmente, usando-se
inducdo e os mesmos procedimentos usados nas demaoesti@dgs proposicoes desta secao,
€ poss’vel mostrar que mais rapidamente os coe cientelSodeier convergem para zero e,
portanto, com maior rapidez convergira a série de Faukisim, supondo qué¥, a derivada
de ordenk de f, seja integravel e absolutamente integravel, & peksiostrar que

M

L. M
W e an] n—’ 8n2N:

jan] K

2.10 Forma complexa da erie de Fourier

Usando g6rmula de Euler,
p

-

e'd=cosg+iseng; i=

decorre, em virtude da paridade do cosseno e a imparidadandogue

e'9=coq q)+isen q) ) e '9=cosg iseng:
Assim, o sistema abaixo (
e'9 = cosqg+ iseng
e '9=cosqg iseng
pode ser resolvido para obter

eld+ e iq eld g ig
cosqg = 5 e serny = ——-——

Assim, tomanda@ = npx, tem-se que

npx npx e+ g PR g g e
an c0OS — + by sen — = a, + bp -
L L 2 2i

= @+ -
2 2 2

% einpx:L + an bn e inpx=_
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Faca

n an . bn
— e d = — 4+ —
2 T2 2
Entao, usando as formulas dos coe cientes de Fourier,

121 npx 121 npx
an= — f(x)cos — dx e bh= — f(x)sen — dx
L L L L L L

an .
Cn:E |

emcy, obtém-se
Ch=

ZL npx 14 npx
f(x)cos — dx i — f(x)sen —— dx
L L L L

SIRNE

2L

z h i
1-t npx . npx .
oL Lf(x) cos O i sen O dx

~

gue pela formula DX DX
inpxe. _ :
= COs T I sen T
gue é consequéncia da formula de Euler, permite escrever
1%L
ch= — f(x)e "Fdx n=1;2;3;:::
2L L

De maneira analoga, mostra-se que

e

Z
Cn= dn: — Lf(X) enpx:LdX:

Agora, paran = 0, de ne-se

8

(10.1) == fdx

i
f(X) =+ & ancos TX + bpsen %(

pode ser escrita ha forma

¥ _ ¥
+ gcne”r+ §cne
n=1 n=1

T+Qd cme™+cpe P

aO g inpx=_ — @
2 2

n=1
3 : 3 :
=acne ™ +c+ qc, e
n=1 n=1
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= 8 ch e+ ooy
n= ¥ n=0
¥ _
(10.2) = a & e
n= ¥
onde
aO an |bn an+ |bn
10.3 = — C , Cn= , n2 N:
( ) Co > N n >
Observa-se que o0 somatorio d& a¥ é entendido como sendo uma soma de duas séries
a et =g e+ g cnpe " n2z:
n= ¥ n=0 n=1

Se as duas séries no segundo membro acima sao conveygendeso resultado &€ o mesmo
daquele na série no primeiro membro de (10.2).
A forma complexa da série de Fourier, dada em (10.2), apt@séarias vantagens. Por exem-
plo, todos os coe cientes, podem ser de nidos diretamente em termosf e :
141

- - inpxa . .
C”_ZL I_f(x)e dx n2Zz;

pois a integral no segundo membro acima & dada por

oL f(X) cos %( i sen npX

Quandon = 0, isso d&; ap; quandon> 0, a integral & igual § (an  ib,) e quandm < 0,
vale3(a n + ib n). Tem-se, portanto, que

¥ L

o in 1 in
fx) a cne™; ch= = f(xe " Fdx
n= ¥ 2L L

sempre que a série converge péfs).
A série acima pard & conhecida comgérie de Fourier na forma complexande seus
coe cientes podem ser encontrados pela formula que des®.o

Observag@o 10.1:Aqui cabe um comentéario importante: na pratica, quanddetermina
0S coe cientesc, da série na forma complexa, pode ocorrer a presengandedenominador
de uma dada expressao que representdleste caso, para a determinacao do coe ciepte
nao é poss’vel fazer a substituicao direta tomando=sd), pois isto anularia 0 denominador.
Quando isto acontece, entao € necessario determinar@ente co diretamente a partir de sua
de nicao, que & dada por (10.1).

[]
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Exemplo 10.1:Sejaf : R! R de nida por
(

f(x) = X; para p<x p;
periodica de per'odd = 2p.

Use a forma complexa para obter a série de Fourier para addnc

SoLucAO: Note-se queT = 2p, de modo que. = p. Agora deve-se determinar os coe -
cientesc, para a série na forma complexa. Tem-se:

Z Z
1 L ) 1 p .
ch= — f(¥)e "Fdx= =— xe ™dx
=or f »
SR - — e ™dx
2p in p N p
_ 1 1 inp inp 1 inx P
“2p mPeUTPET et

2p in 2 n2
1 2pi e"P+e P 2i ehP g inp

2p n 2 n? 2i

i 1
= op Peosnp)+ Cser(np)

_I n.
—ﬁ( 1)"

onde nos passos acima realizou-se integracao por pastesse a formula de Euler, multiplicou-
se e dividiu-se por constantes convenientes, bem comoseos-fatos

cognp)=( D" e ser(np) = O:

Os coe cientex , podem ser obtidos a partir dos coe cientgssubstituindan por nna
expressao encontrada, ou seja,

_ n_ | n.
Cn—_n( 1) "= ﬁ( 1™

Por outro lado, o coe cienteg nao pode ser obtido pela substituigde 0 emcy, poisn
aparece no denominador; logo deve ser obtido diretamensgpdormula. Assim,

z, z

f(x)d 17 d
= — X)axX= — XdX
0 L 2p p



2.10 Forma complexa da série de Fourier 235

1P 1, )
= 5 > p— % p= ( p)
=0
Com as expressoes dadas em (10.2), constitui-se um sigterdeve ser resolvido. Tem-se:
8
an .bn (
EE |E—Cn ) an:Cn+Cn
.8@44%:0 bh=1i(ch Cn)
2 2 n

Assim, _ _
[ [
=ch+tca==( )" —( )"=0
an n n n( ) n( )

bn

: o noo | n
i(ch €)= ﬁ( 1) +ﬁ( 1)

_-22 n_ 2 n
=1 ﬁ( 1)" = ﬁ( 1)
:2( 1)n+1

n

Deste modo, foram determinados o0s seguintes coe cienses da série de Fourier:

n+1
ap= o an:O e bn: 2&

Portanto, a série de Fourier para a fun¢&@dada por

¥ n+
f(X) 28 # sen(nx):
n=1

[]

Observag@o 10.2:0 leitor deve estar atento o bastante para nao a rmar quegabtf, dada
no exemplo 10.1, restrita ao intervdlop; p], € ‘mpar. Isto se deve ao fato deste intervalo nao
ser simétrico. Basta tomar= p para veri car imediatamente quex (que & igual a p) nao
pertence a tal intervalo. Deve ser notado que a funcag matverdade, de nida em tod®
através de uma extensao peribdica.

Como a funcad deste exemplo & uma extensao periddica ao confRnem se fazer isto, o
namero p passa a fazer parte do dom’nio da fungao, de modo que sgetéao uma funcao
‘mpar. Em suma, o dom'nio da funcdcé todoR, que & simétrico, de modo que a funcao &

mpar.
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Alem disso, pela imparidade da funcialo exemplo 10.1, ja seria esperado que 0s coe -
cientesag e ap de sua série de Fourier fossem zeros. A resolucao destepdx permitiu tal
con rmagao. Mas observa-se que o valor zero para estesientes foi uma decorréncia do
método empregado, ou seja, a imparidadé déao foi usada em momento algum.

[]

Observag@o 10.3:0 leitor também deve estar atento ao fato de que os coeasente ¢ |
da série na forma compplexa sao nUmeros complexos. Rot&ia coe cientes podem conter a
unidade imaginaria= 1. Por outro lado, os coe cientes, a, € b, da série de Fourier sao
sempre nUmeros reais, isto &€, nao podem conter a unidegriaria. Se a unidade imaginaria
aparecer nestes coe cientes, entao um erro foi introdudidante a resolucao.

[]

Exemplo 10.2:Use a forma complexa da série de Fourier para determinap@sientes
(reais)ag, an € b, da série (real) de Fourier para afundad p;p]! R dada porf(x) = jxj,
periodica de per'odd = 2p.

SoLucAo: Deve-se determinar, inicialmente, os coe cientes da fooomplexa e que sao
dados por
P L 141

— 1 — inpx=_
co—i I_f(x)dx e Cn_ZL I_f(x)e dx

Observando quk = p e realizando integragcao por partes, com

u= x e dv=e ™dx
1 inx
du= dx e v= —e 7
in
obtém-se
Z Z Z
1P 1°0 i 1°p
Ch= — jxje "PPdx= — xe "™dx+ — xe '"™dx
2p p 2p p 2p o
1Z _ z _
= — xe ™dx+ =— xe '"™dx
2p  p 2p o
" #
0 Z
— i ie inx + i 0 e inxdx +
2p in p 1IN p
Z
+ i Le inx p+ e inxdx
2p in o N o
|
.
— i B inp inx +i p inp |nxp
2p in i2n2 P 2p in i2n2 o
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0
I P ainpy 2o inx + 1l p inp , T o inx P
2p in p 2p in 0
1 p inp 1 1 in 1 p in 1 i 1
= — —e"+r 5 e + = e '"+je " S
2p in n# n? 2p in 2 © n2
— ieinp 1 1 inp ie inp+ 1 e inp
2in 2pn?2  2pn? 2in 2pn? 2pn?
(10_4) — einp+ e inp 4 i einp e inp i
2pn? 2in pn?

Das formulas de Euler
e'"? = cognp)+isennp) e e "P=cognp) isennp);
segue-se que
e'"P+ el"P = 2cognp) = 2( D™
e"P  el"P = 2ser(np) = O;

gue substitu’dos em (10.4) resulta em

1 1 1 ()" 1
= 22 A T pn2 ~ pr2  pn2
—_ 1 n .
(10.5) = Sl D" 1

Segue-se de (10.5), par® 0, que

— 1 n
Crtprmz (P
10.6 - n" o1
(10.6) = Szl

Observe-se que o coe cientg nao pode ser obtido fazende 0 na expressao pacg, pois
surge um zero no denominador de (10.5). Para deterrojrdve-se usar a de nicao. Assim,

Z 4 4 0
1°p 1°0 10 X x> P
Co= — f(X)dx= — Xxdx+ — xdx= — + —
2p p() 20 p 2p o 4pp4p0
I e 2,1 2 eoP,P_P
(10.7) = 4p0 ( p) +4pp 0] —4+4_2
Comoag = 2cp, entao usando (10.7), obtém-se que
_5, P_ .
ap= 2 5= P

Para determinar os valores dos coe cierdge b, deve-se usar as seguintes formulas
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ah=Ch+tCn € byp=i(ch Cp);
ondec, ec , sao dados por (10.5) e (10.6), respectivamente, isto €,
— 1 n — 1 n .
Cn - pn2 [( 1) 1] e C n— pn2 [( 1) 1]
Assim,

1 n 1 n
an=Ch+ C n:W[( nho1+ W[( " 1

— 2 n .
= W[( D" 1

que, paran= 2k 1, resultaem
4

&= pax 2

pois, paran par, tem-se quep = ag = 0.
Para o calculos dos coe cientes rebjsdeve-se usar a seguinte formula:

bn:i(Cn Cn):

Deste modo,

bh=1i(ch C n)

o1 ; 1 i
i W[( D" 1] W[( D" 1]

i 0=0:

Portanto, os coe cientes (reais) da série de Fourier, pduacaof (x) dada, sao

4

pk 12 © 7O

a=p;, &=
L]

Proposicao 10.1:Sejaf : R! R uma fung¢ao seccionalmente diferenciavel e periddea d
per‘odoT = 2L. Tem-se:

(a) Sef for par, entao todos os seus coe cientes de Fourier coroplsdio nUmeros reais.
(b) Sef for ‘mpar, entaay = 0 ecy, paran 6 0 inteiro, € um imaginario puro.
(c) Sef for uma funcao real, entao ,, = Ty, onde a barra indica a conjugacao complexa.
DEMONSTRACAO: Para a parte (a), deve-se mostrar gy R paratodan 2 Z e quec, =

Cc n. Paran= 0, tem-se que z,

1
Co= oL Lf(X)dX,
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que é real, visto sefr uma funcao real.
Paran & 0 inteiro, usa-se a de nicao dos coe cientgs a formula de Euler, a paridade fle
e das fungdes cossenos, bem como a imparidade das fuseides, para obter

Z
- = inpx=_
Cn oL I_f(x)e dx
Z h i
1%t npx . npx
=50 Lf(x) cos T isen e d
Z 4
1t npx i ~L npx
=50 Lf(x) cos I dx o Lf(x) sen e dx
Z
1L
(10.8) =2 f()cos X gx
L o L

onde no penlltimo passo acima usou-se a paridade dadfinedparidade da fungao cosseno
e a imparidade da funcdo seno: produto de funcdes parescsseno) € par, de modo que
se deve multiplicar a integral por 2 e integrar no semigui: o produto de uma fungao par
(f) por outra ‘'mpar (seno) &€ ‘mpar, de modo que a integraha@ funcdo ‘'mpar em intervalo
simétrico € igual a zero.

Agora observd & uma funcao real, de modo que a integral em (10.8) &€ urmrendireal para
cadan 2 Z. Resta, agora, mostrar qog= ¢ n, comn2 Z. Usando a de ni¢cao dos coe cientes
C n, aférmula de Euler, a paridades das fungcbescossenos, a imparidade das fungdes senos,

¢z = ‘L f(x) " dx
T,
z h i
1-t npx . npx
= f -/ 4+ L,
T (X) cos 3 isen 3 dx
z . Z
_1-t npx i Tt npx
=3[ Lf(x) cos e dHZ Lf(x) sen T dx
Z
(10.9) -1 "0 cos PX g
L o L

onde usou-se 0S mesmos argumentos anteriores para cheggressao (10.9).
Para encerrar a parte (a), basta observar que os segunddsoeeata (10.8) e de (10.9) sao
iguais, de modo que, = ¢  paratodan2 Z.

Para demonstrar (b) deve-se mostrar e 0 e que, para6 0, c, € um nimero da forma
Cn = irp, onder, € um namero real. Pare= 0, tem-se que
1%L

Ch= oL I_f(x)dx: 0;

pois por hipotesd & ‘mpar e o intervalo de integracdo, acima, &€ simétrite modo que a
integral se anula.
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Usando a expressao para os coe cientgsa formula de Euler, a paridade das funcdes
cossenos e a imparidade tle das funcdes senos, obtém-se

Cn= iZL f(x)e ™*dx
T oL L
Z h i
1%t npx . npx
=50 Lf(x) cos T isen e dx
Z 4
17t npx i ~tL npx
=50 Lf(x) cos T dx oL Lf(x) sen e dx
i 2L npx

(10.10)

Lo f(X) sen T dx

onde no pendltimo passo acima usou-se a imparidade dadtipa paridade da funcao cosseno
e a imparidade da funcao seno, isto &, nesta ordem foradosso produto de uma fungao
‘mpar (f) por uma funcao par (cosseno) & ‘mpar, de modo que araitedg uma funcao "mpar
em intervalo simétrico & igual a zero; produto de fursgdepares { e seno) & par, de modo que
se deve multiplicar a integral por 2 e integrar no semiquiy.

Faca z,
rn= % . f(X) sen %( dx

Por serf uma funcgao real, tem-se queé um nimero real para cad® O inteiro. Segue-se
de (10.10) e de, dado acima, que, = irp. Isto mostra que para fun¢des ‘mpares, 0s coe -

cientesc, sao imaginarios puros.

Para a parte (c), basta observar as formulas para os cotesi® ec |, isto €,
ZL Z

Cn f()e ™Fdx e cna=— f(xXe"%dx

T

Portanto, usando a féormula de Euler e as formulas paraeosientesc, ec |, obtém-se

N

1-t .
Ch= — f(x)e "P*dx
L

2L
= 2—1LZLLf(x)hcos ? isen ?i dx
= 2—1LZLLf(x) cos %( dx iZLLf(x) sen %( dx
= 2_1LZOLf(x) cos %( dx+ iz ILf(x) sen %( dx
ZL h npx npxi

f — 4 —
T (X) cos 3 isen 3 dx
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— 1 z L f(x)einpxq_dx
T2 L
=Cn
uma vez que as integrais
z 4

1-t npx i ~L npx

— f — — f n —

TR (X) cos 3 dx e T (x) se 3 dx

Sao reais, por seéruma funcao real.

2.11 Identidade de Parseval

Dada uma funcad:R! R periddicade per'od® = 2L, ondef,j fj ej f j2 s@o integraveis,
é poss’vel demonstrar rigorosamentdentidade de Parsevalyeja, por exemplo, a referéncia
[31]) que & dada por

141
g+ by == jf(Yj%dx
1 Lo

N[ S

+

T Qox

Com as hipb6teses dadas, a demonstracao & mais delicidseed apresentada no proximo
cap’tulo. Um procedimento formal (isto &, sem rigor) e geemite mostrar tal identidade &
supor que a série de Fourier para a fun¢aoonverge uniformemente para a propria fungcao
e, entdo, realizar os céalculos formalmente, realizandcat entre os sinais de integracao e
somatorio, etc.

Assim, nesse cenario, tem-se que a série de Fourierfgaescrita na forma

¥y h npxi

(11.1) f)= 2+ § arcos X 4 pysen X,
2 2 L L
onde os coe cientes de Fourier sao dados por
z z z
17t . 17t npx 17t npx
ao—E Lf(x)d>g an—E Lf(x)cosT dx e bn—E Lf(x)sen e dx
Multiplicando ambos os membros de (11.1) (5¢x) e integrando de L atéL, encontra-se
[F(Q]2dx= % £(x) dx+ 3 anf(x) cos %‘ + b f(X) %( dx
L L

n=1
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Como se esta supondo convergéncia uniforme da séries€vel trocar a ordem entre a
integracao e o somatoério no segundo membro da Ultimeesspo. Assim,
z Z,

L ao
(11.2) [f(Q]%°dx= =  f(x)dx+
L 2 L
+ 8 an f(X)cos DX dx+ by f() sen PX gy
n=1 L L L L
Por outro lado, os coe cientes da série de Fourier saoslpdo
z z z
17t . 17t npx 17t npx
ao—E Lf(x)d>g an—E Lf(x)cos e dx e b”_f Lf(x)sen T dx
que substitu’dos em (11.2) resulta em
2 ao 9
L[f(X)] dx= = (aol)+ a [an (ab)+ bn (baL)];
n=1
ou seja, " "

[F()%dx=L 2+ § a2+bZ ;
L 2 2

ou ainda,
P SR
O [f0Pdx= 2+ & al+ by

n=

gue é a identidade de Parseval.

Exemplo 11.1:Sejaf : R! R umafuncio de nidapof(x)= x> L>xpara L x Le
periodica de per'odd = 2L.

(a) Determine os coe cientes da série de Fourier para ggfuihc
(b) Use a identidade de Parseval para demonstrar que
s 1 pb

a6~ 95

SoLUCAO: Para a parte (a), determinar-se-a os coe cientes da dérfFourier para a funcao
dada. Note-se que & uma fungao ‘'mpar, pois

f( )=( X3 LA = X+L%= x> L% = f(X):

Assim, os coe cientegg = 0 ea, = 0, de modo que basta calcular os coe ciertigsTem-se:
ZL npx 121 npx

1
bn:[ I_f(x)senT dx:E I_x3 L?x sen —— dx
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141 npx ZL npx
(11.3) =Z x¥sen —— dx L xsen — dx
L L L L L

As duas integrais em (11.3) devem ser calculadas por irg@gnaor partes. Isto sera feito
separadamente.

Z L L Z L

X sen npX dx= Lxcos npX + L cos npX dx

L L np L L hp L L
L L? npx -
= E[L cognp)+ L cog np)]+ nZ—pZ sen T )
oo, L, L2
= m( 1)+ nz—pz[sen(np) sen( np)]

2
(11.4) = %%;( 7)™

onde usou-se a paridade da fungcao cosseno, a imparidddegd® seno e os fatos ¢op) =
( )"e ser(np)= 0.

Para o calculo da outra integral no segundo membro de (d&\@)-se integrar trés vezes por
partes. Tem-se:

Z L L Z
npx L npx 3L°¢L npx
@sen PX 4= —x3cos PX +— x2cos — dx
L L np L L hp L L

Z
L . 3 3 aL-t npx
= — L°co9dnp)+ L°coq np) + — Xccos — dx
p gnp) g np) oL

z
o n m, 3LTL o, npx
= ﬁ[( H+( 1) ]+$ I_x cos —— dx

Z
2L4 Lt
= —( npmis+ 3L 2 cos TPX gy
np np L L
" #
2L4 . 3L L, npx - L4t npx
= —( Y™+ — —x°sen —— — xsen — dx
np np np L L hp L L

2L4 3L?
= m( 1)n+1+ nz—pz Lzser(np) LZSGI’( np)

6L* ‘L Xsen npX dx

2L4 3L4
= W( )™y —n2p2[23er(np)]

22

npx
xsende
L

n2p2 L
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Z

2L4 6L “L npx
- - 1n+1 = EA

np( ) 2p? Lxsen 3 dx
2% ey 6L o2tz
" et Y

24 124 1

(11.5) = o mep3 ( D™

onde usou-se o valor encontrado em (11.4) para a Gltimgradtacima.
Agora substitui-se (11.4) e (11.5) em (11.3) para detemosavalores dos coe cientds,.
Tem-se:

1 214 124 2L2
- = - 1 n+1 L - 1 n+1
n L np n3p3 ( ) np ( )
— 2n2p2L3( 1)n+1 12L3 1)n+1 2n2p2L3( 1)n+1
n3p3 n3p3 n2p2
_o1a3 L, 13 o
(11.6) = n3—p3( 1) n3—p3( "

Portanto, os coe cientes da série de Fourier plasao dados por

)"

(b) Para aplicar a identidade de Parseval deve-se, printgterminar o valor da integral de
jfj?de L atéeL. Tem-se:
Z, Z, Z,
Ljf(x)jzdx: ) @ L2 “dx= 8 2124+ Y2 dx

a=ap=0 e bh= 5=

x/ 2L2 L4
= R JR— + —
7 5 3
L
L7 2L7 LY L’ 2.7 L’
= = —+ — —_t —  —
7 5 3 7 5 3
A7 a7 A7 sol sy 7o
T 7 5 3 105
16
11.7 = "
(11.7) 105

Comoag = a, = 0, basta usar o valor da,, encontrado na parte (a), bem como o valor
da integral dé f j2 na identidade de Parserval. Assim, usando (11.6) e (11.fen¢idade de
Parseval, 7

1- L. .
Fe = bR
L

N|&
+
T Qox

1
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obtém-se )
g 123 (1 116 .
2, ndp3 ~ L 105
isto e,
g 1446 (> 16 6
=1 N°p® 105
ou seja,
1 &1 16 1 &1 1
sd 57 ) 5 57 9 108
p° =N 144 105 p° =N 9 105
donde se conclui que
g 1 _pb
A 5~ osc
=yt 945
[]
Exemplo 11.2:Sejaf : R! R uma funcao de nida por
8
30 p X<0;
fxX)= _ 1; 0 x<op;
() > p

periodica de per'odd = 2p:
(a) Determine os coe cientes de Fourier para a funtao

(b) Use a identidade de Parseval para mostrar que

3 1 p

A 53”5
d@n 1?2 8

2

SoLUCAO: Para a parte (a), inicia-se determinando o coe ciept@ara a funcad dada.
Observe-se qué = 2p, de modo qué. = p. Tem-se:

1ZLf()d 1Zpf()d
= — X)aX= — X) X
% L L P p
Z, z, z,
= 1 f(X) dx+ 1 f(X)dx= 1 dx
P p p o p o
1 © 1
11.8 = —X = — 0= 1
(11.8) X, p(p )
Para o calculo day, tem-se
Z, z,
an= =t cos PPX ax=1 " f(x) cogny dx
L L L P »p
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Zg
0 cognx)dx+

Zp
1 cognx)dx

Tl TR

p
Zp
cognx) dx=
0

p

1
p o
1
n

sen(nx)

T

0

(11.9) % [sen(np) senQ= O;

onde usou-se a imparidade do seno e o fatqrgen= 0.
Para o calculo dby, tem-se

ZL npx 12
p

p
b, = 1 f(x) sen — dx= f(X) sen(nx) dx
L L L p

Z, z

p
-1 0 sen(nx) dx+ 1 1 sen(nx) dx
P p p o
z
14p 1 1 P
= = senhydx= = —  cognx
p o " p n « )o

_ 1
= ﬁ[cos(np) cos(

— 1 n — 1 n
= ﬁ[( 1) 1]—@[1 ( DT

8
20 paran par,
"> 2 aran ‘mpar
np p par,
Portanto, fazendn= 2k 1, parak2 N, tem-se que
2

(b) Para usar a identidade de Parseval & necessario itedemvalor da integrglf j2de p
atéep. Tem-se:
Zp o Fo . Zp
JT(X)jcdx= JE(X)jdx+ JE(X)jcdx
p p 0

Z, Z, Z,
jOjdx+  j1j%dx=  dx
p 0 0

(11.112) =X sz p:

Substituindo os valores dos coe cientes de Fourier pacbtidos em (11.8), (11.9) e (11.10),
bem como o valor da integral ¢ j? obtido em (11.11), na identidade de Parseval, obtéem-se
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2 £ 1°p
%*L a @+bh == jf(»j%dx
n=1 p p
isto e, " #
}+§ 2 2 % _1 .
2 1 (2n Dp p
ou ainda,
42 1 _ 1
ngl(Zn )2° " 2
donde segue-se que
4 & 1 1 g 1 p?
n2 a 72: Py ) a 72: a '
p< . Z,(2n 1) 2 =1(2n 1) 8

gue é o resultado desejado.
Observa-se que este resultado permite determinar o vajuot clem a aproximacao desejada,
bastando realizar a soma
¥

1
2 _ o
pc=8a 5——
a2 1
1 1 1
=8 1+ ?+ ?+ ﬁ+
8 8 8
=8+ -+ —+ —+
9 25 49
]
Neste ponto, o leitor podera se perguntar se toda ség@imétrica, isto €, séries do tipo
¥ h [
a o npx npx
—+ cos — + bpsen —
2 7@ @ CoS T T hnsSen

€ uma série de Fourier.

A resposta é: em geral, nao! Como foi visto, a identidad®aeeval mostra uma estreita
relacdo entre a funcado dada e os coe cientes da sétiesefa, € justamente a identidade de
Parseval que da uma caracteriza¢ao para que sériesdrigetricas sejam séries de Fourier. De
modo geral pode-se dizer que toda série de Fourier & unestggonométrica, mas a rec’proca
é falsa. O proximo exemplo mostra isso.

Exemplo 11.3:Considere a seguinte série trigopnomeétrica

sen(nx)
na

T Qox

1

ondea > 0.
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E poss’vel mostrar que esta série converge parax@®; na verdade é poss'vel mostrar
que ela converge uniformemente em todo subintervalo fectie(D; 2p). Porém esta série con-
vergente nao é absolutamente convergente sel. Assim, o testé/ de Weierstrass nao pode
ser utilizado, precisando, neste caso, de outros tiposstiestee convergéncia condicionada,
como os testes de Abel e Dirichlet. A maneira mais conveaidet mostrar a convergéncia
desta série em particular & usando o teste de Abws isto ndo sera feito aqui. Caso o leitor
esteja interessado na demonstracao da convergén@aieaada, basta tomag(x) = sen(nx)

e Vn(X) = =2 no teste de Abel.
Em suma, a série dada de ne uma fund@g), isto €,

¢ sen(n
=g =™
n=1

O interesse deste exemplo & mostrar que esta série trigirioa nao € uma série de Fourier.
Para isso sera usada a identidade de Parseval. Primdiges@que a expressao acima pode ser
escrita na forma

¢ sennx
=g =M

n=1

o 4

1
=+ 0 cogny+ — senny ;
n=1 n

N

istoé,ap=0, an=0, by=1ma e L= p.
Por outro lado, a identidade de Parseval &€ dada por

Z
1L 2 &
Do Tidx= D & @+ B2
L n=1
isto &,
Z 2 ¥
p [o]
L P itwiedx= B g a2+ B2
p P 2 n=1
, ¥u 2#
® ¥ , 1
= _ + +
2 a o na

2 TESTE DEABEL: Sejamf un(X)g e f vo(X)g sequéncia de funcdes de nidas em um intertaloR . Suponha que:

(a) A sequénciavp(x)g convirja uniformemente para 0 em

¥
(b) A sérieé Vn+1(X)  Vn(X)j convirja uniformemente;
n=1

n
(c) Exista uma constante> 0 tal que é u(x) Kparatodok?2 | etodon.
i=1
¢
Entao, a sérigq un(X) va(X) converge uniformemente.

n=
Para demonstracao deste teorema, bem como outros demuttarrelatos, sugere-se o livro [30] da bibliogra a.
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s 1
n=1
Assim, paraa = 1=, a expressao (11.12) é escrita como
z ¥ ¥
1°P s 1 &1
= Jf(Qi“dx= g =a -
P p n=1 nz% n=1 n
1 1 1 1
=1+ -+ —-+=-+ + -+
2 3 4 n

gue é a série harmonica, que é divergente.

A divergéncia da série paem= 1= implica na divergéncia da integral do primeiro membro,
ou seja, diz qud nao & uma funcao quadrado integravel. Logo, a idedédie Parseval nao
é satisfeita e isto demonstra que a série trigopnométiada nao € uma série de Fourier (pois
funcdes representadas por série de Fourier sempréagatis a identidade de Parseval).

O leitor interessado podera demonstrar que a série deglaydipara toda 1=, isto &, que
para testes valores dea série trigopnomeétrica nunca sera uma série de Fourier.

[]

2.12 Interpretagoes f'sicas

Finaliza-se este captulo com uma secao que pretendsear algumas interpretacdes
f'sicas associadas as séries de Fourier. Os resulta@osag@esentados na forma de proposicoes.

Proposicao 12.1:Sejau: R! R uma fungao seccionalmente diferenciavel e periodea d
per‘odoT = 2L. Se
¥ h
+ a ancos
n=1

[
npx
+ bpsen %

npx

u(x) %

€ a série de Fourier paraentao esta série também pode ser escrita na seguimnia:for

npx

¥
(12.1) u(x) Aot @ Ancos — g ;
n=1 L

onde
ao g bn
AO:E, A= a2+bZ2 e gn= arctg a

DEMONSTRACAO: Observe que se pode escrever
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" #
q
npx npx L v an npx bn npx
— + — = + D +
anCcos 3 bhsen 3 as+b; p 2+ b%cos 3 P~ b%sen 3
Fazendo
_ an _ bn
(12.2) CoOgh = p— e semgh = p——;
&+ bp &+ b3
a igualdade anterior pode ser escrita do seguinte modo:
q h i
(12.3) ancos %( + bysen %( = a2+ b2 cosg, cos %( + seng, sen %(

Agora usa-se a identidade trigopnométrica

coda b)= cosa cosh+ sem serb;

com npx
a= g e b= T;
gue resulta em
(12.4) cos %( gn = COSgn COS ? + seng, sen %(
Substituindo (12.4) em (12.3), obtém-se
q___
anCos Ipx + bpsen LS az+ b2 cos Ipx Gn
L L L
Fazendo
q
(12.5) An= a3+ DbE
pode-se escrever
(12.6) an Ccos %( + bpsen %( = Ancos ? On
Além disso, segue-se de (12.2) que
! !
bn bn P az+ b2 sengn
a P = = 9an:
an az+ b? an COSQhn
Logo,
bn bn
12.7 togn = — = arctg —
(12.7) o= o ) Ohn 9 2
Agora faca
(12.8) Ao = %

Por m, basta substituir (12.6) e (12.8) na série de Foyama escrever
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¥
UX) Ao+ A Ancos X g,

n=1 L
ondeA, e g, sao dados, respectivamente, por (12.5) e (12.7), isto €,

q
A= ag+bz e qn=arctg%

Naturalmente, existe uma representacao similar paraas usando-se senos no lugar de
COSSenos.

Proposicao 12.2:Sejau: R! R uma fungao seccionalmente diferenciavel e periodea d
per‘odoT = 2L. Se
h npx npx i

¥
+ & ancos — + bypsen

% npX
2 2, L L

u(x)

€ a série de Fourier pataentao esta série também pode ser escrita na seguimnia:for

¥
(12.9) u(x) Ao+ d Ansen %ﬁ Gn ;

n=1

onde
q a
— 2 2 —
A= a5+ b e gn= arctg b

n

DEMONSTRACAO: Observe que se pode escrever

" #
q__
npx npx > an npx bn npx
—— +bpsen — = + b2 p———cos + p———=sen
anCos 3 bns 3 as+b; p 21 b 3 p 24 b 3
Fazendo
_ an _ b .
(12.10) sey = p—— e cogp = p———;
&+ bp &+ bp
a igualdade anterior pode ser escrita do seguinte modo:
npx npx
- 4+ -
an cos ] bhsen 3
q h i
npx npx
(12.11) = a2+ b2 sengy cos % + Ccosgn sen %

Agora usa-se a identidade trigopnométrica
sen(a+ b) = sem cosb+ serb cosa;

com
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npx
a= g e b= %;
gue resulta em
(12.12) sen gn+ %( = seng, COS %( + sen %( COSQn
Substituindo (12.12) em (12.11), obtém-se
q___
anCos npx + bpsen X az+ bZsen npx 4 On
L L L
Agora se faz
q
(12.13) A= a3+ b3
gue permite escrever
(12.14) anCcos %( + bysen %( = Axsen %ﬁ On
Além disso, segue-se de (12.10) que
| |
an _ an af+bi _ seng _ .
= P = = 1g0gn:
bn az+ b2 bn COS(Gn
Logo,
(12.15) togn = &n ) Gn = arctg al
n bn
Agora faca
(12.16) Ao = %

Por m, basta substituir (12.14) e (12.16) na série de Feyyara escrever

3 npx
ux) Agt+ g Ansen %+ On ;

n=1
ondeA, e g, sao dados, respectivamente, por (12.13) e (12.15), isto &
q

A= ag+b3 e qn=arctg?
n

Observa@o 12.1:A partir de (12.1) (ou a partir (12.9)), vé-se que a represgo em
série de Fourier de uma funcao peribdiceepresenta tal fungdo como soma de componentes
cossenoidais (ou senoidais, a partir de (12.9)) de frezjagulistintas.
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Viu-se na primeira sec¢ao deste cap'tulo que os numkres2l=n sao osper'odospara as
funcdes cossenos e senos da série de Fourier. Mas este®rTg também sao os per‘odos
para as fun¢des cossenos e senos das proposicdes 222] istb &,

npx npx
Cos % On e sen %'*‘ On

A frequéncia f(nao confundir com a funcao, que aqui & denotadaupérde nida como o

inverso do per‘odo, ou seja,

1 n
f== ) fn—i

Ja afrequéncia angulaé de nida pelos nUmeros
2np . 2np  np
Wh= —> ouainda, Wh= ——=—
T oL L
Grosso modo, a frequéncia angular representa uma taxaidea@de uma grandeza angular,

mas nao necessariamente relacionada a uma rotacao. diéso, & poss’vel encontrar uma
relacao entre a frequéncia e a frequéncia angular:

_hp_ 2np _ no_ : : - :
Wh = L " oL =2p o0 =2p f; ouseja, wnh=2p f:
A componente cossenoidal, isto &, a funcao
npx
cos % Gn = COSWhX Gh);

é chamada de-ésimo harmdnicda funcao periddice.

Analogamente, também & chamadondesimo harmdnico da funcao periddiea compo-

nente senoidal
npx
sen T+ gn = senWnX+ gn):

O primeiro harmdnico, isto &, a funcao ¢esL q;), € chamado dearmodnico fundamen-
tal, pois ele (isto &, a funcado cosseno acima aom 1) tem o mesmo per'odd = 2L da
funcaou. Alem disso,wp = p= & chamaddrequéncia angular fundamentahAnalogamente
para serfpeL+ q1).

Ja os coe cientes\, e 0s angulos, sao chamados demplitudes harmdnicasdeslocamen-
tos de fasegou angulos de fases), respectivamente.

Com esta linguagem, observado a série de Fourierfppesiodica de per'odd = 2L,

2o ¥h npx npx !

f D43 cos —~ + by,sen —=~
() > nélan L n 3

tem-se uma anologia com o caso do som: o termo
do

2
representa a posicao neutra (isto &, sem vibracoesjnm
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px px
a;c0Ss =— + byisen —
1 L 1 L

€ o harmonico fundamental ( o tom fundamental); o seguednd

2pX 2pX
a,Ccos % + bosen %

€ primeiro harmdnico(a oitava), e assim por diante. Deste modo, o som ouvido & uma
combinac¢ao (ou superposicao) de vibracdes harcadrsimples, isto €, 0s termos
npx npx

cos — +by —
@ L "L

[]

O proximo resultado mostra que o valor médio quadrateaicha funcao periodica(x) &
igual a soma dos valores médios quadraticos dos seuhéros.

Proposi¢ao 12.3:Sejau: R! R uma funcao seccionalmente diferenciavel e peridodea d
per'odoT = 2L. Entao,

141 X

(12.17) —  [f(X))%dx= A3+ §

2L L =

onde a q

Ap = > e A= a2+ bz

DEMONSTRACAO: Pela proposicao 12.1, se

[
npx npx
u(x) §+é 8ncos —— + bysen %

€ a série de Fourier para a fungg@ntao esta série também pode ser escrita na forma

g npx
u(x) Ao+aAncosL Gn ;
n=1 L
onde
_ %o, _q 2. W2 - bn
Po= o1 A= ag+bp e qo—arctga

O valor raiz médio quadraticé é A3, Logo, o valor médio quadratico dn-ésimo
harmonico A= 2)2.
Além disso, q %
A= &+ bi=2jcej e Ao= 5= jco);
ondecy e ¢, Sa0 0s coe cientes complexos da série de Fourier.
Segue-se da’ que

3 Em inglés, root-mean-square, ou simplesmenet RMS.
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AR
(12.18) jej?= ' e oo’ = AR
Agora usa-se a identidade de Parseval, isto &,
Z 2 ¥
D= R4 8 @2e e
Lo 2 n=1
gue multiplicada pot=, resulta em
z
1=t 2%, 1 5o
(12.19) o0 L[f(x)] dx= Z+ égl ag+ by
Substituindo (12.18) em (12.19), obtém-se
140
o [f]7dx=jcoj“+ 2 jcnj
2L L n=1
¥ 2
(12.20) Sy I Wl
n=1 2

A poténcia latentele uma funcao: R ! R periddica de per'odd = 2L € de nida como o

valor médio quadratico 7
1

L
2
oL LTI7dx

Assim, seu(x) representa a forma de uma onda de tensao ou de correrge,aea¥pressao
acima representa a poténcia média liberadaifrem uma resisténcia deW.

A equacao (12.20) diz que o valor médio quadratico de tumagao peribdicau & igual a
soma dos valores médios quadraticos de seus harmobssrva-se que a poténcia latente
(valor médio quadratico) de uma funcao periddica delpesomente das amplitudes de seus
harmonicos e independe de suas fases.

2.13 Exerc’cios propostos

Exerc’cio 1: Para as fun¢des dadas abaixo, determine se ela é mparé®de for, encontre o
seu per‘odo fundamental.
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(@) f(x)= senh2x);

(b) 9(x) = tg(px);
(O; 2n 1 X<2n, n2Z;
() u(x)=

1 2n X< 2n+ 1

(
A v = (.1), 2n 1 x<2n;, n2Z;

2n x< 2n+ 1;

Exerc’cio 2: Sejaf : R! R uma func¢ao de nida por

(
£ = x+ 1; 1< x< 0
X 0< x< 1;

e periodica de per'od®d = 2. Determine uma férmula pafgx) no intervalo 1< x< 2 e no
intervalo 8< x< 9.

Exerc’cio 3: Considere uma funcao de nida por
8
30 se 5<x<0;
f(x) = 5 3; se 0< x<5;
periodica conT = 10:
(a) Encontre os coe cientes de Fourier.
(b) Escreva a correspondente série de Fourier.
(c) Comof(x) devera ser de nida nos pontas= 0; 5 para que a série de Fourier convirja
paraf(x) nointervalo 5 x 57
Exerc’cio 4:Sejaf : ( L;L)! R uma funcio de nida pof(x) = x°.
(a) Faca uma extensao par e periddida de perfodd?L paraf.
(b) Determine a sua série de Fourier.

(c) Use série de Fourier obtida em (b) para mostrar que

p2

1 1 1 1 1
- = +
6

¥
_o —
"ARpTetei e

n=1

Exerc’cio 5: Encontre a série de Fourier para cada funcao abaixo:
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( L <L
X; X :
@ f(x=
L: X= L:
(b) f(x) = serx; p X p:
(
© f()= 0; se L x<Ooux=lL;
a; se 0 x<lL; a2 R:
8
§L+ X; L x O

(d) f(x)=8L X; 0 x L;
' f(x+ 2L) = f(X):

8
30; 1 x O

(e) f(¥= 5 X2, 0 x<1;
f(x+ 2)= f(X):

Exerc’cio 6: Faga uma extensao ‘'mpatr, periddica de per'odo com ogmeindicado e deter-
mine a série de senos para as seguintes funcoes:

8

5 X; 0 x<1;
@ f(¥= 5 1; 1 x<2

" periddica conT = 4.

(
b) fo= = OSXP

peribdica conml = 2p.

8
% 0; 0< x< p;
1; p < X< 2p;
() f(¥=
E 2; 2p < X< 3p;
* periddica coml = 6p.
( p<x<O0
X; X< 0;
(d) f(x)= L
periodica conl = 2p.
( 2
2 X5 0< x< 2
(e) f(¥)=

periodica conil = 4.

Exerc’cio 7: Faga uma extensao par, periddica com o per'odo indieaktermine a série de
cossenos para as seguintes fungoes:
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8
5 1; O0< x< 1;
3

(@ f(x=_0; 1< X< 2;
" periddica conT = 4.
( 1 0 p
, X ,
(b) f(¥)= .
periddica comTl = 2p.
( L 0 L
X; X L;
() f(x)= o
periddica coml = 2L.
8
3 X 0< x< p;
(d) f(x= 5 0; p < x< 2p;
" periodica comTl = 4p.
( 2
Xs  2X; 0< x< 4
(e) f(x)=

periodica conil = 8.

Exerc’cio 8: Use a forma complexa para obter as séries de Fourier (fazaippara cada
funcao do exerc’cio 5.

Exerc’cio 9: Sea nao for um nimero inteiro, use a forma complexa para olstséees de
Fourier para as fun¢des abaixo:

coqax); se p Xx<p;
(@ f(¥= o ,

periddica de per'odd = 2p.

sen(ax); se p XxX<p;
(b) (¥ = . ,

periddica de per'odd = 2p.

(

e?%; se p X<p;

() f(¥=

periodica de per'odd = 2p.

Exerc’cio 10:Sejaf : ( p;p)! R uma funcao de nida pof(x) = X.

(a) Sef for par, mostre que todos 0s seus coe cientes de Fourier lexop sao nUmeros
reais. Isto €, deve-se mostrar gque2 R ec, = ¢ paratodn2 Z.

(b) Sef for ‘mpar, mostre quey = 0 e quec, € um imaginario puro. Isto &, deve-se mostrar
gue, paran 6 0, quec, € um nimero da forme, = ir,, onder, € um nimero real.

Exerc’cio 11:Sejaf : ( p; p)! R uma funcao de nida pof(x) = x.
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(a) Faca uma expansao periodica conveniente e mostre que

serx  sen(2x) N sen(3x)

X=2 = 2 3

(b) Integre o resultado em (a) e mostre que, pgora X p, se tem

2
o P cosx cog2x) cog3x
=3 47 27 T3

(c) Integre o resultado em (b) e mostre que, papa x p, se tem

serx  sen(2x) N sen(3x)

Exerc’cio 12:(a) Mostre que, parap < x< p,

1 2 3 4
= = +2 — 2 — + —
XCOSX 2serb< 1 3ser( X) 5 4ser(?»x) 3 5ser(4x)

(b) Use o resultado em (a) para mostrar que, pgga x p,

B 1 cog2x) cog3x) cog4x)
xsemx= 1 2cos><2 13 24+35

(c) Derive o resultado em (b) para mostrar que, parax0 p, se tem

_p 4 cosx cog3x) cog5x)
2 p T3 T e T

Exerc’cio 13 Considere a seguinte funcdo (0;2) ! R de nida por f(x) = x.

(a) Faca uma extensao ‘mpar e periddica com peffodat e mostre que sua série de senos
é dada por
4 ¥ coqnp) npx px 1 2px 1 3px

4
f(x)= — sen — = — sen — —-sen — + =sen ——
0= pa— 2 T p 2 2" Tz T3%N 3

(b) Mostre que a diferenciagao termo a termo na série dea (&) nao é valida.

SUGESTAO: Basta observar que na série derivada termo a termogsimo termo nesta série
nao se aproxima de zero.

Exerc’cio 14:(a) Encontre a série de Fourier paraa funta(0;2) ! R, dada porf(x) = X2,
integrando a série obtida na parte (a) do exerc’cio 13.

(b) Use a parte (a) deste exerc’cio para calcular a sénerica
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(1)n1
L

T Qox

Exerc’cio 15: Mostre que as séries abaixo nao sao séries de Fourieurd®ds dife-
renciaveis: v

o coqnx)

a n

n=1 n=1

Exerc’cio 16:Sejaf : R! R uma funcao de nida por
8
3 X se 1 x<OQ;

f(X)=8 X, se 0 x<I
periodica de per'odd = 2.
(a) Determine os coe cientes de Fourier para a funtao
(b) Use a identidade de Parseval para mostrar que
g 1 p*
2 @i 6

Exerc’cio 17:Sejaf(0;2) ! R de nida por f(X) = x.
(a) Faca uma expansao par e periodica de peffodo4 e determine uma série de cossenos
para a funcad.

(b) Use a identidade de Parseval para mostrar que

$1 1 1 1
P T T

©|B
ol =

n=1

SUGESTAO: A parte (a) & analoga a solucéo do exerc’cio 14. Paat (b) & necessario um
pouco mais de atengao. A parte (a) permite escrever urreraégmérica formada por termos
‘mpares elevados a quarta poténcia (isto &, uma sénmw ¢ exerc’cio 14) e que também

convergira par@*os. Mas a série da parte (b) deste exerc’cio envolve todas @& Seja,
¥

1
1;2;3;::7). Assim, sejaS= é n4 Agora escrevé& como duas somas: uma parampar e

n=
outra paran par. Em seguida basta observar que

1 1 1 1 1 1 1 S

p
S= —+ -+ —+ + - —+ —+ —+ =+
14 34 54 24 14 20 3# 96 16

Exerc’cio 18:Considere a seguinte fun¢cd(x) = serx, com 0< x< p.

(a) Faca uma expansao periodica, par e determine uneadgecossenos pafa
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(b) Mostre que
1,01, 1 p? 8
123 P52 572 ~ 16

Exerc’cio 19:Mostre que

g 1 p®

a 2n 1% 960

Exerc’cio 20: Mostre que

1 1 1 _ 4p® 39
TR @ R ZTerE T 16

Exerc’cio 21: Use a identidade de Parseval para mostrar qué,;$&! R for uma funcao
peribdica de per'od® = 2L e tal quef%& cont'nua, ent’ao a série abaixo & convergente:

¥Q

a a+b3

n=1

ondea, e b, s&o os coe cientes de Fourier.

Exerc’cio 22: Mostre que a série trigonométrica

$ sen(ny)

Inx

n=2

nao é série de Fourier de uma funcao integravel e atssoknte integravel.

Respostas dos exerc’cios

Exerc’cio 1: (a) nao é periodica; (B) = 1; ()T = 2;(d)T = 4.

Exerccio2: f(x)= x leml<x<2ef(X)=x 8em8< x<09.

Exerc’cio 3:(a)ag= 3,an= 0eb, = 3(1nc—ss(np)
3 § 31 cognp)] npX
b+ a =, sen 5

(c) Nos pontos de descontinuidad®, 0 e 5, a série converge pdfat+ 0)=2 = 2. A série
convergirapard(x) em 5 x 5sef(x) for rede nida por
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8
3= sex= b5
0; se b5<x<0(;
3= sex=0;
f(x) =
3; se 0< x< 5;
3= sex=5;

periodica de per'odd = 10.

Exerc’cio 4: (b) os coe cientes sao dados por

ar o ar
aO— 3 an—n2p2

(c) Monte a série de Fourier na parte (b) e, em seguidaxfach para obter a série dada.

1)n e bn =0:

. 2L & (" n
Exerc’cio 5:(a) — § (DT gon MPX
p n=1 n L

(b) serfx= = 1= cog2x). Para obter essa série de Fourier nao é preciso se dabathto
de calcular os coe cientes.
a 2a 1 2k+ 1) px
©5 a sen 2K+ DPX
p k o 2k+1 L

LAY 1 2k 1

(d) _2k L (2k 1)2 L

1 4§ 2cognp) 2 2cognp)+ n?p?cognp)

e)-+ ———>— coqnpx sennpx) :
@5+ 8 gz codmy) 3 n(npx)
Exerc’cio 6'(a)g 2 cognp) + 2 sen P sen X
' Sln P np 2 2
4 ¥ ser{(2n 1)x
0,8~ 1
s 2 np 2np nx
(c) nélﬁ cos 3 + cos 3 2cognp) sen 3
¥ n
(d)Zé( Y sen(nx)
n=1 n
¥ 212
OF) 4an°p [1: EOE(HP)] 16[1 30035(np)] sen npXx
=1 nsp nsp 2
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. 1 24 (prt 2n 1
Exerc’cio 7:(a)§+ b a (Zn) T cos %
n=1

(b) f(x) = 1.

L 4L & 1 (2n  1)px
© 3+ Egli(Zn 0y2 cos “————

h i
p 13 2p np 4 np nx
4+ — _— 4+ _— 1 -

(d) 2t 5 Sl - sen > =~ cos > cos >

4 16§ 1+ 3cognp) npx

Exerc’cio 8: as respostas sao as mesmas do exerc’cio 5.

. 2ser(ap) 2a sen(ap) n
: = - - = - - 1" = U,
Exerc’cio 9:(a)ag ap , @n p@@z m ( D% br=0
(b)
K )( 1 .4 (D )
senh(pa o
(C) T E + 2n:1m (a COE(nX) n Ser(nX)]
, 16 pX 1 2px 1 3px
2 _ - Lty - - L, : =
Exerc’cio 14(a)x“ = k P2 cos > 7 cos > + 32 cos > ; ondek
16 1 1 1

El ?+? z+

. . 4 , .
(b) E poss’vel determinar a constamtele outro modo, fazendio= % = 3 que & obtido

integrandof (X) dada em (a). Agora faga= 0 na série da parte (a), substitua este valdk de
conclua que o valor da série numérica da parte (b) & ige&ia

("1

Exerc'cio 16:(a)ag= 1,a,= 2 2p? v bh= 0.
ri 17 _ _ACH" 1

Exerc’cio 17:(a)ag = 2,a, = sz n= 0.

Exerc’cio 18'(a)g fé 1+( 17 cognx)






Cap’tulo 3
Transformada de Fourier

3.1 Introducao

Nos cap’tulos anteriores mostrou-se que as séries déeFgonstituem um poderoso ins-
trumento para atacar problemas que envolvem funcdeédieais. Por outro lado, em varios
problemas praticos que nao envolvem fun¢des persdie desejavel que o desenvolvimento
de um método de anélise de Fourier inclua as funcdepedodicas.

Exemplo 1.1:Sejaf : R! R uma funcgao periodica de per'odo= 2L de nida por
8
%O; para L< x< a;

1; para a< X< a;
f(x) =
0; paraa < x< L;
f(x+2L)= f(x); L> a:
AgorasefaZl! ¥, ousejal! ¥.Em particular,tomar-sela= 2na, comn2 N. Assim,
tem-se qud;L! ¥ quandon! ¥.Além disso, tem-se que

8
%O; para 2na< x< a;
1; para a< x< a;
f(x) =
%O; paraa < x< 2na;

f(x+ 2na) = f(x):
Assim,

J (9= lim 1(x)

265
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para ¥ < Xx< a;
para a< x< a;

paraa < X< ¥,

se a<Xx<a,

caso contrario.

3 Transformada de Fourier

Note que, apesar de a funcieer periddica de per'odb, a fungag nao € periodica. Dito
de outra maneira: quando se faz o per'ddiender para in nito, a funcao resultante pode nao

ser periodica.

Y A
1 I 1 [ 1 1 1 1
R e
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
| } | } | } | } | | ' | } | ' | } | I >
—4L 3L 2L -L -o oa L 2L 3L 4L
Figura1l.1: Gra co coniL = 2a.
) A
1
1 1 1 1
L Col o L
I I I I I I
I I I I I I
J— } | ; | | ; | } | I >
—2L —L o a L 2L X

Figura 1.2: Gra co coni = 4a.

VA

v

1
1 1
[

[
[
|
|
(0

Figural.3: GracoconT ! ¥.
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Na sec¢ao 2.10 do cap’tulo 2 viu-se que a forma complexé&riande Fourier € dada por

¥ .
f(X) — é Cn e(mPX):L;

n= ¥
onde 121
= o Lf(x)e('”px):de n2z:
Fazendd = =, obtém-se
z
f(X) = éé inhx _i - inhx
= a ¢tne e Cnh= f(x)e dx
n= ¥ 2L L

Agora fagaw, = nh, comn 2 Z para escrever

T2

¥ .
(1.1) f(X)= g cne'
n= ¥
1 Z L .
(1.2) Cn f(x) e '"Xdx
L

Por outro lado, dé = p=, segue-se que

1 h ) 1_h_ 1 h
L p 2L 2 " op
isto e,
1 h 1
1.3 — = p— p—
(1.3) 2L Pop Pop
O prbximo passo consiste em escrever
p__
2
(1.4) F(wn) = — oo
e usar (1.3) juntamente com (1.2) para obter
P z
— 2p 1 L i Wh X
F(wh) = oL Lf(x)e dx
P_—— z
2 h 1 ~t i
- hlD "2 P2p  fge Thidx
isto &
1 Z L .
(1.5) F(wh) = p— f(x)e '""*dx
2p L

Além disso, segue de (1.4) que
p__
2 h
F(wh) = hp Cn ) Ch = P=F(W);
2p
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que substitu’do em (1.1) implica em

¥ ) ¥ _
f(x) = é C, elWhX= é ph: F(w,) el WX
n= ¥ n= ¥ 2p
1 4 _
(1.6) = p— F(w,) e"™* h:
2p n= ¥
Portanto, de (1.5) e (1.6) tem-se as seguintes expresai@s(po,) e f(X):
1 ot | 1 ¥ |
Fwh) = p=— f(x)e "Xdx e f(X)= p=— g F(wy)e'"n:
2p L 2p n= ¥

Agora, formalmente (isto &, sem rigor), toma-se limitegdat ¥ e parah! 0 nas ex-
pressdes acima. Observa-se que a série acima tem o afetabde uma soma de Riemann
para a integral d& (w) "X, Assim, obtém-se (formalmente!)

Zy Zy

F(W):plz f(x)e "Xdx| e f(x):plz F(w) e "*dw:
2p ¥ 2p ¥

A primeira expressao acima & conhecida canansformada de Fouriee a segunda ex-
pressao é a formula deansformada inversa de Fourier

As condicOes para que as duas integrais acima existamdet@adas e nao serao feitas em
detalhes neste texto. Neste cap’tulo abordar-se-a atdgseoperacionais das transformada de
Fourier e sua inversa, restringindo-se aos seus calcalgrumas aplicacdes.

Denota-se pot (R) o espaco das funcdds R ! R tais que as integrais improprias fle
j fj convergem. Isto signi ca qué e fj sejam integraveis em cada intervflaa; b] e que os
limites abaixo existam:
Zp Zp
lim f(x)d e lim j f(x)jdx
a;lIJ! ¥ a (X) X a;bI! ¥ aj ( )J

Sef:R! C,isto &, uma funcdo de nida el com valores complexos, entao ela pode ser
escrita na forma

f(x) = g(x)+ ih(x);

ondeg(x) e h(x) sao fungdes reais representando suas partes real enariagrespectivamente.

Além disso, a integral dé & dada por
z z z

f(x)dx= g(X¥)dx+i h(x)dx

R .
onde o s‘'mbolo denota, aqui, uma integral de nida ou imprépria.
Diz-se quef : R! C & uma funcao d& }(R;C) se as suas partes real e imaginarjd g
que sao funcdes d@ emR, pertencem ao espatd(R) de nido acima.

DEFINICAO: Sejaf : R! Cumafuncao dé& (R; C). De ne-se atransformada de Fourier
de f pela expressao
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1 Z ¥ .
FIf(¥)]= F(w)= p=— e "Xf(x)dx
2p ¥

DEFINICAO: SejaF : C! R uma fungao dé& (R; C). De ne-se atransformada inversa de
Fourier de f pela expressao
1 Z ¥
F UF(wW)= f(x) = pz—_p ) e F(w) dw:

Observago 1.1:Na de ni¢ao dos espacds'(R) eL (R; C) pediu-se a convergéncia abso-
luta da integral. De fato, esta condi¢ao é su ciente.@ua que a integral def j convirja, isto
e, Zy

JT(X)jdx< ¥:
¥

Entao, pela de nicao da transformada de Fourier, obsem

1 VA ¥ .
p— e "*f(x)dx

2p ¥

JF(w)j

N
«

e "™Xf(x) dx

N
«

e M f(x) dx

1
= e s
N
K

N
o]
K

f(X) dx< ¥;

uma vez que, pela féormula de Euler,
e "= coqwx) isen(wx);

implica em

q
e "X =  [cogwx)]2+[ sen(wx)]2= 1:

Mostrar qug F(w)j < ¥ signi ca dizer que a transformada & nita, ou seja, que eliste.
Analogamente, para a transformada inversa de Fourier.

Portanto, a condi¢ao de que a fungao seja absolutarmgaggavel & apenas su ciente para
garantir que a transformada de Fourier esta bem de nid@&rResta condicdo nao & necessaria.
Uma consequéncia disso & a existéncia de funcdes Riemngegraveis, que nao sao abso-
lutamente integraveis, que possuem transformadas déeF@omas nao necessariamente uma
inversa).

[]
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3.2 Interpretacéao f'sica

Agora sera feita uma breve revisao dos niumeros complegos intuito de apresentar
interpretacdes f'sicas para a fungao transformadeodeier.

Um numero complexo tem a forna= a+ ib, ondea;b2 R ei = P 1 & aunidade ima-
ginaria.. O numero reaha € chamado dparte realdo nUmero complexa, enquanto o nimero
realb chamado dearte imaginariado complexa. O conjunto de todos 0s nUmeros complexos
é denotado poC.

Sejamz= a+ ib ew= c+ id nUmeros complexos, ondeb;c;d2 R ei = P ~ 1éaunidade
imaginaria. As propriedades operatorias entre os ndsnamplexos sao de nidas por:

(a) lgualdadez= w se, e somente sa= ceb= d.

(b) Adicao:z+ w=(a+ ib)+(c+id)=(a+ c)+ i(b+ d).

(c) Multiplicacao:z w=(a+ ib) (c+id)=(ac bd)+ i(ad+ bc).

Seja agora= x+ iy & um niamero complexo quaLguer. De ne-seanjugado complexpor

Z= X+ 1iy= x iy. Omobdulodezé de nido porjz = x2+ y2.
Sejaz= x+ iy. Um propriedade muito til &

= 3%

NI

z

gue é facilmente demonstravel, uma vez que

p__ 2
z2=(x+1y) (x iy)=x*+y*= = X+y2 =jz%

Um numero complexa= X+ iy pode ser interpretado geometricamente como um par orde-
nado, isto éz= x+ iy se, e somente se= ( X;y). Assim, o conjunto dos nUmeros complexos
C pode ser representado no plano que €& conhecigdet® de Argand-Gauss.

Im(z) A

X Re(z)

Figura 2.1: O plano de Argand-Gauss.
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Deste modo, se= x+ iy e observando a gura 2.1, obtém-se

cosqg = * e serg = Y
iz iz
ou ainda,
(2.1) X=]Z cosq e Y=z sernq:
Assim,
Z=X+1iy=jZ7 cosq+1i jZ seng= jz(cosg+i senq):
A expressao

z= jZ(cosg+i senq)
é chamada dBrma polardo nmero complexa.
Também segue-se de (2.1) que

- y
) q = arctg <
ondeqg &€ chamado dargumentado nUmero complexa.
Agora considere uma funcab: R! C cuja transformada de Fourier & uma fung¢ao
R! C,istoé,F(w)= F[f(X)]. Assim sendo, a fun¢ao transformada pode ser escritarmeafo
F(w)= u(w)+ i v(w), onde

u(w) = Re[F(w)] e v(w) = Im[F(w)]

representam, respectivamente, as partes real e imagdsfuncao transformadig w).
Suponha agora que a funcao transformada possa ser @scitanaF (w) = u(w)+ i v(w).
Entao o moédulgF (w)j da funcao transformada & dado por

q
JF(W)j = juw)+ i viw)j = [uw)]2+[v(w)]?:

Alem disso, o argumento d&(w) também sera uma funcao que depende/dpois

ArgumentdF (w)] = arctg % = f(w):

Da formula de Eulee! f(W) = cod[f (w)]+ i sen[f (w)] segue-se que
F(w) = jF(w)] fcodf(w)]+ i sen[f(w)]g
i F(w).

= jF(w)j e

onde a Ultima expressao é a forma polar pafa).
Na forma polar dé& (w),

(2.2) F(w) = jF(w)j e "W
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0 modulo de~(w), q

JFW)j = [uw)?+[v(w)]%

€ chamado damplitudeda transformada de Fourier ou elgpectro de amplitudeko sinalf (x).

O argumento d& (w),
_ u(w)
f(w)= arctg ) ,
e chamad@ngulo de fasela transformada de Fourier ou égpectro de fasedo sinal f(X).
Sejamf (x) uma funcao dadafe(w) = F[f(X)] a sua fungao transformada de Fourier. De ne-

se adensidade espectral de energiar
IF(W)j? = [u(w))? + [v(w)]*:

Viu-se que a transformada de Fourier e transformada ing@isae nidas, respectivamente,
por 1 %y 1 %¥
Fw)=p— e "f(x)dx e f(X)= p=—  e"F(w)dw:
2p ¥ 2p ¥

A natureza da representacao da transformada inversa-sericlara se a mesma for pen-
sada como uma superposicao de oscilacdes senoida@glde as frequéncias poss'veis, que
sao chamadas depresentacao espectratste nome é sugerido pela 6tica, onde a luz & uma
superposicao de cores (frequéncias). Na expressadegue a transformada inversa,densi-
dade espectral Bw) mede a intensidade d€x) no intervalo de frequéncia entvee w+ Dw

(Dwpequeno e xado). A rma-se que, em conexao com vibragaastegral
Zy
jF(w)j?dw
¥

pode ser interpretada com@nergia totaldo sistema f'sico. Assim, a integral fie(w)j? dea
atéb da a contribuicao das frequénciaientrea e ba energia total.

Para tornar isto plaus’vel, inicia-se com um sistema mieoalando uma frequéncia Gnica, a
saber, o oscilador harmonico (sistema massa-mola)

my’% ky= 0

Aqui esta se denotando o tempgor x. Multiplicando a Gltima equacao pgf, obtém-se

myy°% kyPy = 0. Integrando esta equaciao em ambos 0s membros emaelgg@ncontra-se
z z

myx) YoPx) + ky(x) yX) dx= 0 dx= c;:

ou ainda, Z Z

m Y00 Yy dx+ kv y(x) dx= e

FazenddJ = yq{x) na primeira integral, de modo qa&) = y°¢x) dx e fazendd/ = y(x) na
segunda integral, que implica el = y{x) dx, obtém-se
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4 4 U2 V2

m UdU+c+k VdV+c=c¢ ) m7+k 7:cl;

masU = yeV =y, de modo que

m 2 k o
> y0+§y2—C,

ondesefe€=c; ¢C, C3.
Portanto,
m k
> V2 + 5 y? = Eg = constantg

ondev = yPé a velocidade.
O primeiro termo & &nergia cinéticao segundo & anergia potenciaé Eg € a energia total
do sistema. A solugao geral € dada por

y(X) = a1 cogdwpxX)+ b1 sen(wpX)
inpX inpX K
=c e+ c e MOX; wg= — ;
m
onde ) )
C_al i by e c _C__a1+|b1
1 > 1 1 >
Fazendo

A=c, W e B=c, e WX
resulta quey = A+ B. Por diferenciacao, obtém-se
v=y0= A%+ BY= ing(A B):
A substituicao de ey no segundo membro da equacao fayaesulta em
m k
= — V2+ —
Ep= 5 V+5 ¥
_ M. 2 2, K 2.
= —(iwp)°(A B)*+ =(A+ B)“:
2 2
Aqui, wg = k=m, como ja foi dito. Assimmwg = k. Comoi’= 1, tem-se
k
Bo= 5 (A B’+(A+B)
= 2kAB
= 2kc; WX ¢ ; e WX
=2k Ci1 C1

= 2k jcij%:
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Portantoa energia & proporcional ao quadrado da amplitydg.

Como proximo passo, se um sistema mais complicado conslinades periodicas= f(X)
gue pode ser representada por uma série de Fourier, entada de um termo Unico de energia
jc1j2, obtéem-se uma série de quadrajip§® dos coe cientes de Fourier,. Neste caso, tem-se
um “espectro discreto”consistindo de frequéncias enumeraveis, com o corresmejc,j?
sendo as contribui¢cOes para a energia total.

Finalmente, um sistema cuja solu¢ao pode ser represepéda integral da transformada in-
versa de Fourier conduz aintegral acima para a energia, eianis’ vel dos caos ja discutidos.

[]

Daqui por diante objetiva-se seguir, grosso modo, os prmoeetdos adotados para a trans-
formada de Laplace, ou seja, deseja-se deduzir formutasgpransformada de Fourier para
algumas funcoes, assumindo-se que o procedimento ipeosluz a transformada inversa de
Fourier. Com isso, sera poss’vel construir uma tabelafbomulas que deverao ser usadas para
resolver varios exerc’cios.

3.3 Propriedades lasicas

Nesta secao serao apresentadas as propriedadesisadicanas transformadas de Fourier.

Proposicdo 3.1:Sejaf : R! R uma funcio dé& (R). Ent&o, as partes real e imaginaria de
F(w) sao dadas por
1 %y 1 %y
3.1) uw)= p— f(X) coqwx) dx e viw)= p— f(X) sen(wx) dx
2p ¥ 2p ¥

Alem disso, as funcdag w) e v(w) sao, respectivamente, funcdes par e ‘mpavdéem-se
também que
F(C w) = F(w);

onde a barra indica a conjugacao complexa.

DEMONSTRACAO: Observe-se inicialmente que, por hipotese, a furfcéaeal, isto &, ndo
tem parte imaginaria. Agora aplica-se a identidade derBels-se

e "= coqwx) isen(wx):
Aplicando a de nicao de transformada de Fourier e lembcagquef € real, obtém-se
Zy

F(w) = 91: f(x)e "Xdx
2p ¥
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1 Z¥

= p— f(xX) cogqwx) isenwx) dx
2p ¥
1 ‘¥ 1 “¥

= p— f(X) coqwx)dx ip— f(X) sen(wx) dx
2p ¥ 2p ¥
1 2¥ 1 2¥

(3.2) = p— f(X) coqwx)dx+1 p— f(X) sen(wx)dx :

2p ¥ 2p ¥

SeF(w) = u(w)+ iv(w) e seF(w) também & dada por (3.2), entdo, igualando-se as partes
real e imaginaria de cada expressao, obtém-se

Zy Zy

u(w) = 91: f(X) coqwx) dx e v(w) = 91: f(X) sen(wx) dx;
2p ¥ 2p ¥
que é (3.1).
Para mostrar a segunda parte, deve-se observar iniciameat por sef uma funcao real,

1 %y 1 2
u w)= p— f(X) cof wx)dx= p— f(X) coqwx) dx= u(w);
20 ¥ 20 ¥

1 %¥ 1 %¥
V(i w)= p— f(X) sen( wx)dx= p— f(X) senN(wx)dx= v(w);
2p ¥ 2p ¥

onde usou-se a paridade da funcao cosseno e a imparidddegd® seno nos passos acima.
Isto mostra que € uma funcao par e quee uma fungao ‘mpar da variavel
Por m, deF(w) = u(w)+ iv(w), da paridade de e da imparidade de segue-se que

F(O w)y=u( w+iv( w)

=u(w) iv(w)
= u(w)+ iv(w)
= F(w);

mostrando que a inversao do sinalWlesobF equivale a conjugacao complexa da fun€ao

Corolario 3.1: A condicaoF( w) = F(w) & uma condi¢cao necessaria e su ciente para que
f seja uma funcao real.

DEMONSTRACAO: Suponha qud (x) & uma funcao real. Entdo, mostrou-se na proposicao
3.1 queF( w) = F(w). Resta, portanto, demonstrar a rec’proca, isto &, quendigio
F( w)= F(w) implica em serf uma funco real.
Faca
f(X)= g(X)+ ih(x) e F(w) = u(w)+ iv(w):
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Usando a de nigao da transformada inversa de Fourier adumcaof acima, bem como a
formula de Euler, obtém-se

(3.3)

f(x)

S
5= B

Zy .
F(w) e dx
¥
Zy
uw)+ iv(w) cogwx)+ isenwx) dw
Zyh
y u(w) cogwx)+ iu(w) sen(wx) +

+ iv(w) cogwx) wv(w) sen(wx) dx

SE
d

Zy 1 %
u(w) cogwx)dw+ i p— u(w) sen(wx)dw
¥ 2p ¥
1 ¥ 1 4
+ip—= v(w) cogwx)dw p— v(w) sen(wx)dw
2p ¥ 2p ¥
Zy
y uw) cogwx) v(w) sen(wx) dw +

SG
d

Zy

+ iplz u(w) sen(wx)+ v(w) cogwx) dw:
2p ¥

Como as expressod$x) = g(x)+ ih(x) e (3.3) representam a mesma fun¢éx), segue-se
gue seus segundos membros sao iguais, de modo que

(3.4)
e

(3.5)

Zy

g(x) = p;—_p y u(w) cogwx) wv(w) senwx) dw

h(x) =

z
91: * u(w) sen(wx)+ v(w) cogwx) dw:
2p ¥

Mas, por hipbtese; ( w) = F(w), isto &,

donde se conclui que

u w)+iv( w)=u(w) iv(w);

u¢ w)= u(w) e vi w)=  v(w);

isto ,u(w) ev(w) sao, respectivamente, funcdes par e ‘mpar na vanavel
Portanto o produta(w) sen(wx) &€ ‘mpar (1 &€ par e seno & ‘mpar em). Analogamente, 0
produtov(w) cogwx) também & ‘'mpamné ‘mpar e cosseno € par em). Assim, o integrando

em (3.5),

u(w) senwx)+ v(w) coqwx);
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e soma de duas fungdes ‘mpares, logo &€ uma fungaar.1IBpgue-se da” que a integral em (3.5)
é nula, que implica en(x) = 0. Isto mostra qué(x) & uma funcao real.

Corolario 3.2: Sejamf : R! R umafuncio dé }(R) eF(w) = F[f(X)] a sua transformada
de Fourier. Entdo, o espectro de amplitugdegv)j € uma funcao par de e o espectro de fases
f (w) & uma funcao ‘'mpar de.

DEMONSTRACAO: Por hipotesef € uma funcao real (isto &, nao tem parte imaginaria).
Logo, pela proposicao 3.1, tem-se dque w) = F(w).
Por (2.2), a funcaé (w) pode ser escrita na forma

F(w) = u(w)+ iv(w) = jF(w)je'T:

Segue-se da’ que
(3.6) F( w)=jF( w)je'Tt W:

Também por (2.2), segue-se que

F(W) = IF(w)je "™
= [F(w)j e

(3.7) = jF(w)je TW:

ComoF( w)= F(w), entao os segundos membros em (3.6) e (3.7) devem-ses,iguai

seja,

if(w) = if (w).

JF( w)je jF(w)je

Portanto,
JFC wj=jFwj e f( w= f(w):

Isto mostra que os espectros de amplitudes e de fases spectieamente, funcdes pares e
‘mpares dew.

Proposicdo 3.2:Sejamf : R! C uma funcao dé }(R; C) e F(w) a sua transformada de
Fourier. Tem-se:

(a) A transformada de Fouriér(w) sera uma funcao real se, e somentef¢g) for uma
fungao par;

(b) A transformada de Fouri€ér(w) sera um imaginario puro se, e somentef¢g) for uma
funcao ‘mpar.
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DEMONSTRACAO: EscrevaF (w) = u(w)+ iv(w). Pela proposicao 3.1, tem-se
1 “¥ 1 “¥
uw) = p— f(X) coqwx) dw e viw)= p— f(X) sen(wx) dx
2p ¥ 2p ¥

Parte (a): Suponha que a transformada de FoE(i@) é real. Entaok-(w) = u(w) ev(w) =
0. Comov(w) = 0, tem-se que o integrandf(x) sen(wx), para a integral que de ngw) deve
ser uma funcao ‘'mpar em relacdo a variayghra que a integral se anule. Como @&r) € uma
funcao ‘'mpar na variave{, para que o integrando seja ‘mpar & necessariof (x)eseja uma
funcao par (“o produto de uma fungao par por outra ‘ngpama fungao ‘mpar”). Isto mostra
quef(x) é par.

Reciprocamente, suponha qffx) seja uma funcgao par. Por ser $ax) uma funcao "mpar
na variavek, segue-se que o produf¢x) sen(wx) & ‘mpar (na variavet). Logo, a integral

z
i f(xX) sen(wx)dx= 0;

mostrando queg(w) = 0, de modo qué& (w) = u(w), isto &, que=(w) & uma fungao real.

Parte (b): Suponha que a transformada de FoE(ief) & um imaginario puro. Entaé,(w) =
iv(w) eu(w) = 0. Comou(w) = 0, tem-se que o integrandb(x) cog wx), para a integral que
de ne u(w) deve ser uma funcdo ‘mpar em relacao a vari&ra que a integral se anule.
Como co$wx) € uma funcao par na variavel para que o integrando seja ‘mpar & necessario
que f(x) seja uma funcdo ‘mpar (“o produto de uma funcao ‘mpargutra par € uma fungao
‘mpar”). Isto mostra qué(x) &€ ‘mpar.

Reciprocamente, suponha gff) seja uma fungao ‘'mpar. Por ser (@g) uma funcao par
na variavek, segue-se que o produf¢x) co{wx) & ‘mpar (na variavet). Logo, a integral

z
i f(X) coqwx)dx= 0;

mostrando que(w) = 0, de modo qué& (w) = iv(w), isto &, qud-(w) & um imaginario puro.

Observag@o 3.1:Segue-se da proposicao 3.2 quefég &€ uma funcao real e
FIFOI = F(w) = u(w) + iv(w);

entao
FIfp(®]=u(w) e  F[fi(x)]= iv(w):

ondef(x) = fp(X)+ fi(X), sendofp(X) e fi(x), respectivamente, as partes par e ‘mpaf (0.

[]

Exemplo 3.1:Encontre a transformada de Fourier para a furfcgdB® ! R de nida por
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8

<1 se a< X< a;
f(x) = .

"0 caso contrario.

SoLucAo: O gra co da funcaof (x) encontra-se na gura 3.1.

Figura 3.1: Gra co da funcad(x).
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Usar-se-a a de ni¢ao de transformada de Fourier pameraetarF(w). Paraw 6 0, tem-se:

1 2¥ |
F(w)= p— f(x) e "dx
2p ¥
1 z a . 1 Za .
= p— f(x) e "Xdx+ p— f(x) e "Xdx+
2p ¥ 2p a
1 Z¥ .
+p—  f(X) e "dx
2p a
1 z a iwx 1 iwx 2
= p—= e dx= —p—=e
2p a iw 2p
1 iaw iaw
= —p—e e
iw 2p
1 . .
(3.8) = —p— e g AW .
iw 2p

Das formulas de Euler,
ig— . ig—
e'? = cosg+ iseng e e 7= cosq

segue-se facilmente que

Fazendag = aw, obtém-se
2i sen(aw)= e'a% ¢ law

gue substitu’do em (3.8) resulta em

isenq;
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; i 1 .
Fw)= —p— e e ' = B [2isenaw)]
iw 2p iw 2p
1 2
= p— — senaw
5 W naw)
_ .2 sen(aw)
= ,,5 v
Agora deve-se calcular a transformada para o @aso0. Tem-se:
Zy
1 o
F(O)= p=— e 9%f(x)dx
2p ¥
1 2 a 1 Za 1 Z¥
= p— f(X) dx+ p— f(X) dx+ p— f(x) dx
2p ¥ 2p a 2p a
1 %a 141
= p— dx= p— X = p—[a ( a)
2p a 2p a 2p
_ 2a
| 2p
Portanto, mostrou-se que
8
" 2
( o # 5 pt sen(aw) ; sews 0
1, sejx] a 2p w
F(w)=F - = )
0, sejxj>a; §p—:_, sew= 0:
p

Figura 3.2: Gra co da fun¢ab(w) coma = 1.
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Observag@o 3.2:0 leitor deve estar se perguntando se € verdade que

__(
F1 sen(aw) _p2p 1, sejxj a

f(x) =
w 2 0, sejxj> a:

Esse assunto merece cuidado e atencao, uma vez queaa fung”™

sen(aw) ,

F(w)= (wé 0);

nao é absolutamente integravel, como mostra o apéadiste cap’tulo, de modo g2 (R).
Por outro lado, ja foi dito que a integrabilidade absokitama condi¢do su ciente, mas nao
necessaria. Ao longo deste cap’tulo este assunto &@taparecer outras vezes.

[]
Recorde-se que a funcao de Heaviside & de nida por
(
1; se X< ¢;
Ue(X) = .
0; caso contrario

Observe que decorre da de nicao da funcao de Heaviside q
U(X)= Up(x ¢ e Ul X)=u c(X):

Exemplo 3.2:Sejama > 0ef:R! R umafungao de nida por

(
e ax sex O
f(x)= e @ ug(x) = ’ ’
0; sex< 0;
ondea > 0.
Mostre que
1 1
— ax —_
F(w)=F e Up(X) = pZ——p a+iw
© 1 p
- 1 - EYN ax .
f(xX)=F T 2p e Uo(X):

SoLucAO: A gura 3.3 exibe o gra co da funcad(x) quandoa = 1.
Usando a de ni¢ao de transformada de Fourier, obtém-se

Zy
FIFQI= p= e ™ 1(9x

ZO . 1 Z¥ .
e " f(x)dx+ p=— e "*f(X)dx
¥ 2p o

o= sl
o] ‘ T
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Figura 3.3: Gra co da fungad(x) coma = 1.

1 %o 1 ¥
=p— e "™ odx+ p=—= e '™ e Fdx
2p ¥ 2p o
1 Z¥ (a+iw)x
=p— e dx
2p o
Z
1 T .
— i (a+iw)x
P 1M o © dx
1 h T
— pP—— - lim e (a+iw)x
2p i(a+w) T ¥ 0
1 _ i
— P - i e (a+iw)T e (a+iw):0
2p i(a+w) T ¥
— nl_ e iwT e aT 1

-
N

p (a+iw) Tll ¥

1 1
" 2p (a+iw)

Observe que usou-se o fato que
lim e T e aT =
TI ¥

Isto se justi ca, pois a funcie T & limitada, uma vez que

q
e T =jcoqwT) isenwT)j= [cogwT)]2+[ senwT)]2= 1

Além disso,TllirQ e 2T =0, poisa > 0 por hipotese. Agora aplica-se o teorema que a rma

que o limite do produto de duas funcdes, onde uma é limitad outra tende para zero com o
limite, & igual a zero.
Portanto, mostrou-se que

Fw)=F e 2 uy(x) = 91:
2p

ou equivalentemente,
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1 P—
=F! — = 2 ax ;
Y T iw p e " u(x)
[]
Exemplo 3.3:Sejama > O ecpp.51: R! R afuncao caracter’sticaue & de nida por
(
1, se 0< x< a;
Cio;a1(®) = .
0; caso contrario.
Mostre que
8 .
1 1 law
3 p— _e , paraw 6 O;
Foga =, 2P W
[0;a] 2 a
gy - paraw = 0;
2p
€ iaw p
1l e —
F1 ———— ="2p cpa®; (w8 O):

1w

SoLucAo: O gra co da fungaof (x) = Cl0.a](X) S€ encontra na gura 3.4.

Figura 3.4: Gra co da funcad(x).

Para calcular a transformada de Fourier pgsa,) deve-se dividir em dois casoa.6 0 e
w= 0. Paraw 6 0O, tem-se

1 Z¥ .
F cpaj(® = pP= e "cpa(x¥dx
2p ¥
1 Z 0 . 1 z a .
= pZ—_p e e a)(X) dx+ 92——p o e e a1 () dx+

1 .
+ 92: N e IWXC[O;a](X)dX
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— pl i iaw  q

2p iw
1 1 e 'aw
B 2p iw
Paraw = 0, tem-se que
1 2 i:0:x
F C0a)(0) = P= e "¢ a(¥dx
2p ¥
1 %o 1 Za 1 2¥
=Pp= Cpa(Xdx+ p= g dxt p=  Cjga(X)dX
2p ¥ 2p o 2p a
1 %a a
= p— dx= p—x
2p o 2p o
- pa_
2p
Portanto, a transformada de Fourier pagR,) € dada por
1 iaw
5 p_ _e , paraw 6 O;
Foega® =_ 2P W
[0;a] 3 a
p— paraw = 0;
2p

ou, equivalentemente,

1 eiaw _p

1 5 : :
F W 2p C[O;a](X), (W6 O)
[]
Exemplo 3.4:Considere a seguinte fungao:
8 .
21 14, sejxj a,;
f=_ @
-0 sejxj> a:

Observe que esta fungao tem suporte compacto, mas ri@n@eao espaco’CR) (apesar
de ser cont’nua ex= 0, nesse ponto nao existe derivada).

Agora, calcula-se (formalmente) sua transformada de Eolarav 6 0, tem-se:
Zy
F(w) — ¥e WX £ (x) dx

T o

N
o
o

z, L 2 _
— e "Xf(X)dx+ p— e "X f(x)dx
2p jx>a
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Figura 3.5: Gra co da fungad(x) coma = 1.

1 Z 4 _ i 1 Z _
=p— e '™ 1 P9 e p— e '"WX:0dx
2p a a 2p jxj>a
Z
1 ~a jXj
= p— e 'WX 1 = dx
2p a a
Z Z
1 a . 1 1 TRV
=p— e '""dx p=— = e ""¥jxjdx
2p a 2p a a
1 %a 1 %o _ 1 ‘a
=p=— e '""dx —pP— e '""¥( Xjdx —P— e "*xdx
2p a a 2p a a 2p o
0
— pl_ 1 e iwx + 1_ L iwx+ _Ze iwx
2p 1w a 2p 1w W .
pl Le iwx 4 1 e iwx )
a 2p iw w2
0
1 1 . ; 1 1 a ; 1 .
=p— — gaw giaw 4, 4 =~ glaw =~ glaw
2p iw a 2p Ww? T w2 ®
1 a iaw 1 iaw
- — + —
2p iw® w2 © 2

pl_ i eiaw eiaw +

I
- s
B

@

D

S

®

_

S

2p 'w 2p 1w
1 1 i i
+ p_ 2 eIaW e raw
2p aw?
1 1 i i
- — 2 raw raw .
p—zp awl e e ,

onde usou-se a técnica de integracao por partes em unedagias acima.
Mas, como observado anteriormente,

eld%+ e 8% = 2coqaw):



286 3 Transformada de Fourier

Assim,
1 1 2(1 cosaw)
F(w)= p= ——=5(2 2coqaw)) = —
(W) o P Jaw)) a2t 2pw?
Agora calcula-se a transformada de Fourier gagaandow = 0. Tem-se:
z
F(O)= p=— e "“Xf(x)dx
2p ¥
z .
1 ~a I1X]
= p— 1 — dx
2p a a
z z
1 a 12
= p— dx — Xj dx
2p a a aJ :
12 1%0 1% a
= p— X — xdx —  xdx
2p a @ a a o
1 & 1%o0 1%a
=p— X + = xdx —  xdx
2p a @ a a o
|
1 x2 O x2 a
= p— 2a+ — N
2p a 2a , 2a
= pl Za i i
T 2 2
- p2
2p
Portanto, apesar de a funcao
8 .
21 14, sejxj< a;
f(x) = a
> - -
-0 sejxj a:

ter suporte compacto (o intervdloa; a]), a funcao transformada de Fourier péra
8

3 922— : Csvsz(aw)’ paraw 6 0;
Fw=_29 P
32 a
T p— paraw = 0;
2p

nao tem suporte compacto. ]
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Figura 3.6: Gra co da fun¢ag(w) coma = 1.

3.4 Propriedades mais gerais

Proposicao 4.1 (linearidade):Sejamfy; f,: R! C funcgdes dd.1(R;C) ea e b escalares
guaisquer. Entao,

Fla f1(X)+ b f2(X)] = a F[f1(X)]+ b F[f2(X)]; paraw 2 R:

DEMONSTRACAO: Basta usar a de nicdo de transformada de Fourier e ariitade da in-
tegral. De fato,
Zy

F afi(x)+ bf(X) e " g £+ bfax) dx
¥

I\JTQJ I\J-Tl—‘
S1° B

Zy p Z¥
e "Xfi () dx+ p— e "Xfy(x)dx
¥ 2p ¥

afF f1(x) + bF fa(x) :

Proposiciio 4.2 (escalonamento)Sejama 6 O e f 2 LY(R;C). SeF(w) = F[f(x)], ent&o,

1 w
(fanl= < F 2 8w

DEMONSTRACAO: A demonstragao sera feita em dois casos: 0 e a < 0.

Caso1l:a > 0 Tem-se:
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N
®«

F[f(ax)] e "WXf(ax)dx

I
[ %’TH
Nk

¥ i —.
e' "= f(u)du

i

THN

L i(2)vf(u)du
¥

Tn

V| V| D
N

Pl ©

onde se fez a mudanca de variaues ax nas integrais acima.

Caso 2: a < 0. Tem-se:

1 %%
Fif(ax)] = p=— e "Xf(ax)dx
2p ¥
1 2
= p— e "= f(u)du
a 2p ¥
1 Z¥ :
= —p— e " {(udu
a 2p ¥
Z
Lpl e it
= — p= e \a/“f(u)du
a Py (u)
= l F V—v ]
a a

onde também se fez a mudanca de variaveisax nas integrais acima.
Portanto, considerando-se os dois casos, tem-se que

1 w
F[f = —F — 2 R:
[f(ax)] ia] 3 8w

Observag@o 4.1:A funcao f(ax) representa a funcafx) reduzida na escala dos tempos
por um fatora. Analogamente, a funca®é (w=a) representa a fungao ampliada na escala de
frequéncias pelo mesmo fatar Assim, a propriedade de escalonamento a rma que a reduca
no dom’nio do tempo & equivalente a ampliacdo no dandai frequéncia e vice-versa. A
propriedade do escalonamento também & conhecida didataczo.

[]
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Corolario 4.1: Sejaf 2 L1(R;C). SeF[f(X)] = F(w) denota a transformada de Fourier para
f, entao

FIFC ¥]= F( w):
DEMONSTRACAO: Fagaa = 1 na proposicao 4.2. Assim,

w

FLE( %)= jiF

1 1 = F( w):

Observa-se que também & poss’vel demonstrar esteadsuisando a de ni¢cao de transfor-
mada de Fourier.

|
Exemplo 4.1:Considere afuncabd: R! R de nida por
(
edX; sex< 0;
f(x) =
0; sex O
ondea > 0.
Mostre que "( #
ed%. sex< 0
F(w)=F = 91: 1. ’
0; sex O 2p a 1w
€ (
— eax se x< 0;
f(x)=F ! 1 =p2p
a 1w 0; sex O
SoLugAo: Considere a funcao de Heaviside: R! R dada por
1; se x> ¢
Uc(X) = , .
0; caso contrario.
Note-se quef pode ser escrita na formigx) = e?*ug( x). Agoradenag:R! R por

g(x) = e #*up(x), ondeup € a funcao de Heaviside conF 0. Segue-se da’ quéx) = g( x).

Pelo corolario 4.1, tem-se qlidg( X)] = G( w), ondeG = F[g]. Alem disso, pelo exemplo
3.2, tem-se que

1 1
Gw) = pz—_p a+iw
Portanto,
F[f(X)] = Flg( x)]=(cor.4.)

G( w)=(ex.3.2
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_ 1 1
C T 2p a+i( w)
1 1
- 2p a iw
que € a transformada de Fourier para
Mostrou-se, portanto, que
ll( #
Fw)= F ed*; sex< 0, _ 1 1
0, sex O 2p a iw
ou, equivalentemente,
(
1 p_— e?% se x< 0;
f(x)=F ! = 2p
a 1w 0; sex O
[]
Exemplo 4.2:Considere afuncabd: R! R dada por
(
1, se a<x<ao;
f(x) = .
0; caso contrario,
ondea > 0.
Mostre que 8 _
' # o3l €0 1 6 0;
1; se a<x<o; P55 ' ’ paraws U,
F(w)=F N = jp 'w
0; caso contrario, 3 N paraw= 0;
2p
€ (
law 1 1; se a<x<0o;
f=F ! & * = -
w 0; caso contrario,

paraw 6 O ea > 0.
SoLucAo: Observe qud pode ser reescrita na forniiéx) = C[ a;0- Deste modo, tem-se
f(x) = Cr a;O](X): C[O;a]( X):

Para determinar a transformada de Fourier ppatmsta usar o corolario 4.1 e o exemplo 3.3,
gue mostram que
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8 iaw
§p;_ ! iew , paraw 6 O;
F Cioa)(® = 3 ap
- P= paraw = O:
2p
Tem-se:
F(w)=F f(x) =F ¢ a.q(X) =(cor.4.]

Flcl( w)=(ex. 3.3

8 .
1 1 ia( w)
3 p5 i((a W) paraw 6 O;
3 paz—_p, paraw = 0;
8 .
1 1 law
3 pﬁ i\?v , paraw 6 O;
2 paz—_p’ paraw = 0;
8 .
1 law 1
3 p2_ © o paraw 6 O;
= p
.8 paz—_p, paraw = 0;
ou equivalentemente,
_ (
f=F edw 1 _ L se a<x<0o
iw 0; caso contrario,

paraw 6 O ea > 0.

Exemplo 4.3:Considere a funcao caracter’stiga,.,; : R! R dada por

(
se ac<x<a;
Cr a;a](x)= o
0; caso contrario,
ondea > 0.
Mostre que 8
2 sena
3 p— naw) sews 0
_ 2p w
Focaa® =
2 2a
T p— sew=0:
2p

201
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SoLucAo: Observe inicialmente que a funcdo dada pode ser esergaguinte forma:

Cl a:a](X) = € a:q(X)+ Cjo:a1(X):

Assim, pela linearidade da transformada, basta somar resfdranadas de Fourier das duas
funcdes do primeiro membro e que ja foram determinadasremplos 3.3 e 4.2, isto &,

1 iaw
5 2_ iew , se w6 0;
F Coa)(® = p
3 a
pP— sew= 0;
2p
e 8 .
1 eav 1
3 pz_ ! sew6 0;
F Cr a;O](X) = P
2 a
T p— sew=0:
2p
Além disso, sera necessario usar a formula de Eulergiste modo
e'a% = coqaw)+ i sen(aw); giaw g law
. saw) -r( ) ) senlaw)= —
e 1aW = cogaw) isen(aw); 2

Agora € poss’vel determinar a transformada de Fourier pmncao dada. Pavaé 0, tem-
se

F ¢ a:a)® =F ¢ 2.9+ Cpo:21(¥)

F ¢l aq(® +F cpa(X) =(ex.3.2e4.2

1 eiaW 1 1 1 e iaw
P — P
2p Iw 2p Iw

eiaw e iaw

|
)

N
St

iw
2 eiaw eiaw

w 2i

;.

NN
S

sen(aw)
w

|
)

N
o]

Agora calcula-se a transformada para 0. Tem-se:

F ¢ a:a)® =F ¢ 2.+ Co:21(¥)

F ¢l aq(® +F cpa(X) =(ex.3.2e4.2
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a a 2a
D

= D +p =

"2 2p T 2p
Portanto, a transformada de Fourier para a funcao dadaure&do do exemplo & dada por

g .2 sen(aw) ,

> v sewé6 O;
F c aa)(¥) 3 Zap

— sew= 0:

2p

Observe que este exemplo esta em concordancia com atedpaxemplo 3.1.

[]

Exemplo 4.4:Considere a funcd®: R! R de nidaporf(x)= e 2XI, coma > 0. Mostre
que

- 2 a
= ajxji = pn
Fw)=F e ,,% It a?

e p__
_ e 1 a _ 2D ajx.
f=F 1 o =2 e

SoLucAo: Ogracodef(x)= e aX encontra-se na gura4.1.

Figura 4.1: Gra co da fungad(x) coma = 1.

Observe-se, primeiro, guepode ser reescrita ha forma
(4.1) f(xX)= e ug( X)+ e 2* up(X);

ondeup(X) € a funcdo de Heaviside corr O.
Pelo exemplo 4.1, tem-se que

1 1
4.2 F e? = p= .
(4.2) ol ) = Po= oy
Pelo exemplo 3.2, tem-se que
1 1
ax —
(4.3) F e “u(x) = pz—_p 2w
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Aplicando a linearidade da transformada (proposicapehif dada em (4.1) e usando (4.2)
e (4.3), obtem-se

Fiw)=F f(X) =F e® ug( X)+ e & up(x)

Fle®uo( X]+ F e #* up(X)

=
N
o]
Q
=
S5
=

1
©
+

S|
o]

a iw a+iw

(a+iwm)y+(a iw)
(a iw(a+iw

|
®

a
w2+ a?

|
)

NN NP
SI™ B

ou, equivalentemente,
p__

_ e 1 a _ 2D ajx.
f=F 1 o = e

Figura 4.2: Gra co da fun¢ab(w) coma = 1.

[]

Proposico 4.3 (translagio): Sejamw e Xo escalaresf 2 LY(R;C). SeF(w) = F[f(X)],
entao:

@F[f(x x)]=e "oF(w);
(b)F eXf(x) = F(w wyp).

DEMONSTRACAO: Demonstrar-se-a o item (a). Fazendo a mudanca de eisitav x Xp
em uma das integrais a seguir, obtém-se
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1 Z¥ .
FIT(x x0)]= p= e " f(x xp)dx
2p ¥
Zy
= 91: e W) f(t) dt
2p ¥
1 Zy . -
= p— e W Wof(t)dt
2p ¥
_ 1 Z¥
=e ™o p—_ e WH{t)dt
2p ¥
= e "WOE(w):
Item (b): Tem-se que:
Z
F elWoXf(x) = 91: e WX X f(x) dx
2p ¥
1 Z¥ .
= p— e "W WXfdx
2p ¥
=F(w w)

Com isto, completa-se a demonstragao da proposicao.

N
O item (a) da proposi¢ao 4.3 & conhecido copnopriedade deslocamento no temem
item (b) & conhecido compropriedade de variacdo de frequénciambos da transformada

de Fourier. As propriedades de deslocamento e de varfacam aqui resumidas como pro-
priedade de translagao.

Exemplo 4.5:Sejaf : R! R uma fungao dada por

coqax); se b< x<b;
FO) = .
0; caso contrario.
Mostre que
8
% pl— senb(w a)] N senb(w+ a)] sew6 a
2p w a w+ a
Fiw)=F f(x) =
§ 1 b+ M sew= a
: pz—_p %2 = ;

SoLucAo: Pela formula de Eulee'? = cosq + iseng, fazendo primeira; = ax e depois
g= ax obtém-se
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e = cogax) + isen(ax);
e ™= coqax) isenax);

onde usou-se a paridade de cosseno e a imparidade de sermmdeams duas Ultimas equacoes,

encontra-se . .
iax 4 g iax

2
Agora observa-se gquepode ser reescrita na seguinte forma:

coqax) =
eiax+ e iax
(4.4) f(x) =[codax)] ¢} pp(X) = — G b;by (X):

Além disso, pelo exemplo 4.4, tem-se que
8 2 senbw)
3 p— ’

> w se w6 0;
(45) F C[ b;b](x) = P
2 2b
T p— sew=0:
2p
Faca
_ C py(X¥)
o=~
Entao, por (4.5), parer 6 0, tem-se que
1 senbw
(4.6) G(w) = Flo] = pm =KW
2p w

Pela propriedade de translagao (item (b) da propogiciotem-se que
4.7) F e"Xg(x) = G(w wp):
Tomandowg = aem (4.7) e usando (4.6), obtém-se
F e®™g(x) = Gw a)

1 senb(w a)]’

— sewé a
2p w a

(4.8) - p

Analogamente, ao tomay = aem (4.7) e a mesma func@@x), obtém-se

F e ™g(x) = G(w+ a):

1 sernb(w+ a)] ,

— sewé a:
2p w+ a

(4.9) = p

Agora usa-se as propriedades de linearidade (proposit@para determinar a transformada
de Fourier pard. Assim, parav6 a, tem-se
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eiax+ e iax
F — G b;b] (X)

F f(x)

= F e®g(x)+ e g(x) =(lin.)

F e®g(x) + F e ®g(x) =(por (4.8)e (4.9

.1 senb(w a)] N .1 senb(w+ a)]
" 2p w a " 2p w+ a

1 senb(w a)]+ senb(w+ a)]
"2p w a w+ a

(4.10) =

Para determinar a transformada de Fourier para a e w = a, deve-se calcular o limite
paraw! ana expressao obtida em (4.10). A razao se deve ao fato deraded ¢| 1, ;)(X)
ser constante pana = 0, de modo que parev = a este valor nao pode ser transladado.
Assim, usa-se a propriedade de continuidade da transfardeBourier para calcular seu valor
nos pontosy= a. Paraw! a, tem-se

F f(a)

lim F(w) = lim F ()

- lim pl— senb(w a)]+ senb(w+ a)]

wha™ 2p w a w+ a
_ 1_ im senb(w a)] N pl— im senb(w+ a)]
2p w!' a w a 2p w!' a w+ a
_ pl_lim ser(bx)+ pl— sen(2ab)
2p X 0 X 2p 2a
1 . senbx) 1 sen(2ab)
P P T TP
1 sen(2ab)
- pz—_p br —a

onde se fez a mudanca de variaveis w  a.
Analogamente, par&!  a, tem-se

F f( a)

Jim Fw) = lim F ()

1 senb(w a)]+ senb(w+ a)]
wl a 2p w a w+ a

291: im senb(w a)]+p1_ im senb(w+ a)]

2pw a w a 2pw a w+ a

1
§
<

|
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1 sen 2ab) . sen(bx)
= p— p — |im

2p 2a 2p X' 0 X
1 sen(2ab) 1 sen(bx)
=p +p— b |

2p 2a p X0 bx
_ pl ser(2ab)+ pl— b

2p 2a D
_ 1_ b+ sen(2ab)

2p 2a

onde se fez a mudanca de variaveis w+ a e usou-se a imparidade do seno (lembrando que
a,b> 0).
Portanto, a transformada de Fourier paadada por

% pz_ Serifv(wa a)] Serifv(:v; a)] sew6 a
Fiw)=F f(x) =

Proposic¢ao 4.4 (simetria):Sejaf 2 L (R;C). SeF(w) = F[f(X)], entao
FIF(X)]= f( w):

DEMONSTRACAO: A transformada inversa de é dada por
Zy
1 .
f(xX)= p=—  e"F(w)dw:
2p ¥
Substituindox por X na expressao acima, obtém-se
Zy
1 .
f( )= p=— e "F(w)dw:
2p ¥

Agora permuta-sg e w para escrever

1 Z¥ .
fl wW=p=— e "*FXdx
2p
ou ainda, L Zv
p=— e "XF()dx= f( w);
2p ¥

isto &,
FIF(I= f( w):
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O exemplo a seguir calcula formalmente a transformada dedfala funcao apresentada na
observacao 3.2.

Exemplo 4.6:Considere a seguinte fungcao

Fwy = 2@ e
Mostre que 8 p__
sen(ax) < ﬁ sejwj< a:
FIF()]= F =. 2
X "0 sejwj> a:

SoLucAo: No exemplo 3.1 viu-se que a transformada de Fourier de&func
ll( #
1, sejxj<a; _ L2 sen(aw)

0, sejxj> a; " 2p w

F sewé6 O:

Pela proposicao 4.4 (propriedade de simetria), seguesse
FIF(]= f( w):

Assim,
2 sen(ax)
F p—

2p X
Mas f(X) € uma funcao par, pois & quociente entre duas fungdpares, de modo que
f( w)= f(w). Assim,

= f( w):

Fopa N ),
D X

92— E sen(ax) = f(w):

2p X

sen(ax) p%
F . = > f(w):
Portanto,
sen(ax) 2p
F x = f(w)
p— .
2p 1 sejwj< a:

2 0; sejwj> a:
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8 p_—
< 2p
= 2 '
"0 sejwj> a:

sejwj< a:

Exemplo 4.7:Sejaf : R! R uma fungao de nida por

1
0= 5723

Mostre que p

% ajwj
F(w)= FlI(¥]= -~ e
e

Wi 2 a

— 1 ajwj —

f)=F ! e P v a?

SoLUcAO: Pelo exemplo 4.4 tem-se que

F eanj :n2 a
M5 2 2
2p wet+ a

Agora faca p__

— 2p ajxj.
g(x) = 2a e :

Entao pela formula acima (do exemplo 4.4), segue-se que

FIO0 = G(W) = 71— = T(w)

onde fez a troca depor w na de nigcao def.

Observe que p__

G(x) = a2

Pela proposicao 4.4 (simetria), tem-se §i&(x)] = g( w). Assim,

X2+ a?

1

FIf(X] = F 2+ a2

FIG(X¥]= a( w)

p__
2P o ajwi
2a ’
ou, equivalentemente,
- 2 a
— 1 ajwj —
f)=F ~ e pz—_p 2+ a2

e g( w= 2P o ajw.

3 Transformada de Fourier
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Exemplo 4.8:Determinef : R! R cuja transformada de Fourier &

1

FW= Zriwe

SoLugAo: Usando fragdes parciais, obtem-se

1 __A B
2+ iw)(3+iw) 2+iw 3+iw

_ AB+iw)+ B2+ iw)
T 2+ iw)(3+iw)

_ (3A+ 2B)+ i(A+ B)w
T @+iw(3Fiw)

ou seja(3A+ 2B)+ i(A+ B)w = 1+ 0Oi, que implica em resolver o sistema

(
3A+ 2B= 1,
A+ B=0:
Multiplicando a segunda equacao pa2 e somando com a primeira, obtémAse 1. Subs-
tituindo este valor na segunda linha, encontr&se 1. Assim,

1 1 1
2+ iw)(3+iw) 2+iw 3+iw

Aplicando a transformada inversa em ambos 0os membros acisanelo a sua linearidade,

obtém-se
1 1 1 1 1 1

. = . F .
(2+ Iw)(3+ iw) 2+ 1w 3+ iw
Pelo exemplo 3.2, vale a formula

1 P_—
Rl a+iw 2p e ™

Up(X):

Aplica-se no segundo membro da identidade para a inveligaeipo fazenda = 2 e depois
a = 3. Assim,

1 1 _ 1 1 1 1
2+ iw)(3+iw) 2+ iw 3+ iw
_ p__
= ID2p e X uX) 2o e X uyX)
P2 e e ¥ u;

que é a resposta procurada.
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Proposi¢ao 4.5:Sejamf integravel e absolutamente integraveg2 R. Entao,

F(w wy)+ F(w+ wp)
2
DEMONSTRACAO: Por de nigdo de transformada de Fourier, tem-se

(4.11) FIf(X) cofwoxX)] =

Z
FIf(X) cogwpx) = 91: * e "X f(x) coqwpx)dx
2p ¥
1 ‘¥
= pz—_p ¥[cos(wx) isen(wx)] f(x) coqwpx)dx
1 Z¥n
= pZ——p [cogwx) cogwpx)] f(X)
(0}
(4.12) i[sen(wx) cogwox)] f(X) dx

Agora é preciso usar duas formulas da trigonometria. $em-

( coqa+ b)=(cosa)(cosb) (sem)(senb);
coda b)=(cosa)(cosh)+( sem)(semnb);

Somando as duas identidades acima, encontra-se

coda b)+ coqa+ b)

(4.13) (cosa)(cosh) = >

( sen(a+ b) = ( sera)(cosh) +( sernb)(cosa);
sen(a b)=( serp)(cosh) (serb)(cosa):
Além disso, ao somar as duas identidades acima, obtém-se
sena b)+ sena+ b)
2
Substituindo (4.13) e (4.14) em (4.12), cam wx e b= wpX, obtém-se

(4.14) (serp)(cosh) =

Z
Flo(x)] = p]2-—_p | ot o codlwr v
 Serllw_wopd+ serl(ws o g g,
.y ¥ codw wp)d iserf(w wo)X F(x) +
20 ¥ 2
L cod(w+ wo)x] iserf(w+ wo)X] f(x) dx

2
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Z¥n (0}

—p1: cod(w wp)X] isen(w w)x f(x)dx+
2 2p ¥

+ p— cog(w wp)x] iserf(w wp)x] f(X)dx
2 2p ¥

Zy z

= 491: e (W MOX f(y) dx+ 491: ¥e (WHWo)X £ (3)  dx
2 2p ¥ 2 2p ¥
Zy Zy
= % 9;——,3 L@ (W Wo)X £ (x) dx +% e (W Wo)X £ (x) dx

_F(w wy)+ F(w+ wp)
- 2
gue é o resultado desejado.

Proposi¢ao 4.6:Sejamf integravel e absolutamente integravele2 R. Entao,

F(w wy) F(w+ wp)
2i
DEMONSTRACAO: Por de ni¢do de transformada de Fourier, tem-se
Zy

F[f(X) sen(wox) = 91: e "™ f(x) sen(npx)dx
2p ¥

(4.15) FIf(X) sen(woX)] =

[cogwx) sen(wox)] f(x)

(0}
(4.16) i[sen(wx) senwpx)] f(X) dx

Agora é preciso usar duas formulas da trigonometria. $em-

sen(a+ b) = ( sera)(cosh) +( sernb)(cosa);
sen(a b)=( serp)(cosh) (serb)(cosa):
Multiplicando a segunda identidade pofl e somando com a primeira, encontra-se

sena+ b) sena b)
2

(4.17) (cosa)( senb) =

Além disso, se
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( coqa+ b)=(cosa)(cosb) (sem)(semnb);
coda b)=(cosa)(cosh)+( sem)(semnb);
entao, multiplicando a primeira identidade paot e somando a segunda, encontra-se
coda b) coga+ b)
2
Substituindo (4.17) e (4.18) em (4.16), cam wx eb = wpX, obtém-se

(4.18) (sema)( serb) =

1 %% serf(w+ wy)¥ sed(w wp)X

F[f(x) sen(woX)] = 95 . > f(x)
. cog(w Wo)X]ZCOS{(W+ o)X f(x) dx
ol Z¥  sew wp)X icod(w wp)X (0 +
2p ¥ 2
N sen(w+ wo)x]+2icos[(w+ Wo)X] F(x) dx
Z . .
291: ¥ } i ser(w wp)x i%cod(w W)X £ +
2p ¥ | 2
N i, i sen(w+ wo)x]2 i?co(w+ wo)X] {0 dx
1 z ¥ N 1h i
= p—= — codw wp)X] i senw wp)x] f(X)
2p ¥ 2
1h [
5 cog(w+ wp)x] i serf(w+ wp)x] f(X) dx
z 4 nh i
= —p— cogw wp)x] 1 senw wp)x] f(X)
20 2p ¥
h [
cog(w+ wp)x] 1 sen(w+ wp)x] f(xX) dx
Zyh [
= p— e i(w wp)Xx f(X) e i(w+ wp)X f(X) dx
20 2p ¥
Z Z
_ 1 1 ¥ i(w wp)x 1 ¥ i(w wp)x
= pZ—_p ¥e f(X) dx 5 ¥e f(X) dx

_F(w wy) F(w+ w)
= > :

gue é o resultado desejado.
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Observag@o 4.2:Pelo item (b) da proposi¢ao 4.3 (translagao), tem-ge qu
F(w wp)=F e f(x) e  F(w+w)=F e "X f(x) ;
onde a segunda férmula decorre da primeira ao fazer a madaitt  wp.
Lembrando que decorre da formula de Euler a identidade
eiW0X+ e inwpX
2
e usando as duas formulas de translagao acima, obtém-se

coswp =

F(w wo)+ F(w+wp) F e f(x) +F e X f(x)

2 2
_E eiWOX f(X)+ e iwpX f(X)
- 2
" iwpx iwpx #
e+ e 0
=F f(x)

2

F[f(X) coswp];

gue esta em concordancia com a formula (4.11) da prcpods.
Analogamente, também da formula de Euler decorre a segidientidade

eiwox e iwpX
2i
Usando as duas formulas de translacao citadas antemenencontra-se

senwg =

F(w wp) F(w+wp) _F e f(x) F e ™ f(x

2i 2i
eiWOX f(X) e iwpX f(X)
=F .
2
" inwpx inwpXx #
e e "o
=F f(X)

2

F[f(X) sermwp];

gue esta em concordancia com a formula (4.15) da prcpod®.
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3.5 Derivadas, integrais e transformada de Fourier

Proposi¢ao 5.1 (transformada das derivadas)Sejaf : R! R uma funcao pertencente a
L(R) eF(w) = F[f(X)] a sua transformada de Fourier. Tem-se:

(a) Sefqx) & seccionalmente cont'nuz;tde iiM(x)j = 0, entao
FIfY)] = iw F(w):
(b) Sefqx) & cont'nuafXx) & seccionalmente contnua e iimo(x)j = 0, entdo
FIEO)] = w? F(w):

DEMONSTRACAO: Parte (a): como, por hipotes€)x) & seccionalmente cont'nua, entao
para cada intervalo fechade; b] existemn pontos,x; Xo::::: %, onde f{x) & descont’nua
(com todas as descontinuidade de primeira espécie). Apsiraa;b > 0, tem-se
Zy

L€ WX £qx) dx

I
T ' T T T
N NN N

t;\ y N B‘ B‘ t:‘

L]

Zy

li iwx +
Jim e f9x) dx

4 4

X: . X: .
im e "fYdx+ e MXEYx)dx
ab! ¥ a X1

7 #
X3 A b .
e i) dx+ + e "Xfqx)dx
2 Xn
. X1 Z X1 .
lim e "™ f(x) +iw e "f(X)dx+
ab! ¥ a a
. X2 z X2 .
+e "™ f(x) +iw e "f(X)dx+
X1 X1
. X3 z X3 .
+e "™ f(x) +iw e "f(X)dx+
X2 X2
. b Zy #
+e "™ f(x) +iw e "f(X)dx
Xn Xn
1 " ) X1 ) X2
=p— Ilm e "™ f(x) +e "™ f(x +
2p ab! ¥ a X1
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) X3 ) b#
+e "™ fx) + +e "™ f(x +
X2 Xn
: "z, z,
W . 1 - 2 .
+ p— lim e " f(x)dx+ e " f(x)dx+
2p ab! ¥ a X1
#
Z X3 ) Z b .
+ e "f(x)dx+ + e "Xf(x)dx
X2 Xn
= 91: lim e "1 f(x) e f( a)+e "2 f(x) e "I f(x))+
2p abl ¥

#

+e iwxg f(xg) e ™2 f(x)+ +e "™ f(h) e "o f(x,) +

iw Zp
H WX
+ pz—_p a;ltla!m¥ ae f(X) dx
1 ; h iwb iwa | iw ; z b iwx
= pz—_p a;Il|)§n¥ e f(b) e f( a + pz—_p a;Il|)§n¥ ae f(X) dx
1 Z¥ .
=iw p— e "*f(x)dx
2p ¥
=iw F[f(X)];
onde realizou-se varias integracdes por partes fazendo
( . ( .
u=e "Wx ) du= iw e "WXdx
dv= fqx)dx v= f(x):

O leitor deve notar que varios termos do tied"* f(x) foram cancelados, pois aparecem
duas vezes com sinais opostos. Observe-se que usou-staastes

h i _
im e ™ f(b) =0 e lim e f(a) = 0
b! ¥ al ¥
Isto &€ equivalente a escrever
h [
blllrr;é e f(b) = bI!mgéf[cos(wb) isenwb)] f(b)g

lim [cogwh) f(b)] i lim [sen(wb) f(b)]

0+ 0= 0;

pois as funcdes cOab) e ser{wb) sao limitadas d(b) ! 0 quandd! ¥.
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Analogamente,

; iwa
Jllrrgé e f(a)

lim f[cogwh) + isen(wb)] f(b)g

lim [cogwh) f(b)]+ i lim [sen(wb) f(b)]

0+ 0= 0;

pois as funcdes cOab) e ser{wb) sao limitadas d(b) ! 0 quandd! ¥.

Além disso, deve ser observado que

Z b . z X1 . Z X2 . Z b .
e " f(x)dx= e " f(x)dx+ e "f(x)dx+ + e "*f(x)dx
a a X1 Xn

O procedimento para demonstrar a parte (b) &€ analogomAgsira simpli car as contas,
opta-se pelo caso em qié&fx) & cont'nua. Se assim, n&o for, isto &, se for secciomghne
cont’'nua, entao adota-se o procedimento de dividir emosgubintervalos, como na parte (a).
Assim, integrando por partes duas vezes, do modo indicado@mente, obtém-se

1 Z¥ .
FIFO)]= p=— e "™ %) dx
2p ¥
= pl— lim Zbe wx£00y) dx
% ab! ¥ a
1 " | b Z b | #
=p— lim e ™ 9% +iw e "*fY{x)dx
2p abl ¥ a a
=p— lim e ™ 4% +iwe ™ f(x) +iw e "¥f(x)dx
2p ab! ¥ a a a
— 1 ; iwb iwa ; iwb R iwa
=p— Im e fqb) e f( a+iw e f(b) iw e f( a
2p abl ¥

. #
b .
w? e "Xf(x)dx
a
Zy

. 1 i
w? a;|t|£n¥ pz—_p e f(x) dx

w? F[f(0]= w? F(w):

Justi cam-se certos procedimento adotados acima comolesjgee foram feitos na parte

(a).
|
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Observa-se que a proposi¢cao 5.1 mostra que a difer@uaciggg dom’nio do tempo corres-
ponde a multiplicacao da transformada de FourieriporA parte (b) mostra que derivar duas
vezes implica em multiplicar a transformada de Fourier par’. Em geral, derivan vezes
signi ca multiplicar a transformadas p6iw)".

Corolario 5.1 (transformada da integral): Sejamf : R! R uma funcao pertencente a
L(R) eF(w) = F[f(X)]. Seg & uma funcao de nida por
Z X
a(x) = f(t)dt etalque limjg(X)j= 0;
0 X! ¥

entao 1
Fla(¥)] = o F(w); paraw 6 O:

DEMONSTRACAO: Pelo teorema fundamental do Calcugd(x) = f(x), donde resulta que
F[f(X)] = F[gAx)]. Alem disso, com a hipotese adicionalxge ¥|i]@x)j = 0, pode-se aplicar o
proposicao 5.1 emg{x) para concluir que

F(w) = F[g{X)] = iw F[g(x)]:
Segue-se da’ que .
Flo0] = - F(w):

Proposi¢ao 5.2 (derivadas da transformada)Sejamf : R! R uma fungao pertencente a
L(R) eF(w) = F[f(X)] a transformada de Fourier pafaTem-se:

(a) Se afuncaa f(x) for absolutamente integravel ery isto €,
Zy
X f(X)jdx< ¥;
¥

entao
dF : _
d—W(W)— i F x f(x) :

(b) Se afuncae?® f(x) for absolutamente integravel &R isto &,
Zy
X2 f(x) dx< ¥;
¥

entao &
F _ 2 :
W(W) = F x° f(x) :
DEMONSTRACAO: Com as hipoteses de integrabilidade absolutamente pduagdest (x),
xf(X) ex?f(x), pode-se demonstrar que a derivada pode ser calculada st desintegracao.

Assim, para o item (a), tem-se
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Z
dF 1 d“~¥
d—w( )= pz—_pd—w e " f(x)dx
Zy
_ p;__p ¥dc:/v e WXF(x) dx
1 Z¥ .
= pz—_p ix e "Xf(x) dx
1 Z¥ .
= ipzz e " x f(x) dx
D ¥
= i Fx f(x;

gue demonstra (a).
Para a parte (b) usa-se o item (a), ja demonstrado, pam obte
d? _d dF

d 1 Z¥ .
= 4 ipz—_p ¥e”"’xxf(x) dx
1 ‘¥ -
= |pz—_p ¥d—we x f(x) dx
1 Z¥ .
= ipzz i x e " x f(x)dx
p ¥
Z

¥
=( i)zp;: e "™ %2 f(x) dx
P ¥

Zy
e "X x2 f(x) dx

Il
NG
d

N

F x f(X ;

gue demonstra (b).

Exemplo 5.1:Encontre a transformada de Fourier para a furfcgaB® ! R de nida por

(

1X]; se a<x<a;
FO) = .
0; caso contrario,

ondea > 0.
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SoLucAo: O gra co da funcaof (x) encontra-se na gur&? abaixo.
Note-se, primeiro, que a fungdgode ser escrita na forma

fX) = JXjcr a;a(¥) = X € a;00(¥)+ X Cp:a1(X):
Como ja visto, tem-se qug ,.q(X) = Cj.a)( %), de modo que
(5.19) f(X)= X cpal( X+ X Coa1(¥:
Facag(x) = X Cyg.41(X). Agora & poss’vel usar o resultado obtido no exemplo 2.8 dig

1 1 eaw

F C[O;a](X) = p2 W J wé O:

e aplicar o teorema para derivada da transformada (pr@&moSi2) para obter

F[9(¥]= F X cp;a)(X) =(prop.5.3

idin Clo;a](X) =(ex. 3.3 parav 6 0)

d 1 1 e 1 d 1 el

‘aw Pop Tiw T Ppdw T w
_.1 w1l elaw 0 (1 e iawyyp
=P —
_ 1 wiae@ 1 elaw
=P —
1 i iaw 4 iaw 1
(5.20) -p e *° . we O
2p w

Agoraobserve-se qu X)= X Cp.a1( X), de modo que & poss’vel aplicar a propriedade
de escalonamento para o caso particular (isto €, o cavalér), que diz

Fol X =G( w):

Assim,
FIO( ¥N]=F X Cga( ¥ =G( w)
1 ia( w) e @l Wi ial w) 1
T ( w)?
1 iaw elaw + glaw 1
(5.21) = p% 2 ; (wé 0):

Deste modo,



312 3 Transformada de Fourier

FIf(Q]=F x C[O;a]( X)+ X C[O;a](x)
= Flo( ]+ Fl9(x)]

G( w)+ G(w)

= [(5.20)+ (5.21)]

_ .1 jaw e '@+ e faw 1,1 iaw elaw + glaw 1
2 w? "2p w?

1  iaw e @+e faw 1 jaw eldW+eldv ]
= p= +

2p w2 w2
_ .1 jaw e @+e @ 1 jaw el@W+elaW ]
=P w2

" ) ) ) ) #

1 |aW elaW e law + elaW+ e law 2
=P v
_ A1 iaw(2i) senaw)+ 2cogaw) 2

P% W2

2 aw sen(aw)+ coJaw) 1

= p2 n(aw) gaw) , (W6 0):

2p w?

Paraw = 0, se faz o seguinte:

N
«

. 1 Z¥
e 0 f(x)dx= p=—  f(x)dx
2p ¥
a Z a Z ¥
f(X) dx+ f(X) dx+ f(X) dx
¥ a a

S
g7 st sIT st st Bl

FIF(X)]

1
N
K

N

a
] Xjdx
a

Z 0 Z a
( x)dx+ xdx
a 0

Z0 Za
xdx+ xdx
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2p 2 2
a2
= pz—_p
Mostrou-se, portanto, que
8
% 92— aw ser(aw)+zcos(aw) 1 , se w6 O:
2p w
FIfl=
3 a _ 0
p— sew=0:
2p

[]

que

SOLUCAO: Serao usados cinco passos para resolver o problema.

Passo 1: Sera mostrado qué satisfaz a equacao diferenciéf{x) + 2ax f(x) = 0.
Derivandof e usando a regra da cadeia, obtém-se

)= 2axe = 2ax f(x ) %)+ 2ax f(x) = O:
PAsso 2: Agora deve-se demonstrar que
w
Fqw) + o F(w)= O

De fato, aplicando a transformada em ambos 0os membros dezmdderencial do passo 1
e usando a linearidade da transformada, encontra-se

F f{9)+2ax f(x) =0 ) FIfA)]+ 2a F[x f(X)]= O:

Em seguida, aplica-se parte (a) da proposicao 5.1 (wemsida das derivadas) no primeiro
membro acima e a parte (a) da proposi¢cao 5.2 (derivadasudsféarmada) no segundo termo
do primeiro membro para obter

iw F(w)+ 2ai Fqw)=0 ) Fqw)+ % F(w)= 0;

como desejado.

PAasso 3: Agora deve-se resolver a EDO de primeira ordem obtida ssq2 e mostrar que

sua solucao & dada por
F(w)= F(0) e "=



3 Transformada de Fourier

314

Para isso, multiplica-se ambos os membros da equacasgglinte fator de integracao:

mw) = eR(ma)dw: " Ha.

Assim, W
mw) FAw)+ mw) 5 F(w)= 0
de modo que
wl=4 FO( + w2=44 w F =0 d h w=44 F I =0:
e w)+ e 22 (w) = ) aw e (w) =0:

Agora basta integrar a GUltima equacao em relacagoara obter

e Fw)=k ) F(w) = ke "=

ComoF (0) = ki€ = k, segue-se que

(5.22) F(w) = F(0) e"™:

como esperado.
PAsso 4: Agora deve-se determinar o valor B€0). Para isso, sera necessario o valor da

Zy p_

seguinte integral:
e ¥dx= p;

que foi obtido explicitamente no apéndice 1 ao cap’tulo 1.
Um calculo similar mostra que

e ¥ dx= p?,

K

gue sera o valor necessario para dar continuidade a passo 4
Agora usa-se a de nicao de transformada de Fourier e a d@dltima integral acima para

obter
1 % i:0:x
F(0) = pz—_p ¥e 2 f(X) dx
Z
= 91: e adx
2p ¥
- ol o2
2p  a
_, L oD
pz—p% E
_ pl_
2a

(5.23)
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PAssob5: Nessa Ultima etapa usa-se 0s passos 3 e 4 para nalizeolagéo. Assim, substi-
tuindo (5.23) em (5.22), obtém-se

Fea = p—l_ e V=
2a
Em particular, fazenda = 1=, obtém-se
Fe™ e

[]

Observag@o 5.1:0 exemplo 5.2 mostrou que a transformada de Fourier paragaddi(x) =
e e igual a ela mesma (a menos da variavel). Essa funchardada dgaussiana & muito
importante nos estudos sobre transformadas de Fourier.

Figura 5.3: Gra cos das funcodgx) e F(w).

Exemplo 5.3:Mostre que Zy
senw

¥

dw= p:
SoLugAO: As de nigdes de transformada de Fourier e transformadarsas sao
1 i 1 i
Fw)=p— e "f(x)dx e f(x)= p=—  e"*F(w)dw:
2p ¥ 2p ¥

No exemplo 5.1 mostrou-se que
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8
n 2
( o # 3 pl sen(aw) , se w6 0;
. 1, sejx] a 2p w
0 sejxj>a; §pzi_ sew=0:
2p
Logo,
Zy
F1 senfaw) _ pl— aiwx sen(aw) dw
w 2p ¥
P ( y
_2p L sejx a,
2 0; sejx > a;
8P
< _p. i :
(5.24) = 2 K&
: 0; sejx > a;

Mas pela de nicao de transformada inversa e pela forrdel&uler, obtém-se

Zy
F1 sen(aw) :pl_ Qi sen(aw) dw
w 2p ¥
1 % sen(aw)
= p= [coqwx) + isen(wx)] ————— dw
2p ¥ w
Zy
_ pl— sen(aw) cos(wx)OIW+

2p ¥ w

Zy
(5.25) s ipl.  senaw) senwx) .
2p ¥ w

Na tltima integral em (5.25), as funcdes tew) e ser{wx) sao ‘'mpares, logo seu produto &
par. Alem disso, o denominadaré uma fungao ‘'mpar. Portanto, o quociente entre umgafunc
par e uma funcao ‘'mpar, € ‘mpar. Como o intervalo degiaighio € simétrico e o integrando é
uma funcao ‘'mpar, conclui-se que o valor da Gltima irde§ zero. Assim,

D

Zy
F1 sen(aw) 1 sen(aw) cos(vvx)dw:

w "20 ¢ w
Usando o segundo membro acima em (5.24), obtém-se
8 p_—
1 2 sen(aw) cogwx) , < ﬁ; sejxj a;
p— dw=_ 2
2p ¥ w ©0; sejx > a;

donde se conclui que
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Z 8 p p%
sen(aw) cos(vvx)dw:. p 5 sejx a;
¥ w 0 sejx > a;
( )
_ b sejy a,
0; sejx > a:
Agora se fax = 0 ea = 1 para concluir que
¥ sew ..
w - P

Observe que o integrando da integral acima & par (pois ®depute entre as funcdes sen
e w, que sao ‘mpares). Portanto, tem-se também que

Z¥ serw p
dw= —
0 w 2

[]

A Ultima proposicao desta secao € sobre a transfaardad-ourier das derivadas parciais de
uma funcao de duas variaveis.

Proposicao 5.3 (transformada das derivadas de furiies de duas va@veis):Sejau =
u(x;t) uma funcao pertencentdgR). Entao:

(@F % (xt) =iw F[u(xt)], sexl Iim¥ u(x;t) = 0;
F TY ) = wFLu(x lim uct)= 0 e lim Mxt)= o:
(b) v (xt) = [u(x;1)], sexl |m¥ u(x;t) = exl |m¥ W(X’ )= 0;
(©F % (xt) = %F[U(x;t)]-

2 2
@F T3 60 = T Flutco)

DEMONSTRACAO: Para a parte (a), aplica-se a de nicdo de transformadecdeier para
obter

Z
fu _ 1 “¥ . Tu
W = pZ—_p ¥e ﬂX(X,t) dx
Z
_ 1 ; b iwx flu .
= 92—_p a;Illjlm¥ ae W(X’t) dx
1 . b Zy .
=p— Ilim e " uxt) +iw e " u(xt)dx
2p ab! ¥ a a
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h i

= p;: lim e Wb y(bit) e u( at) +
p a;pd!
+iw p—l lim Zbe WX u(x; t) dx
% ab! ¥ a ’
) 1 Z¥ .
=iw 92: e '""* u(x;t)dx
p ¥
= iw Flu(xt)]:
onde se fez integracao por partes como
8 _ ( _
<v=e " dv= iw e "Xdx
- dw= %(x;t)dx w = u(x;t)

No cap’tulo 2 apresentou-se a justi cativa para que
h i
lim e " yb;t) e?" u( at) =0;
ab! ¥
onde observa-se que as fun¢des exponenciais sao lasjtaem como o uso da hipbtese de que
lim_u(x;t) = 0.
X! ¥

Para a parte (b), basta fazer

g fu
= o
na parte (a) para concluir que
v, .« __ 1 Tu .. _ v ..
F W(x,t) =F ™ fx (xt) =F x (xt)
@, V] — fu .
='iw Fv(x;t)]= 1w F X (xt)

@iy IwFuct] = w2 Fu(xt)]:

. fu,
desde que, |II’QW(X,t)— 0;.
Em geral, pode-se mostrar que

E % (X,t) :(|W)n,F[U(X,t)]

desde que
.ﬂU ﬂn 1

’ﬂX ’ﬂXn 1

I 0 quando x! ¥
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Para a parte (c), usa-se a de ni¢ao de transformada p&ea ob

flu . — 1 iwx flu .
F I (xt) _pZ—_p ¥e I (xt) dx
1 v qu
= pz—_p a;Illjlm¥ ae I (xt) dx
Z
_ 1 ; il b iwx .
= 92—_p a;Illjlm¥ Tt ae u(x;t) dx
Z
_ il 1 ; b iwx .
T pz—_p a;Il|)§n¥ ae u(x;t) dx
Zy
= % p;__p e "X u(x;t)dx
_ T -
= ﬁF[U(X, Ol;
onde usou-se a regra de Leibniz (lema 7.1 do cap’tulo 1)églaala por
Z Z
q b . B bﬂv .
I av(x,t)dx— aﬁ(x,t)d>c
Para a parte (d), fazendo
V= fu
oo
na parte (c), tem-se
Tu .. . T fu = _ w
F W(X’t) =F w (xt) =F m (xt)
© T R | fu
= ﬁF[v(x,t)]— ﬁF I (xt)
©f 1 R .
T ﬁF[U(X,t)] = WF[U(XJ)],

como a rmado.

319
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3.6 Produto de transformadas e convolugo

O produto de convolugao foi estudado na secao 1.9 daubafd. Aqui sera recordada a
de ni¢ao do produto de convolucao entre duas funcBsgpropriedades comutativa, associativa
e distributiva foram apresentadas e demonstradas atlav@posicao 9.1 daquele cap’tulo e
nao serao aqui repetidas. Esta se¢cao sera dedicadduao elo produto de transformadas de
Fourier.

DEFINICAO: Sejamf;g:R ! R funcdes integraveis, sendo pelo menos uma delas limitad
A convolucgao entre as funcddése g € de nida por
Zy
(f 9)(x)= y f(x y)oly)dy,  parax2R:

Teorema 6.1 (convoluéo no tempo):Sejamf;g: R ! R funcdes pertencenteslaR),
sendo pelo menos uma delas limitadaF®) = F[f(X)] e G(s) = F[g(X)], entao
p__
FI(E 9)(¥]= 2p F(w) G(w):

DEMONSTRACAO: Usar-se-a as de ni¢des de transformada de Fourir e aigupo de convo-
lucdo. Sera necessario usar o teorema de Fubini (atelsigp assumida assim permitem), bem
como uma mudanca de variavel, onde sera feity = z(edx= d2. Tem-se:

Zy
F y f(x y)aly)dy

FI(T 9)(X]

= (prop. comutativa)
Zy
Foo fOakx ydy

1 2y Zy
=p= e'™ f(y)g(x y)dy dx
2p ¥ ¥
= (teor. Fubini)
Zy Zy

1
o= ol ol
ST ST 8

f(y) e "g(x y)dx dy
¥ ¥

Zy
Jfo e W2 g(2 dz dy

N
«

Zy Zy .
. f(y) € 'We "g(2)dz dy
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1 Zy Zy
=p— e iy e '"?g(2)dz dy
2p ¥ ¥
1 Z¥ i Z¥ iwz
= p— e "Wi(y)dy e "g(2dz
2p ¥ ¥
" #
1 Zx i D%Z¥ iwz
= p— e "Wi(yydy p— e "g(dz
2p ¥ 2p ¥
P 1 Z¥ i 1 Z¥ iwz
= 2p p— e "Wi(ydy p=— e "g(»dz
20 ¥ 20 ¥
p

= 2p F(w) G(w):

Teorema 6.2 (convolugo na frequéncia): SejamF;G: R! R funcdes pertencentet 4R),
sendo pelo menos uma delas limitadaf®¢ = F 1[F(w)] eg(X) = F [G(w)], entdo

FUE Gwl=" 20 () g
ou equivalentemente, .
FI10) 6001= P [F(W) G

DEMONSTRACAO: Recorde-se que, por de nicado, a transformada inversaodgier &€ dada
por Zy
f(x)= p—  e"F(w)dw:
¥

NG
]

Assim,
Zy
FYF G)(w)]=F ! ¥F(W b) G(b) db

(prop. comutativa)
Zy
F 1l F(b)G(w b)db
¥

Zy  Zy
e"™  F(b)G(w b)db dw
¥ ¥

Il
NG
St

(teor. Fubini)

Zy Zy
JF(b)  e"™G(w b)dw db

Il
SG
d
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Zy
F(b) e'@*b)XGayda db
¥ ¥

N
«

Zy
F(b) e'?e'PXG(a)da db
¥ ¥

N
«

S S S i
N

¥ Zy
e'PXF(b) e'¥G(a)da db
¥ ¥

N

¥ Zy
e'®*F(b)db e'¥G(a)da

¥ ¥

¥ | llp2_Z¥ | #
eibxE(pydb  pP  ei®XG(a)da

¥ 2p ¥

N

S

1 z ¥ 1 Z ¥
p=— ePF(b)db p=— €'¥*G(a)da
2p ¥ 2p ¥

1
©
N
B

1
©
N
o

2p F Y[F(b)] F '[G(a)]

=" 10 900

onde se aplicou Fubini e se fez a mudanca de variaveisv b (eda = dw).

Exemplo 6.1:Use o método da convolucao para determinar

— 1 1
f(X)— F m

SoLucAo: A transformada de Fourier dg€x) & dada por

1 1 1

F = - = . -
(W) (1+iw)2 1+iw  1+iw

No exemplo 3.2 viu-se que

1
ax - > .
F e Uo(X) pZ—_p 2+ iw (a > 0);
ou ainda, L 0
= F e & ;
T iw p F e %" u(xX)
Tomandoa = 1, obtém-se
1 p_—
= 2p F e X uX :

1+iw
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Portanto, a transformada de Fourierfdagora se reescreve na forma

1 1
Fw) = 1+iw 1+ iw
np_ (0} np_ (0}
= 20 F e X uwk 2p F e * up(X)
_ np__ 0
= 2p 20 F e “u(xX) F e * u(X
p_ X X
= 2pF e " ux e ” ux

Aplicando a transformada inversa em ambos os membros,uesechue

f(X)= e *u®® e * uX :

[]
Exemplo 6.2:Determine o produto de convolugao entre as duas furd@ess abaixo:
(
e X arax> 0;
F()= e X up(¥) = P B
0; caso contrarip
€ (
2X. .
e <X arax> 0;
o= e ¥ up(x) = P B
0; caso contrarip

SoLUCAO: Usando a de nicdo de produto de convolucao, obtém-se

Zy
(f 9)(x= ¥f(Y)9(X y) dy

Z, Zy

= ¥f(y)g(x y) dy+ . f(y)g(x y)dy
Zy

= eYe Y y(x ydy
0
Zy

= eYe ®e¥ uix ydy
0

Zy

=e ¥ . e’ ug(x y)dy
8
<0 sex O

_ z

X
L e 2 eVdy se x> 0
0
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8
20 sex O
- X
> e XY se x> 0;
0
(
0 sex O
e X (e* 1) se x> 0;

e % (e 1) uyX):

[]

Exemplo 6.3:Use 0 método da convolugao para encontrar a furicd®! C cuja transfor-
mada de Fourier & dada por

_ 1
FW= ZxiwEriw
SoLugAo: Faga
1 1
Gw) = 2+ iw H(w)= 3+ iw

Logo,F(w) = G(w) H(w). O teorema da convolugao (teoref@d a rma que
Fitg WOJ= " 2p G(w) H(w):

Segue-se da’ que

1
f(x) = 92—— (g h)(X):
p
Pela formula 4 da tabela,
1 p_—
1 — ax .
F T 2p e Up(X):

Logo, a = 2 paraG(w) e a = 3 paraH(w), segue-se que

2X 3x

00="2pe *wk e hM="2pe > uw®:

Deste modo, para determinBrdeve-se fazer o produto de convolugao entre as dua8dancg
acima e dividir por 2p. Assim,
Zy

(%)= p;:(g M= P  gw)h(x y)dy
p 2p ¥

agly)h(x y)dy+ p—= g(y)h(x y)dy
¥ 2p o

Zy

pr
>
pi
2p

e 3pe N yyx y)dy
0

ie]
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p_Z¥
= 2p € Y e X ¥ uy(x y)dy
P %¥
= 2pe ¥ . e¥ ug(x y)dy
8
_ <0 sex O
:p2p e 3X QX
evdy; sex> 0;
0
8
p__ <0; sex O
= 2pe ¥ X
P ey sex> 0;
0
(
—pﬁe&( 0; sex O
e* 1 sex> 0;

=Pop e ¥ (e 1) w®
:pﬁ e X e ¥ uy:

O leitor podera conferir que a resposta obtida acima @stéomformidade com a resposta do
exemplo 4.8 e que foi obtida por outro método.

[]

3.7 Teorema de Plancherel

Lema 7.1:Sejamf;g:R! Cfuncdes pertencentes dR;C). SeF(w) = F[f(X)] eG(w) =
Flg(X)], entao
Zy Zy
(7.1) y f(X)g(x) dx= y F(w)G( w)dw:

DEMONSTRACAO: Segue-se do teorema 6.2 (convolucéo na frequéncia) que

P [F(a) G(a)]

FIf(¥) 9(¥)] =
2p
1 “¥
= p— F(w)G(a w)dw;
2p ¥
ou ainda, 7 zZ,

91: ¥eiax[f(x)g(x)]dx:91: F(w)G(a w)dw:
2p ¥ 2p ¥
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Simpli cando e tomanda = 1, resulta
Zy Zy
f(X) g(x) dx= F(w)G( w)dw:
¥ ¥

Lema 7.2:Sejamf;g:R! Cfuncdes pertencentes dR;C). SeF(w) = F[f(X)] eG(w) =
Flg(X)], entao
Zy Zy
(7.2) . f(x) g(x) dx= y F(w) G(w)dw;

ondeG(w) designa o conjugado complexo Gew).

DEMONSTRACAO: O corolario 3.1 da secdo 3.3 arma: A condicB¢ w) = F(w) & uma
condicao necessaria e su ciente para dugeja uma fungao real.

Por hipbtesef e g sao funcdes reais; em particular, para a fungaem-se ques( w) =
G(w). Assim, usando a identidade (7.1) do lema 7.1, obtém-se

Z Z
if(x)g(x)dx: iF(W)G( w) dw
Zy

=, F(w) G(w) dw:

Lema 7.3:Sejamz= a+ ib ew= c+ id nUmeros complexos&: R! C uma funcao dada
por f(x) = u(x)+ i(v) e pertencente ao espalc¢R; C). Entao,

€ f(dx=  f(xdx

Zyp Zh
) [EFX]dx= e f(x)dx

DEMONSTRACAO: Para a parte (a), tem-se

2+ W= (a+ ib)+ (c+id)=(a ib)+(c id)

=(a+c) i(b+d)= (a*r o)+ i(b+d)

= (a+ib)+(c+id)= z+ w:
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Parte (b): observe primeiro que
z w=(a+ib)(c+id)=(ac bd)+ i(ad+ bo);

de modoqu& w=(ac bd) i(ad+ bo).
Além disso,

z w= (a+ib) (c+id)=(a ib) (c id)
=(ac bd) i(ad+ bg=7zw:

Para a parte (c), tem-se
Zp Zp Zp
f(X)dx= [u(x) + iv(x)] dx= [u(x) iv(x)]dx

Zy Zp
= ux)dx i v(x)dx
a a

Z% Zp
= ux)dx+i  v(x)dx
a a

-

= b[u(x) + iv(x)] dx

Zp
= f(X)dx
a

Para a parte (d), tem-se
Zp Zy
[ewxf(x)]dx= fe"X[u(x)+ iv(X)]gdx
a a

Zy
® T )+ (] dx

e "u(x) iv(X)] dx

Zp Zp
e "u(x)dx i e "*vy(x)dx
a

Zy Zy

ewxu(x)dx i eWXy(x)dx
a a

o 4 o 4

Zh Zh
© ewxu(x)dx i eWXy(x)dx
a a
Zp _ Zp _
= eXu(x)dx+i  e"Xy(x)dx
a a

327



328 3 Transformada de Fourier

eWx[u(x) + iv(x)] dx

elwx f(x) dx:

Teorema 7.1 (Plancherel)Sejaf : R! C uma funcao pertencentd dR; C). SeF(w) =
F[f(X)], entao
Zy Zy

(7.3) if(0)j2dx= jF(w)j’dw:
¥ ¥
DEMONSTRACAO: Suponha qué : R! C. SeF(w) = F[f(X)], entdo
F f(X) = p=— e "f(x)dx
2p ¥
1 z ¥_
= p— [e'Wxf(x)] dX
2p ¥
1 EY
= p— e'"X f(x)dx
2p ¥
1 ¥
= p— e I WXf(x)dx
2p ¥

1

T
~—
S

Agora aplica-se o lema 7.1 fazend() = f(x) eg(x) = f(x), ondef & dada porf(x) =
u(x) + iv(x). Assim,

N

¥
e ' MXg(x) dx
¥

Q

S
1
|

b
N
#w

e F(x) dx
¥

N
o]
N

i "™ u(x) iv(x)]dx

Zy
L€ WXTu(x) + iv(x)] dx

Zy
e Wxf(x)dx
¥

T o o

N
o]
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129
= p= e "WXf(x)dx
2p ¥
= F(w):
Portanto,
Zy Zy
¥f(x) f(x) dx= ¥F(W)G( w) dw
Zy
(7.4) =, F(wW)F (w) dw:

Mas f(x) T(X) = jf(X)j2eF(w) F(w)= jF(w)j2 Substituindo enf7:4), obtem-se
Zy Zy
jf(x)j*dx= JF(w)j®dw;
¥ ¥

gue é o resultado desejado.

Exemplo 7.1:A férmula de Plancherel permite o calculo de certas irtisgPor exemplo, se
(
1, sejxj 1
f(x) =

0, sejxj> 1

entao, pelo exemplo 3.1, tem- se que

% p— Senw ; se w6 0;
2p w
Fw=,
§p— sew=0;
2p

onde se fea = 1 naquele exemplo.
O teorema de Plancherel a rma que
Zy Zy
if(0)j2dx=  jF(w)j’dw:
¥ ¥

Observe-se que a integral no primeiro membro acima, emdértia funcad, cara restrita
ao intervald 1;1], poisf & igual a zero fora deste intervalo. Assim, substituindexgsessoes
paraf e F na formula de Plancherel, obtém-se

Z, Zy

2 w 2
1ldx= €
1

— dw
¥ 2p W

Assim,
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4 =¥ sew 2
— dw=t =1 ( D=2
2p ¥ w 1
ou ainda, 22¥ ,
senw
— dw= 2;
p ¥ w
ou seja,
¥ serw 2
dw=p
¥ w

3.8 Apendice: a integral de Dirichlet

Foi comentado ao longo deste texto que a integral imprépria

Z
¥
Sernx
——dx
¥y X

€ convergente, porém nao absolutamente. Este apéatuticdara este assunto.
Observe-se que a integral acima pode ser escrita como
z z z
¥ serx 0 serx ¥ serx

——dx= ——dx+ ——dx
¥ X ¥ X 0o X

Assim, basta analisar apenas uma das integrais do segumdiorme\ integral
2 ¥ serx
——dx
0 X
é conhecida comimmtegral de Dirichlet.

Convergencia da integral

DEFINICAO: Sejaf uma funcdo de nida em um intervale; b]. Suponha qué & integravel
em|[a; b] para todoc 2 (a;b) e quef nao seja limitada em toda vizinhancalgeou seja, que
existe uma sequéncix,g de pontos que tende pdr& para os quaid (x,)j! +¥.Diz-se que
0 pontob & umasingularidadeda funcaof .

Proposi¢ao 8.1: A integral impropria

Z
¥
Sernx
—dx
0 X
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€ convergente.

DEMONSTRACAO: Observa-se inicialmente que, do Calculo, segue-se

O resultado acima & conhecido ctimite trigonométrico fundamentédtle pode ser demons-
trado de varias maneiras; em particular & poss’vel uszgra de I'Hopital, visto que se trata de
uma indeterminacao do tifeo (“zero sobre zero”).

Note-se que o integrando & nao singularem 0; na verdade tem-se uma singularidade
remov’vel na origem. Assim, a singularidade da integrahsmntra, portanto, no limite superior
(ou seja, o dom'nio € ilimitado).

Para qualquea > 0, pode-se escrever

Zy serx Z a serx
——dx= lim ——dx
0 X al ¥ o X

Comoa> 0 & qualquer, entdo existe un2 N tal quea= np+r,,onde0 r, p. Assim,
tem-se quen! ¥ quandoa! ¥.

Pode-se escrever:

Z Z Z

a serx P serx a serx
——dx= ——dx+ ——dx

0 X 0 X np

z

np serb<OI N z np+rn senxdx
0 X np

l1+ 12

onde z z
P serx np+Tn serx
1= ——dx e o= ——dx
0 X np X
ANALISE DE |5: inicialmente, observe que, para a intedral se temnp X np+ rp.

Assim, denp X, segue-se que

1 1
X np
donde
z, z z
P+ sernx np+rn senx np+rn 1
——dx —— dx —dx
np X np X np 1X]
z, z
P+ 1 np+rn 1
= —dx —dx
np X np NP
1 np+rn 1
= —X = —[(np+r n
o p [(np+ 1) np]

Mn

p_1
np np n
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poisr, p.
Segue-se da’ que! 0 quandaa! ¥.Portanto, &€ su ciente mostrar qlietem um limite
quandoa! ¥.

ANALISE DE I1: observe que se pode escrever
Z

P senx
1= ——dx
o X
Zp serx Z 2p serx Z np serx
= = dx+ — dx+ + ——dx
o X p X (n Hhp X
_ 3 210 serx -
= a ——dx= q ag
k=1 (k Dp X k=1
onde 7
ke serx
= ——dx
(k )p X
Note que as integrais
Zp serx Z 3p serx Z 5p serx
o X 2p X 4p X

estdo de nidas para valores @ao0s primeiro e segundo quadrantes, de modo que seus valores
Sa0 positivos (pois 0 seno é nao negativo nestes quadlaAlem disso, as integrais
Z 20 serx Z 4p serx Z 60 serx
—dx —dx —dx:::
p X 3p X 5p X
estdo de nidas para valores daos terceiro e quarto quadrantes, assim seus valores gao ne
tivos (pois 0 seno & nao positivo nestes quadrantes).eSsgdesta observacao que os sinais
dos coe cientesy se alternam.
As guras 8.3 e 8.4 exibem o gra co da funcdeen= para O0< x< ¥,

Figura 8.3: Gra co da fungaeenx.

Faca

Zy
P serx
b, = —— dx
(k )p X

Ousejagc=( 1)K lb paratoddk2 N.Assim, fazenda= x (k 1)p, obtém-se

senx= seru+(k 1)p]



3.8 Apéndice: a integral de Dirichlet 333

Figura 8.4: Gra co da fungaeers« com eixoy ampliado.

= seru cogdk 1)p+ senk 1)p cosu
=( DK lseruy

poiscogk 1p=( 1Kk lesenk 1)p=0.

Comou=x (k 1)p,segue-sedék 1)p x Kkp,queO u p.Assim,
b _ZkP serx dx_ZP( 1K lseru _ZP j senyj du
““ &op X o u+t(k p o ut(k p

paratoddk 2 N.

ComoO u p,entdo, paratode2 N, tem-se

1 1
u+kp u+(k 1)p

u+(k 1)p u+kp )

Portanto,
j seny jseny
u+tkp u+(k 1p

de modo que

z : . Z,. .

P jseny y P jseny

o ut(k 1)p o u+kp

Isto mostra qud, by 1 paratoddk 2 N, ou seja, tem-se uma sequéncia decrescente for-
mada por termos positivos. Logo, a sequénciagjasatisfaz

bk = du= by 1:

Z kp sernx
ax = ——dx
(k )p X
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Z
=( pk? SEX ix
k pp X
Zp jseny

_ k 1
=C 1) o ut(k 1)p

du

=( D" b

também tem seus termos decrescendo em valores absolatos/ternada em seus sinais (em
relacao aosy).

Assim,
NP serx o
1= ——dx= a a
o X k=1
0 Zp o
o senyj
= pk 1 DI g,
21( ) o ut(k 1)p
zZ .. . Z .. . zZ .. . zZ .. .
p p p p
_ jseryj . jseruj . Pisen jseruj . .
0 u o utp o u+2p o u+ 3p
Z Z Z Z
p p p p
(8.1) _ seru seu |, seru senu
o u o ut+tp o u+2p o u+ 3p

pois sem & nao negativo paradu p.

Antes de concluir, & interessante analisar a primeirgiatem (8.1) acima:

z
P seru
—du
0o u

Seu integrando € analogo aquele que aparece na intggrads isto nao € um problema, pois

a funcad(sen)=y & cont'nua para® u p e, alem disso,

. seru
lim —=1;
u 0 U

como ja foi comentado. Logo esta integral converge.

O importante era compreender 0 que estava se passando camass dhtegrais que for-
maram a série acima. Viu-se gugode ser escrita como uma série alternada de termos decres-
centes e quey! 0 (pela mesma razao glie! 0). Logo tal série & convergente.

Portantd, & a soma da integral
P seru
——du
o u

com uma série alternada convergente; portntonverge. Ou seja, demonstrou-se, assim, que

Zy serx Za serx
——dx= Ilim ——dx
0 X al ¥ o X

converge.
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Observag@o 8.1:Como foi comentado anteriormente, tem-se que

z z z
¥ serx 1 serx ¥ serx
—dx= —dx+ —dx
0o X 0 X 1 X
Além disso, porsensc ser cont’nua, conclui-se que a primeira integral no segumembro
acima existe, ou seja, que ela & convergente. Assim, &arth convergéncia da integral do
primeiro membro se resume a analise da convergénciagimde integral do segundo membro.
Um método diferente daquele usado para demonstrar a p¢apd3.1 feita anteriormente

também pode ser aplicado: integragcao por partes. Tejese

Z Z
a serx al
——dx= — d( cox)
1 X 1 X
a
COSX a 1
= — + cosx d —
X 1 X
1
Za
cosa COSX
= ——+cosl —2d>c
a 1 X
Assim,
Z
¥ a
senx . senx
——dx= Ilim —d
1 al ¥ 1
cosa acosx
= lim ——+ cosl —de
al ¥ 1 X
Z a
. cosa . ) COSX
= lim ——+ limcosl Ilim —de
a ¥ a al ¥ al ¥ 1 X
Z
¥
COSX
8.2 = cosl ——dx
(8.2) e
pois
cosa
Iim —=0
a ¥ a

por outra integral improépria:

gue aparece em (8.2). Entretanto, esta Gltima integria$élatamente integravel.
Para ver isto, usa-se o teste da comparacao para integpaéprias. De fato, basta notar que

COSX 1

— —; arax 1
X2 X2 P

Assim,



336 3 Transformada de Fourier

Z Z Z
¥dx adx a
—2=I|m —2—I|m X “dx
1 X al ¥ 1 X al ¥ 1

a
) 1
= lim —
al ¥
1
1
) 1
= lim -
a ¥ X

o]

) 1
=1 Ilm - =1
a ¥ a

Assim, pelo teste da comparacao, tem-se que
Zy COSX | 2y dx.
1 X 1 X
mostrando que a integral do primeiro acima convergents,oitegral do segundo membro &
convergente.
Portanto, 0 método de integracdo por partes, usado supstrou que a integral deens,
comx variando de 1 ¥, & convergente.

[]

Divergéncia absoluta da integral

Proposi¢ao 8.2: A integral 7
¥ serx
—— dx
0o X
nao é convergente.

DEMONSTRACAO: A ideia da demonstragao consiste em escrever

Zy serx . Z np sernx
—— dx= Ilim — dx n2 N;
0 X n ¥ o X

e mostrar que o limite no segundo membro acima tende pardtan donde concluir-se-a a
divergéncia da integral no primeiro membro.
Considerex 0 no intervalo

kp+% X kp+5£

Observe que da imediata desigualdake65p 6kp + 6p, obtém-se
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1 1
(83) 6kp+ 6p 6kp+ 5p
Assim, segue-se de .
5p 6kp+ 5p
X kot 5= "%
e de (8.2), que
1 6 6 1

(8.4)

X Bkp+5p Bkp+ 6p  (K+ 1)p

Logo, usando-se (8.4), obtém-se

serx 1 1
(8:5) X 2x  2(k+ 1)p
Note que
op p 2p
= + kp+ & =/,
(k+ )p kp=p e kp 6 p 6 3
donde segue-se, devido a positividade do integrando, que
z z
(k+1)p kp+ 506
(8.6) S ix S ix
kp X kp+ p=5 X
Deste modo, usando (8.5) e (8.6), obtém-se
Z(k+Dp senx . L kot gsenx
—— dx —— dx
kp X kp+ p=5 X
1 Z kp+ 506 q
— X
2(k+ 1)p kp+po
3 1 kp+ 505
= 2(k+ D)p  kpress
1 op p
= — kop+ — kp+ =
dk+p PT s P* s
B 1 2p 1
8.7) T 2p(k+1) 3 3(k+1)
Observe agora que
Z np p Z 2p Z np
serx dx= serx q serx dxs 4 serx q
0 X o X p X (nyp X
n, 12 (ke 1p
8.8) =8 SO
k=0 kp X
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Assim, usando (8.7) e (8.8), obtém-se

Zmw serx n, 1 (e Dp - serx
—— dx= g —— dx
0 X k=0 kp X
1“(,:011 1
3 2o k+1
14 1
(8.9) =-a -
321 K
Agora basta observar que, quamdo ¥, a soma no Gltimo membro de (8.9) transforma-se
na série
5 1
k=1 K

(a menos da constante multiplicati#a) que & a série harmdnica e, portanto, divergente.
Além disso, quando se tonmel ¥, a integral no primeiro membro de (8.9) se transforma
em Zy
serx
0 X

gue é divergente, pois & maior ou igual a série harmaguesé divergente.

Valor da integral de Dirichlet

Na proposicao 8.1, mostrou-se que a integral impropria

Z
¥
Sernx
——dx
0 X

€ convergente, mas o seu valor nao foi explicitado. Paséompode ser feito e sera objeto do
exemplo 8.1 que se encontra mais adiante.

A m de determinar o valor da integral de Dirichlet, sera@essarios usar dois outros resul-
tados, que € objeto dos dois primeiros exemplos.

Exemplo 8.1:Mostre que
z

¥ 1 cox 1 a
e = —Zdx=arctg = = Ina’+1; a> o
0 X a 2

SoLugAO: Pela formula de integracao
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z au
e
au — .
e““coqbu)du= m[acos(buH bsenbu)] + c;
paraa > 0, segue-se que
Zy Z
e #*coqrx)dx= dllrr;é e ?*coqrx)dx
¥ o

e X[ acoqrx)+ rsen(rx)] K

lim

K ¥ az+r? 0
. e X[rsen(rx) acoqrx)] K
= lim 5>
Kl ¥ az+r 0
. e [rsenrk) acoqrk)] e 29[rsen(r0) acogr:0)]
= lim
Kl ¥ a2+ r2 az+r2
e [rsenrk) acoqrk .
= Jim Irser(rk) LR
Kl ¥ az+r? Kl¥y az+r?
r h ) i a h ) i
= ———=lim e #sen(rk ———= lim e 2 coqrk) + ———
a’+riu ¥ nrk) a’+riu ¥ A az+r?
_a
T 22+ 12
pois h i h i

; ak — ; ak — 0
dllrr;é e senrk) =0 e kI!|rQ e coqrk) =0;

por serem produtos de funcdes, sendo uma limitada e cendendo para zero no in nito.
Portanto,

Zy
a
ax —
(8.10) . e “7coqrx)dx= 2212
Alem disso, pelo teorema de Fubini, tem-se que
Z, Zy Zy Z,
e 2% coqtx)dx dt= e 2% coqtx)dt dx
0 0 0 0

Zy z

;
= e 2 coqrx)dt dx
0 0

z
SN LU R
0 X 0
z :
_ ¥ o ax sen(rx) o ax sen(t:0) dx
0 X
Zy

sen(rx
e @ 725 )d>c
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Logo,

Zy zZ, Z
sen(rx roT¥
(8.11) e ax S e 2 cogtx)dx dt:
0 X 0 o0
Mas a integral entre parénteses no segundo membro de {8 £hcontrada e seu valor esta

na igualdade (8.10). Assim, substituindo-se (8.10) eml{&lusando a formula

’ du__ 1arct n +cC
2ri2 atcl¥ g
obtém-se
Zy z
sen(rx r a
P R
0 X 0 a2+ t2
—alzr L dt= arct t
"8 pazerztT A9 g
= arct ' arct 0
g a g a
= arct '
g a
Assim, 7
sen(rx r
e ax de: arctg —
0 X a
Agora integra-se novamente de ® ambos 0os membros acima.
Z, Zy z
sen(tx r t
(8.12) e X de dt=  arctg — dt:
0 o0 X 0 a

No primeiro membro usar-se-a novamente o teorema de Fpériaiinverter a ordem dos
limites de integracao e, em seguida, uma integracapautes. Ja a integral no segundo membro

sera calculada diretamente, a partir da seguinte formula
z 1
arctgudu= uarctgu ln 1+ u +c

Assim, fazenda = t=a, encontra-sa du= dt, de modo que

Z, Zy z Z -
sen(tx r t =
e % " )dx dt= arctg — dt= a arctgudu
0 0 X 0 a 0
1 =
= a uarctgu Z=In 1+ U2
2 0
2

r r
a —arctg — =In 1+ —
a a a
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1
a 0 arctg0 éIn 1+ 0?

a rarctg ' 1In a’+r?
a a 2 a?

= rarctg ' aln at+r:
a 2 a2

=rarctg — —=In a+r° + —=lna

92 2 2

r a

=rarctg — —In a®+r? +alna
a 2
r a

(8.13) =rarctg — 5 a’+r? ;

Para a integral no primeiro membro de (8.12), segue-se derteode Fubini, seguido de
uma integracao por partes, que

z Zy Z,

Z
roo¥ sen(tx sen(tx
o ax S 4o o o ax SEDI 4y
0 o0 X 0 0 X
Z¥e ax Zr
= sen(tx)dt dx
0o X 0
Z¥ ax r
e cogtx
= {9 dx
o X X
Z¥ ax
e 1 cogqrx
= - ) dx
o X X X
Zy
1 coqrx
= e & 725( ) dx
0 X
ou seja, mostrou-se que
Zy z, z
1 coqrx r ¥ sen(tx
(8.14) e X #dxz e ax SEMX) (4t
0 X 0 o0 X

Comparando (8.13) com (8.14), segue-se que

4
Yo ax 1ot

r a
dx=rarctg — —In a%+r?:
0 X2 g a 2
Por m, basta tomar = 1 na formula acima para obter-se o resultado desejad®,isto
Zy
1 cox 1 a
e = _—Zdx=arctg = = Ina’*+1; a>o0:
0 X a 2
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Exemplo 8.2:Mostre que Zy
1 cosx

_P
. 2 dx—2

SoLucAO: Antes de determinar o valor da integral dada & precisgasseque tal integral
€ convergente, visto que a mesma € impropria. Tem-se:

Z¥1 co Zp1 cos Z¥1 cos
(8.15) ———dax= ———dx+ ———dx
Observa-se que a primeira integral no segundo membro azictavergente. Na verdade
trata-se de um integral propria, pois o seu dom'nio degmateé limitado e o integrando &

cont’nuo, como pode ser observado a seguir:

1 cosx_ .osex_ 1 . osenx _ 1

X ot X2 x 0t 2X 2 x 0t X 2

onde usou-se a regra de I'Hospital no segundo passo acimmecdr®o o valor 1 para o limite
trigonométrico fundamental.

Agora analisa-se a convergéncia da segunda integral &6) (Bara isso, usar-se-a o seguinte
teorema (nao demonstrado aqui):

TEOREMA: Suponha que
. op _ .
)Llr@ x” f(x) = L:
Entao,
Zy
(a) Aintegral impropria  f(X) dxconverge s> 1 eL € nito.

¥
(b) Aintegral impropria  f(x)dxdiverge sep 1 eL 6 0 (L pode ser in nito).
a

Como
», 1 COSX

Iim X > =0;
X ¥ X

entao, tomandp= &> 1,a= p eL = 0 no citado teorema, tem-se que a integral

z
¥1 cosx
(8.16) ———dx
p X
€ convergente.
Para dar continuidade ao trabalho, serao necessariesedoemas, apenas citados aqui.

TESTEM DE WEIERSTRASS Se for poss’vel encontrar uma fungégx) O tal que
(a)jZf(x;a)j M(X) paraa; a axea<x<}#¥,
¥

(b) M(x) dx converge, entao a integral
a
Zy
f(x;a)dx

a
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é uniformemente e absolutamente convergenteaema  ap.

Dando continuidade, observe que

ax 1 cosx 1 cox
e y
X2 X2

paraa 0Oex O.Logo,

paraa O.

Assim, pelo teste M de Weierstrass, tem-se que a integral

z
¥ 1 cosx
(Y ———

. 2 dx

converge uniformemente.

Agora usa-se 0 seguinte teorema:
Zy

TEOREMA: Sef(x;a) € umafungado cont'nua paaa x< ¥ eazl a apese R f(x;a)dx
€ uniformemente convergente paaa a ap, entaoj (a) = ’ f(x;a)dx é cont’nua em
ai a ap. ?

Em particular, s&g € qualquer pontode a a», pode-se escrever

Zy Zy
a|!lr7;0j (a)= aIllrrél10 R f(x;a)dx= R aIllrrél10 f(x;a)dx

Seap € um dos pontos extremos, entao usa-se os limites laterais

Assim, da continuidade da funcao

ax 1 cosx.
X2
segue-se do teorema acima que a funcao de nida pela altegr
Zy
j@a= e
0

f(x;a)=e

1 cosx
ax —__" dx
X2
também é cont’nua.

Pelo mesmo teorema citado acima, € poss’vel tomar linaitegp! 0" para obter

z z
¥1 cosx . ¥ 1 cosx
————dx= Ilim e X —

dx
0 X2 al 0* 0 X2

1 a
lim arctg — < In a%+1
al o* 9 a 2

: 1 . a : 2
lim arctg — lim — lim In a<+1
al O a al 0t 2 al o
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. 1 p
= lim arctg — 0 Inl= =
al ot g a 2

onde usou-se o resultado obtido no exemplo 1 para o valotelgral acima.

Exemplo 8.3:Mostre que

SoLugAO: Paramostrarque  » y
serx
ser . P

0 X 2
a ideia consiste em integrar por partes a seguinte integral

z
¥1 cox
—e 9%
0 X
onde se escreve 7
b1 cosx . . b1 cosx
72dX: I|m I|m 72dx
a X a or nl ¥ 4 X
Fazendo 1
u=1 cosx e dv= —
X
segue-se que
1
du= serx e v=  —
X
de modo que
Zbq COSX 1 b Zp sernx
———dx= — (1 cosx) + ——dx
a X X a a X
z
1 cosx 2 “bserx
= — + ——dx
X b a X
Zy
1 cosa 1 cosb senx
= + dx
a b a X
isto €, 7 7
b senx 1 cosb 1 cosa bl cox
dX: + 72dx:
a X b a a X
Tomando limites para! 0e parab! ¥, obtém-se
z z
¥ serx .1 cosb . 1 cosa ¥1 cox
——dx= Ilim lim + 72dx
o X bl ¥ b al 0 a 0 X
z
¥ cosx \ _ P
0 X2 2
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pois os dois limites acima existem e valem zero, além dodaé&oo valor da Gltima integral &
p=2, como foi demonstrado no exemplo 8.2.

Agora sera demonstrado que

Z ¥ senzxdx_ p
o X T2

Observe que da formula da trigonometria dada abaixo
coda+ b)= cosa cosb sema senb;
segue-se, tomando= b = g, que
cog2q) = cofq serfq:

Usando a Gltima formula acima com a forma trigonométiicelamental, cdsy + serfq =
1, obtém-se (
cog g+ serfq = 1;
cogq serf= cog2q);

gue conduz, ao ser resolvido, a outras duas férmulas:

1+ coq?2 1 2
codq= 1HC82D o g, 1 CO%20)
2 2
Fazenda = x=2 na (ltima férmula acima, obtém-se
1 cosx
— = sert (=) ) 1 cosx= 2serf (=2);
de modo que se tem 7 7
¥1 cox ¥ ser12(><:2)d)c

dx= 2
0 X2 0 X2

Agora é feita a seguinte mudanca de variavers:x=, que implica em @u= dx Logo,

Zy Z
1 cosx ¥ serf (=
Lo 7Y ser(e)
0 X 0 X
Z ¥ serfu
=4 >—du
o 4u
Z ¥ serfy
= > du:
o u

Em suma, mostrou-se que

Zy senzudu: Zyq cosx P,
u2 0 X2 2

0

pois este valor= foi encontrado no exemplo 8.2.
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Exemplo 8.4:Outra maneira de mostrar que

Z
¥senyd _p

o Y 2
SoLucAo: Considere a seguinte funcdo de nida por integral:

Z ¥ sery
j®M= e —=dy
0 y

Como se trata de uma integral impropria, € necessaridrarague a mesma converge uni-
formemente enx 0. Usar-se-a integracao por partes. Fazendo

e
u= e dv= serydy
y
encontra-se L Xy
+
du= % e V= Ccosy.
Assim,
Zb b Xy
e v Wy o serydy
a Yy a
Zhe xy
= d( cosy)dy
a
e X b Zb(1+ xy)e ¥
= cosy —————cosydy
a a y
z
e ax e bx b(1+ xy)e Xy
= cosa b cosb R Tcosydy,
paraa> 0.
Tomando limite para pata! ¥, encontra-se
Zy sery Zp sery
e —Zdy=Ilim e —/2d
a Yy bl ¥ a Yy
ax bx
= lim cosa lim cosb
bl ¥ bl ¥
Zy
. (1+ xy)e
| >
I A
ax z ¥ (1+ Xy
(8.17) = £ cosa % cosydy.

a

Observe agora que
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(1+ xy)e Ycosy = j1+ xyj e ¥ jcosy
eYe Yjcosyj = jcosyj 1

Usando a desigualdade acima em (8.17), obtém-se a segatimtativa:

Zy ax Zy X
sery e (1+ xy)e
e ¥ —Zdy = cosa ——~ cosyd
. y y a . V2 Syay
ax Z¥ 1+ e Xy
© cosa + %cosydy
a y
e & Ly (1+xy)e ¥
jcosaj + ————— cosy dy
a a
Zy Zy
}.*. @: }+ lim @
a a Y2 a b ¥ gy
. 1 P 11
= —+ lim - =—-+Ilm - -
a by y , a ¥ a b
1 1 2
= — 4+ — = —
a a a
Sendo a desigualdade 2
¥, sery 2
e y —d _
a Yy a

valida para todox 0, tem-se que da a convergéncia uniforme desejada parsgcadii(X).
Segue-se da” a continuidade da funtx).

A regra de Leibnitdiz: Sejaf (x;y) uma fungao cont’nua tendo uma derivdiftarx cont'nua
em um dom’nio do planay contendo o retangulf@;b] [c;d]. Entao, par& < y< d, vale a
igualdade

Assim, usando a regra de Leibnitz para derivar dentro dé deentegracao, obtém-se

Z
... dT¥e
]O(X)—&O y

Zy g e
o Tx y
Zy

= e Y serydy
0
Zy
(8.18) = . e Y ( seny)dy,

senydy

sery dy
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gue € valida para todo> 0. A integral acima converge uniformemente em cada intergal
formala;¥), ondea > 0.
Note que a convergéncia nao & uniforme [@x¥), pois, parax = 0, a integral em (8.18)
diverge. Basta observar que
Zy Zy
j o) = . e’ senydy= . serydy,
que é divergente.

A integral em (8.18) é &ransformada de Laplacda funcao sery. Além disso, usando a
de nicao de transformada de Laplace & facil ver que

L[ sery]= ) j %=

1+ x2 1+ x2

Assim, com uma simples integracao conclui-se que
J (X)= c arctgx; x> 0

Para calcular o valor da constawfédasta tomar limite para! ¥. Assim,

o 3 . B p
(8.19) X!II’Q] (x) = )!llrr;é(c arctgx) = ¢ )|(|In;lé arctgx=c >

AFIRMACAO: )!,r@j (x)= 0.

De fato, tem-se que

1

D
X
<
o

D

1 ()

I
]
®
<
o
<
|
]

— x> 0:

Dejj (X)j 1=, segue-se que !éim(x) = 0. Substituindo isto em (8.19), obtém-se
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C o P _ P
)!!mgél(x)—c 5 ) 0=c 5 ) c

Fazendo = 0 naintegral original, isto &, efn(x). Tem-se que

Zy sery Zy sery
J (0)= e O Tdy: ——dy,
0

NI

ou seja,

Zy
Sery . p p
- = = — t —
oy dy=7j (0) > arctg 0= >

gue é o resultado desejado.

3.9 Exerc’cios propostos

Exerc’cio 3.1:Calcule as transformadas de Fourier das fungdes abaixo:
(@) f(x\)=e ¥4 a>o.

(b) f(x)= e ¥¥ cogax),a>0, a2R.

©) f(X)=e *senax),a>0, a2R.

A f()= 1) x 2; sejx 2 1;

sejx 2j>1

Exerccio 3.2:Sejaf(x) = ° = cosd+ i senc.
(a) Mostre quef satisfaz a equacao diferencid(x) 2ix f(x) = 0.

(b) Apligue a transformada de Fourier na equacao difeaédo item (a) para obter
w
FIf9(w) > FIflw) = O

(c) Resolva a equacao diferencial do item (b) e encontee qu

F(w)= F(0)e "™
(d) Usando o fato
z z :
1 ¥ 1 ¥ 2 1 i
F(O)= p— f(X)dx= p— e dx= =+ -,
© 20 ¥ ) 20 ¥ 2 2

mostre que
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F(w)= p= cos Py icos P
2 4
(e) Use o item (d) para mostrar que

1 2

F cosx® (W)= p—cos P,
2 4

2 1 w2+ p

F senx® (w)= p—écos )

(f) Usando o item (e), encontfe cofax’) (w) e F senax?) (w), paraa> 0.

Exerc’cio 3.3: Determine as fun¢des: R ! C cujas transformadas de Fourier sao dadas
por:

(@) F(w)= (2+iw)1(3+iw);

) FW)= i

© Fw= 10

@ FW=

(e) F(w)= m’ ondea> 0eb?2 R;
0 FW= gm0

Exerc’cio 3.4:Usando convolugao, determine as fun¢cbe®R ! C cujas transformadas de
Fourier sao dadas por:

p— 1 .
@ FWM= GriwG+iw)’
p— 1 .
(b) F(w)= m,
© Fw)=

4+ 2iw w2

Exerc’cio 3.5:Resolva a equacao

¥ fy 1

¥ (X y)2+ 4dy— X2+ 9

Exerc’cio 3.6:Resolva a equacao integral abaixo:
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Zy
y(x¥) = g(x) + ¥y(U) r(x udy
ondeg(x) er(x) sao funcdes dadas.

Exerc’cio 3.7:Resolva parg(x) a seguinte equacao integral:

Zy
yudu 1 .
v (X u2+a2 X+ 02 (0<a<b)
Respostas dos exerc’cios
Exerc’cio 3.1:(a) F(w) = 2 a
- - pz——p W2 + a2
() F(w) = p= S
- U2p a+(a+w)? a+(a w)?
- [
(C) F(W) — p|: e (a W)L—4a+ e (a+wW)%=4a
2a
2 e W1 cosw)
Fw)= po —
Exerc’cio 3.3:(a) f(x) = p% e X e ¥ yyx).
(b) f(x) = p% X e X up(X).
P_— .- L
3 2p x el X dix _ jx
(c) f(x) = — % ' POIS X x parax 6 0.
p__

p- .
(d) f(X) — _92%3 e ( 3]x1+|x):2.
©) (9= " 2p @ X o ).

P—nh ~ i
(f) f(X): % e (1+ip 3)X e (1 ip 3)X UO(X).

2X 3x

Exerc’cio 3.4:(a) f(x) = P 2p e e ¥ up(x).

b)Y F)="2p x e *uo(¥.

P—n _ i
(C) f(X): % e (1+ip 3)X e (1 ip 3)X UO(X).
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: 2 1
Exerc’cio 3.5: f(x) = P 2+l

Zy

. 1 i G(w)
Exerc’cio 3.6:y(X) = p— e!Wx 5
Y 2p ¥ 1 " 2p R(w)

Zy -
Exerc’cio 3.7:y(x) = % e (b AM cogwx)dw.
0
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Tabela de transformadas de Fourier

Transformadas de Fourier elementares
NO| f(x) = F YF(w)] F(w) = F[f(xX)]
1 ¥
Def| f(X) p=— e "X{(x)dx
2p ¥
8
<1 0 x<a; iaw
1| cpai(®= — 17 (weo
0:a] , . > "
: QO, caso contrario. P
; 1. 0 x< a; 1 iaw  q
2. | o ag®= . P (w6 0)
- 0; caso contrario. 2p Iw
Q
<1, 0 x<a; 2
3| ¢ a9 = pZ_ Semaw) g )
[ a:a] , .
- 0; caso contrario. 2p w
Q
4 X o) <0, sex<O; 1 1 (3> 0)
.| e Up(X) = p— _ a
0 - e & gsex O 2p a+iw
Q
5. | e wpy= © X0 _ 1 @>0
. e UO X) = . p: - a>
-0 sex O 2p a 1w
a p%
e _P o ajwj
6. 2+ a2 (a>0) > e
7. | e @ (a>0) 91: e WHa
2a
8. | f(ax): (a6 0) 1w
' ’ jaj a
9. | f(x xo) e "W F(w)
10. | e'™X f(x) F(w wp)
11. | F(X) f( w
12.| f4x) iw F(w)
13.| 9%x) w? F(w)

353
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NO| f(x)= F YF(w) F(w) = F[f(x)]
14.] x f(x) i Fqw)

15.| X2 f(x) F%{w)

16. Loxf(t)dt Fi(:vv)

Ly

P—
1.1 gtg= T vawdy | = 2p[F(w) G(w)]

Ly

18.| f(x) a(x) p;——p[(F G)(w)] = ¥F(W b) G(b)db
19.| () coqwpX) F(w WO);F(W’L Wo)

20.| f(x) senwoX) Fw WO)ZiF(W+ o)

21. % (x;t) ia F[u(xt)]

22. ;]7—2 (x:t) w2 Fu(xt)]

23| Iy T FLuOc0)

24. % (xt) %F[U(x;t)]

25. ’ ijf(x)jzdx: ’ ijF(w)jzdw (Férmula de Plancherel)

OBs.: na formula (11) acima, deve-se entender: a expreB$#pé usada para denotar a
transformada de Fouridf(w), onde se permuta a variawglem sua férmula pela variavel Ja
na segunda coluna, a expresggo w) signi ca que €& a funcao originaf(x), onde & trocado
de papéix por w. Isto segue-se da férmula de inversao.

[]



Cap'tulo 4
Aplicacoesas EDP

4.1 Problemas de valores de contorno

Nesta secao propde-se o estudo de problemas do tipaabaix

8 8

3 Y% ay’+ by= f(x); 3 Y% ay’+ by= f(x);
5 (@)= Yo e 8ﬂm=m

" y(b) = yi; - YAb) = vy

ondea;b;a;b 2 R e f(x) € uma funcao real dada.

Observe que o valor da variavel dependewt®), (também pode ser o valor de sua derivada
yx)), & especi cado em dois pontos distintase b. As condicdes(a) = yo ey(b) = y1 (ou
ya) = yoey(b) = y1) sio chamadas @®ndicdes de contornblma equacao diferencial junto
com condi¢Bes de contorno & denominadiblema de valor de contorno.

Outros problemas de valores de contorno mais gerais podegstsglados, mas neste texto
interessa-se apenas pelos dois casos apresentados.

Exemplo 1.1:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:

8

3% 2y=0;
8W®=L
©y(p)=0;

SoLucAo: Fazendog/(x) = e?* e substituindo na equacao, encontra-se
a? e?+2 e¥=0
a’+2 e®*=0

a’+2=0 ) a’= 2

355
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_ _ P P
Segue-se da’ que = P 2i, ondei = P 1. Logo,e " ?* e e' ?X so solucdes para a
equacao dada, de modo que a solucao geral & dada por

P P
(1.1) yX)= a; € *+a e ' 2%

Agora considere a formula de Eulet? = cosq + i seng. Trocandog por g na formula
anterior, obtém-se que '9= cosq iseng, onde usou-se a paridade do cosseno e aimparidade
do seno.

O prbximo passo consiste em fazer P 2x e manipular (1.1) para reescreyér) em funczo
de cosseno e seno. Tem-se:

_ ipix ipix
y(X)= a; e +a e

h o i h g o_ |

= . P = .
= a Ccos 2x +isen 2x +a cos 2x isen 2X

p_ i p_
=(ay+a) cos 2x +i(ay ay) sen 2x

p_
=C COS 2X +C sen 2X ;

que € uma solucao geral para a equacao diferencial dada
Usando a primeira condi¢ao de contoryi®) = 1, segue-se que

y(0)= c; cosO+ ¢ sen(=1 ) c1= 1

Logo, y(X) = cos P 2X +cp cos P 2x . Agora usa-se a segunda condico de contorno,
y(p) = 0, para concluir que

p_
y(p)=cos 2p +c, sen 2p =0

_ p_

C2 sen 2p = cos 2p
cospip B

C2= —p——= cotg 2p:
sen 2p

Substituindo na Gltima expressao pgfa), conclui-se que a solugao para o problema de
valores iniciais dado &

P P
y(x)=cos 2x cotg 2p sen 2X :

Este exemplo mostra um problema com condi¢des de cont@mdomogéneas e que tem
uma Unica solucao.

[]
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Exemplo 1.2:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:

8

3y%y=0

SW®=L
y(p) = k:

SoLucAo: Fazendog/(x) = e?X e substituindo na equacao, encontra-se
a2 edX4 @@8%X= 0
a’+1 e*=0
a’+1=0 ) a’= 1

Segue-se da’ que= i.Assim, tem-se que X ee* sao solucdes para a equacio dada, de
modo que a solucao geral & dada por

y(X)= a1 e*X+ap e X

Usando a formula de Euler com= x e os mesmos procedimentos do exemplo anterior,
segue-se que

y(x) = a; e*+ay e X

a; (cosx+ isemx)+ ap (Cosx iserx)

(a1+ @) cox+1i (a; ap) serx

C1 COSX+ Cp Serx;

gue € uma solucao geral para a equacao diferencial dada
Usando a primeira condi¢ao de contoryi®) = 1, segue-se que

y(0)= c; cosO+ ¢ sen(=1 ) c1= 1
Agora usa-se a segunda a segunda condi¢cao de conyppne, O para concluir que
y(p) = cicosp+ ¢ serp = k
cit+tc 0=k ) k= c1:

Assim, ca-se com duas condi¢des solme ¢c; = 1 ec; = k. SO que elas sao incom-
pat'veis s&k6 1 e, neste caso, o problema nao tem solugao. Poréky sel, entdo ambas
as condi¢Oes sao satisfeitas, desdeque 1, independente do valor dg. Mas nesta situacao
existe uma in nidade de solugdes, todas na forma

y(X) = cosx+ Co sery;
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poisc, permanece arbitrario.
Este exemplo mostra que um problema com condi¢Oes deroontdo homogéneas pode
nao ter solugao e que também pode ter uma in nidade de8ek.

[]

Exemplo 1.3:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:
8
3 Y% 2y°= 0,

8W®=Q
" y(p)= O

SoLucAo: Como foi visto no exemplo 1.1, a solugcao geral deste problé
y(X) = ¢; cos P 2X +Cy sen  2X :
Usando a primeira condi¢ao de contog(0) = 0, encontra-se
y(0)= c1 cosO+ c; senO= 0 ) c1=0:

Logo,y(X) = ¢, sen P 2x . Agora usa-se a segunda condiczo de contoim),= 0, para
concluir que b_
y(p)=c2 sen 2p =0 ) c= 0

pois sen pix 6 0.

Comoc; = ¢ = 0, segue-se qugx) = 0 para todo, ou sejay 0 (isto &, a solucao iden-
ticamente nula). Esse exemplo mostra que um problema coat&ginomogénea e condi¢cbes
de contorno homogéneas pode ter apenas a solucao (istieé,y O0).

[]

Exemplo 1.4:Resolva o seguinte problema de valores de contorno:
gwqy=a
s YO =0
- y(p) = 0
SoLucAO: Pelo exemplo 1.2, a solucédo geral da equacao dada &
y(X) = €1 COSX+ Cp serx:
Usando a primeira condi¢ao de contorp@) = 0, obtém-se

y(0)= c; cosO+ ¢, senO= 0 ) c1=0:
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Logo,y(X) = ¢, serx. Usando a segunda condi¢ao de contoy(p) = 0O, encontra-se

y(p)= c2 semp=10 ) c; 0=0;

portantoc, pode ser qualquer, de modo que a solucao do problema dgdp= c, serx.

Em virtude da arbitraridade d®, o problema dado tem uma in nidade de solugdes. Assim,
este exemplo mostra que problemas com equac¢ao homog@oedicdes de contorno também
homogéneas pode ter in nitas solugdes.

[]

Exemplo 1.5:Resolva o seguinte problema de valor de contorno:
8
3% 1y=0
0)= 0,
5 y(0)
" y(L)=0;
ondeL > 0.

SoLucAo: Observe que da forma em que o problema foi dado, & precaisantrés casos:
I =0, <0el > 0.

Caso 1:/ = 0. Neste caso, a equacao ca reescrita cofife 0. Integrando uma vez em
relacio ax, obtém-se/{x) = a; integrando mais uma vez, encontray$e) = ax+ b, que é a
solucao geral. Agora usa-se as duas condi¢cOes de oorara determina e b. Tem-se:

y(0)=a 0+b=0 ) b= 0:
y(L)=a L=0 ) a=0:
Dea= b= 0, segue-se qugx) = 0 para tod, ou seja, tem-se a solucao trivial O.

CAsO 2: | < 0. Para evitar aparecimento de ra’zes quadradas,/faga n?. Assim, a
equacao diferencial dada se reescreve cgtlon?y = 0. Fazendog(x) = e?X e substituindo
na Gltima equacao, obtém-se

a2 e?* nfe®*=0
a2 nf e*¥*=0
a? nf=0 ) a’= nt:

Segue-seda’ que= m de modo que ™ ee™ sao solugdes da equagao, que tem como
solucao geral
yX)=a; e™+a, e ™

Agora, observe que



360 4 Aplicacbes as EDP

yX)=a e™+a, e ™

a1 a1 a a
_ nx nx nx nmx nmx nmx
—a e "+a e + — e — e + — e — e
1 2 2 2 2 2
a a a: a:
= Zemi L em 4 2o my 22 g my
2 2 2 2
LA Ao, 2w &2
2 2 2 2
eITX+eITX eITX eITX eITX+eITX
= a a + a:
1 2 1 2 2 2
e™ g M
a:
2 2
3 ITX+eITX eITX eITX
=(a1+ a) +(ar a)
2 2
eITX+eITX eITX eITX
=cg ————— +C —F—
2 2

= ¢ cosl{mx)+ c, senh(nx);

gue & uma solucao geral para a equacao diferencial.
Usando a primeira condi¢ao de contorp@) = 0, na solugéo geral acima, obtém-se

y(0) = c¢1 coshO+ c,senh(0= 0 ) c1=0;

pois pela de nigao de cosseno e seno hiperbolicos saaifiriente que cosh® 1 e senh& 0.
Logo,y(X) = ¢, senh(nx). Usando a segunda condi¢cao de contoy(i) = 0O, resulta

y(L)= ¢, sennnL)= 0 ) co senh(nlL)= O:

ComoL > 0 em6 0, entao senfnl) 6 0. Deste modog, = 0. E comoc; = ¢ = 0, entao
y(x) = 0 paratodc, ou sejay O.

Justi cativa para senfrrL) 6 0: para que seja zero, deve-se¢8t = e ™ de modo que
nL= nL, ou ainda, que 2m L = 0, que simpli cado implica enm L = 0. Mas isso nao &
poss’vel, pois, por hipbtess6 0 eL > 0.

CAsO 3: Para evitar o aparecimento frequente de ra’zes quadrital = n?. Entdo a
equacao diferencial ca reescrita na fory?& nry= 0.
Facay(x) = e?*. Substituindo na Gltima equacao diferencial, obt&m-s

a’ e+ nf e¥=0

a2+ nf e¥*=0
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a’+nf=0 ) a’= nt:
Segue-se da’ que= im Logo, a equacao geral é
y(x)= a; e™+ ap e™:
Substituindo-se as formulas de Euler ja usadas, enceatra
y(x) = a1 [cogmx) + isen(nX)]+ ax [cogmx) isen(mx)]
=(art+a)) cogm)+i (a1 a) sen(nx)
= cpcognK) + crsen(nx);

que é também solucao geral da equacgao diferencial.
Agora aplica-se a primeira condicao de contog6) = 0, de modo que

y(0)= c1 cosO+ c; senO= 0 ) c1=0:
Logo,y(X) = ¢ sen(nk). Usando a segunda condicao de contorno, obtém-se
y(L)=c2 sen(n,)=0 ) c2 sen(n) = 0;

ou sejacp, = 0 ou serfnl) = 0. Sec, = 0, entdo obtém-sg 0. Se sefinlL) = 0, entaonlL
tem que ser um maltiplo inteiro g isto &,

m.=np ) m:% ) [ = —

de modo que a solu¢ao do problema &
npx

yn(¥)=cz sen == »  n2N:
[]
Exemplo 1.6:Resolva o seguinte problema de valor de contorno:

8
3% 1y=0

y(0)= 0;
3
D=0

ondeL > 0.
SoLucAo: Como no exemplo 1.5, deve-se analisar os casos erh gu@,/ < 0el > 0.

CAaso1:/ = 0.Como aequacao canaformyd: 0, basta integrar duas vezes para concluir
quey(x) = ax+ b. Observe que para usar as condi¢des de contorno é pdegisar a solucao
geral, ou seja{x) = a. E neste casg{0) = yAL) = a= 0, de modo qug(x) = b.
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CAso 2: 1 < 0. Novamente se faz = n?, de modo que a equacao assume a foytia
nfy = 0. Foi mostrado no exemplo 1.5 que esta equacao temespgeral dada por

y(X) = ¢; cosi{nk)+ co, senh(nx):
Lembrando que
d d
&[cosr(m()] = m senl(nx) e &[senr(m()]: m cosi{nx);
segue-se que a derivada da solucao geral & dada por
y19)=(c1 m sen{m+(cz m cost{my):
Substituindo as condi¢des de contorno, obtém-se
yl0)= ¢; m senhOr ¢, mcoshO= 0 ) co=0;
(1.2) WL)=c¢c; msennmL)=0 ) c1=0;

pois senh®& 0, coshO= 1, mL 6 0, de modo que serflrL) 6 0. Portanto, para < 0 tem-se
quey O.

Caso 3:/ > 0.Faca = n?. Pelo exemplo 1.5, tem-se que a soluczo geral para esté&cas
dada por
y(X) = ¢1 cogdnx)+ c, sen(nx):

Agora deriva-se a solugcao acima para que seja poss&ebasondi¢cdes de contorno. Tem-
se:

Y= (c2 m sen(m)+(c; m cognx):

Usando a primeira condicZo de contoryf®0) = 0, encontra-se
yX0)= ¢ m senO+c, mcosO=0 ) co=0:

Logo,YdX) = (c1 m) sen(nx). Agora aplica-se a segunda condi¢ao de contaftio) = 0,
para obter

WL = (¢ m) sennLl)=0 ) ct m=0 ou ser{nl)= O

Comom> 0, ou seja, diferente de zero, entao case 0, entagy = 0. Mas se sefnl) = 0,
entao
n2p2
L2
Observe que, corp = 0 ec; 6 0, além dos valores acima, a solugao geral para0 é

Yn(X) = c1 cos %( ;

m.=np ) m=%el=
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Mas a solugao acima nao € a solucao geral para o prabdenwvalores de contornos que foi
dado. Nao se pode esquecer que no caso 1 a solugga)fei b. Assim, a solugao geral para o
P.V.C. é a superposicao (a soma) das solu¢cdes endastn@s trés casos, isto €,

Yn(X) = b+ c; cos %(

Observe-se que a constafit@cima € arbitraria. Logo, a expressao acima € satisfaito
P.V.C. para qualquer constante réalde modo que se tem uma in nidade de solu¢cdes em
virtude do grau de liberdade da constantésto & uma caracter’sticas de problemas de valores
de contorno do tipo Neumann.

[]

4.2 Conceitos lasicos para EDP

Umaequacao diferenciaé uma equacao envolvendo uma ou mais variaveis indepées
uma funcao desconhecida e suas derivadas com respetsavagaveis. Se existe apenas uma
variavel independente diz-se que a equacao & umguacao diferencial ordinarigeDO). Se
existe duas ou mais variaveis independeries; : ::; X,, diz-se que a equacao & ueguacao
diferencial parcial(EDP).

Assim, uma EDO & uma expressao da forma

(2.1) Foxuulou® =o

ondeuw®:::; u® denotam as derivadas déx) com respeito x até a ordenk em algum sub-
conjunto aberto d&.
Ja uma EDP tem a forma
fu fu T2u T2 Tu

2.2 G X1 il Xy U — s o —— s S
(22 e xa Ta Tx2 Txy Txo K

ondex = (X1;:::; Xn) pertence a algum conjunto abet® R", F e G sao funcdes dadas.e
a funcao a ser determinada e

Tiu ,
T X2 I

denota gj-ésima ordem da derivada parcialue

j= jit jot+  +n

Os conceitos acima sao muito gerais, nao representameimadb propriamente dita. Estes
conceitos permitem expressoes sem sentido algum. Popéxem

efW=0 e ewtWw=q
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ondeu = u(x) ouu= u(x;y), comuy = fu=x e uy = fu=yy.

Observe que os dois primeiros casos nao fazem sentido @tdenalgum, pois a funcao
exponencial nunca se anula. Segue-se da” que nao existeleimcao satisfatoria para uma
EDP. Portanto, &€ importante determinar quais equa@essigni cado e restringir atencao a
esta subclasse.

DEFINICAO: A ordemde uma equacao diferencial parcial & a ordem da derivadaaior
ordem que aparece na equacao.

SeF e G nao sao constantes, quando consideradas como fungdeedvadas de ordekn
entdo ambas as equacoes (2.1) e (2.2) tém okdem

DEFINICAO: Uma equacao diferencial parcialigear se ela & um polindmio do primeiro
grau emu e em suas derivadas. Caso contrario, a EDP éndivdinear

A EDP de segunda ordem mais geral tem a seguinte forma
ﬂZu n

cr>1 ) o _ Tu A
(2.3) ;ka:].a]k(X) 7 % + Elbj () ™ +c(Xu(x)+ d(x) = O

]

onde pelo menos um dos coe cient&g(x) nao & identicamente nulo.

Sed = 0, diz-se que a EDP (2.3)domogéneacaso contrario, & ditado homogéneaA
parte principalde uma EDP é parte da equacao que contém as derivadasateondi@m. No
caso da equacao (2.3), a parte principal & a soma dupkdoekquerdo.

Equacdes nao lineares com parte principal linear sameldas deemilinearesA EDP semi-
linear de segunda ordem na forma geral & dada por

2 Lo Tu u

n
3 a = f XU e
;El:la’k(x) D T

]

Uma EDP, quando modela algum sistema f’sico, usualmemeinaitas solu¢des. Para
selecionar uma Unica funcao que representa a solugi@omproblema f'sico, deve-se impor
certas condi¢des auxiliares que mais caracterizam enséssjue esta sendo modelado. Estas
recaem em duas categorias:

1) CoNDICOES DE CONTORNO estas sdo condicdes que devem ser satisfeitas nossponto
sobre a fronteirgd Wde uma regiadV na qual a EDP se veri ca. Nomes especiais sao dados as
trés formas de condi¢cdes de contorno:

(a) Condigao de Dirichlet= g;

(b) Condigao de Neumanq’% =g

(c) Condicdes de Robimu+ b% =0
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. N N . . flu .
nas quaig; a e b sao funcdes prescritas solff&V. A notagao% denota aerivada normal,
isto &, a derivada direcional na dire¢ao do vetor nommal] We que aponta para fora d&

2) CONDICOES INICIAIS: estas sao condicOes que devem ser satisfeitas enV#otoins-
tante quando as consideracdes do sistema f'sico sa.ibima t'pica condicao inicial prescreve
alguma combinacao dee suas derivadas no tempo.

As funcgdes prescritas nas condi¢des inicial e de cantguntamente com as fungdes coe -
cientes e qualquer termo nao homogéneo na EDP, compdeidaosno problema modelado
pela EDP.

DEFINICAO: Diz-se que a solucadepende continuamente dos dadses uma pequena
mudanca nos dados produz uma correspondente mudanganpatpisolucao.

DEFINICAO: Um problema é ditdbem postee:
(i) A solucao do problema existe e € Unica;
(i) A solucao depende continuamente dos dados.

Se qualquer destas condi¢des nao for satisfeita, setd@ que o problemaraal posto

As condi¢Oes auxiliares que, junto com uma EDP, formam woblpma bem posto, nao
devem ser muitas, ou o0 problema nao tera solucao. BElaslavem ser poucas também, ou a
solugdo nao seréa Unica. Finalmente, as condi¢cOrdiaaes devem ser do tipo correto, ou a
solugcdo nao dependera continuamente dos dados.

Problemabem posto & importante em F’sica, Engenharia@&sdreas. Por exemplo, imagine
um experimento realizado em laboratorio cujo modelo matem & uma EDP. Se o problema
nao tiver solucao, entdo o experimento nao tera urpéicacao tedrica. Se a EDP tiver mais
de uma solucdo, entdao havera uma ambiguidade ao wa&plicar o experimento. E se nao
tiver solugdo que depende continuamente dos dadosy gatlquer imprecisao m'nima dos
instrumentos podera acarretar grandes distor¢cdesesalados.

O conceito desolucdode uma EDP & muito vago, basicamente ele diz que & umadung”™
que satisfaz a equacao e suas condic¢des iniciais e/oanderno. O caso & analogo a ideia de
de nir o que & uma EDP. Primeiro & preciso saber se uma dauiacéo realmente faz sentido
para que possa ser denominada EDP. Assim, o conceito désalecuma EDP vai depender
fortemente da natureza da equacao e de seus dados. Dafte maste texto o conceito de
solucao aparecera para cada tipo de problema a ser éstutd como um conceito geral.

Um fato importante e que esta fortemente relacionado dod@ssobre EDP & que existem
espacos vetoriais dimensao in nita.A demonstracao geral &€ delicada, pois usa o conceito de
cardinalidade e nao sera feita aqui. Um exemplo seraaptado ao leitor.

Exemplo 2.1:Considere o espaco vetorial de todas as fun¢des castehel nidas no inter-
valo[0; 1], ou seja,
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C([0;1= ff:[0;1]! Rj fécontnuag:

Mostre que {[0; 1]) tem dimensao in nita.

SoLUCAO: Suponha que o espacd[0; 1]) tenha dimensao nita e igual &, ou seja, que
dim[C([0; 1])] = n, onden 2 N. Agora considere 0 seguinte conjunto contendo as seguintes
n+ 1 funcoes:

b= x %X xmt

Cada uma das fun¢Oes do conjuibt@ polinomial, logo cada uma delas & cont’nua no in-
tervalo[0; 1], portanto pertencem ao espa¢{(@1]). Isto mostra qué & um subconjunto de
C([0;1)).

O prbximo passo consiste em fazer a combinacgao lineardestas funcdes, isto €, escrever

a1 X+t a X+  +an X'+ au XM=0;
onde O representa, aqui, a funcao identicamente nula.
Como uma mesma fung¢ao pode ser representada de variasrasarentao tomar-se-a a
funcao polinomial identicamente nula como represertdatfungcao 0. Assim,

a; X+ ap X+  +ap X'+ ap XM= ox+ 0%+ + 0xX"+ OX™ L
Aidentidade acima careduzida, deste modo, a uma igualdatte polindmios. Isto implica
dizer que os coe cientes dos mondmios de mesmo grau saisiguu seja,

aa=0a=0: 5 a=0 an1=0:

Isto mostra que o conjuntb & L.I. (Linearmente Independente). Mas sabe-séldabra
Linear que, em um espacgo de dimensao nita e igual gualquer conjunto com mais de
n vetores & necessariamente L.D. (Linearmente Depend&ua)o o conjuntdb temn+ 1
vetores e € L.I., entdo isto contradiz a hipotese de quepage ([0;1]) tem dimensao nita
n (se fosse o casd teria que L.D.). Logo, @0;1]) nao tem dimensao nita. Diz-se que um
espaco tendimensao in nitaquando ele nao tem dimensao nita. Portanto o espa0;d])
tem dimensao in nita.

[]

Uma situacao importante sobre as EDP & saber que ososspage “moram” as solucdes
téem dimensao in nita, diferentemente das EDO cujo espaajucao € de dimensao nita. Isto
sera feito apenas na forma de um exemplo. E neste mesmo lexsen® poss’vel constatar que
uma mesma EDP tem solu¢ao em varios espacos (logoswipds de solucao).

Exemplo 2.2:Considere a seguinte ED@¢x) = 0. Como esta equacao de segunda ordem
€ muito simples, ela pode ser integrada duas vezes endoada@ara determinar a sua solucao
geral. De fatoy(x) = ax+ b, ondea e b sao constantes. Observe que existem duas solucdes
fundamentaisy(x) = x ev(x) = 1, de modo que a solugcao pode ser reescrita na fg(Rya
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a u(x)+ b v(x). Entao o espaco das solu¢gdes da EDO dado € aquele fosnpatbs pares
ordenadoga; b) (por exemploR? e C?). Portanto, um espaco vetorial de dimens&o nita.

Agora considere uma funcao de duas variaueisu(x;y) e a EDPuyy = 0. Esta EDP pode
ser integrada em relacaaxa que implica emuy(x;y) = f(y) e que novamente integrada em
relacdo & resulta emu(x;y) = f(y) x+ g(y), que & a solugao geral da EDP dada. Note que,
por dependerem apenas da variavel independeatefuncded (y) e g(y) se comportam como
“constantes” sob derivacao exn Observe também que a dimensao de um espaco esta rela-
cionado com o espac¢o onde “moram” 0s coe cientes da solggtal da equacao.

Agora considere como solugdes fundamentais as fung&pg = x ew(x;y) = 1, de modo
gue a solucao geral pode ser reescrita na seguinte forma:

(2.4) u(x;y) = f(y) vixy)+ gly) w(xy):

Na solucao geral acima para a EDP dada, as solucoesmamiais sempre sao as mesma,
0 que muda sao as fungdes coe cientes na solucao geehnto, deve-se olhar para o espaco
onde “residem” estas fun¢des coe cientes para saber disensao.

O espaco das solugdes sera aquele formados pelos(péyeg(y)), mas que sao pares de
funcdes e nao de escalares. E 0 exemplo 2.1 mostrou gagossge fungdes tem dimensodes
in nitas. Logo, o espaco das solu¢cdes de EDP sempre tememkao in nita.

Agora sera considerado o tipo de solucao para a BRR 0 dada. Como esta equacao &
de segunda ordem, seria natural procurar por fungpeg) que satisfazem esta equacao e que
sejam pertencentes ao espaco®br outro lado, como a derivacao é realizadaxeas funcdes
f(y) eg(y) ndo precisam ser de class& forque elas atuam como “constantes”. Ent&o o espaco
C! também & um espaco de solucdes pgia

Além disso, nao ha problema algum em torigg 2 C, ou seja, apenas cont’'nuas, pois estas
fun¢des, quando derivadas em relac&psempre se anulam e neste espaco a solucao geral con-
tinua verdadeira. Na verdade, se as fungeg tiverem um numero nito de descontinuidade,
em nada alterara o fato d€x;y) dada em (2.4) ser a solucao geralglg Pode mais, 0 espaco
de todas as fun¢des descont’nuas em um nimero in nifdéos (ou até mesmo descont’'nua
em todos os pontos) atende as exigéncias da solucao Ner&lindo, basta qué(y) e g(y)
sejam funcdes para quéx;y) dada em (2.4) seja solugao geral da EDP dada.

O comentario anterior mostra que uma mesma EDP pode t@svaspacos para suas
solucdes e, consequentemente, solucdes de naturdéegeentes. Mostra também que ao re-
solver uma EDP é necessario informar previamente em cgpaice se busca solucdes, bem
como uma justi cativa para esta escolha. E, por m, revela qao existe uma de nicao de
solucado para EDP, uma vez que as varias possibilidadssldedes para uma mesma equacgao
geram ambiguidades, e uma de nicao nao pode ser amb’gua

[]
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4.3 Tipos de equages de segunda ordem

Considere uma EDRnear de segunda ordeem duas variaveis:
(3.1) alkxt 2buy+ cuyy+ du+ ew+ fu= g
Agora faga, formalmente, as seguintes substituicoes:
U 7! @%  Uy7'ab;  uy7' b% w7'a; w7 b
Assim, a equacao (3.1) se associa a um polindbmio de giliaedwa e b:
p(a;b)= aa’+ 2bab + cb®*+ da+ eb+ f:

As propriedades matematicas das solu¢des de (3.1)s@pande parte determinadas pelas
propriedades algébricas do polindnp6a; b). O polinbmiop(a;b), e junto com ele, a EDP
(3.1), & classi cado de acordo com o sinal de seu discrint@l®?  ac:

a) Hiperbolico: sé? ac> 0;

b) Parabblico: s&? ac= 0;

c) El'tico: seb? ac< 0.

Observe que o tipo da equacao (3.1) é determinado sormpentia parte principal (veja a

secao 4.2) e que o tipo podera, em geral, mudar com agmsi planay, mesmo que;bec
sejam constantes.

Exemplo 3.1:(a) A EDP 3uy+ 2uyy+ Suyy+ Xuy = 0 & el'tica. De fato,
b> ac=1%> 3 5= 14<0
(b) A equacao de Tricomi para uxo transoniagy+ yuy = 0, tem
b> ac= 0> 1y= v

Assim, a equacao de Tricomi € el'tica pgra 0, paraboélica parg= 0 e hiperbolica para
y< 0.

[]

Uma EDPlinear de segunda ordeemn variaveis tem a seguinte forma geral
o
ajUxx; + @ biux + cu= d:
1 i=1

(3.2)

T Qo5

Seuyx; = Uy x, entao a parte principal de (3.2) pode sempre ser read@uje modo que
ajj = aji. Assim, amatriZA= &;j ,n n, pode ser assumida como simétrica.
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Em Algebra Linear mostra-se que cada matrizn real e simétrica tem autovalores reais.
Estes autovalores sao (possivelmente repetidos) os deras polindmio de gran em |/ ,
def{A 1), ondel &€ amatrizidentidade n.

Denote poP o numero de autovalores positivodNeo nUmero de autovalores iguais a zero
(isto &, a multiplicidade do autovalor zero) da makiZ£ntao a equacao (3.2) é:

Hiperboblica:seN= 0eP=1,ouN=0eP=n 1;
Parabolica: s&l > 0 (equivalentemente, se det 0);
El'tica:seN=0eP=n,ouN=0eP= 0;
Ultra-hiperbblica:sdN=0e 1< P<n 1.

Se qualquer dos coe cienteg n&o for constante (isto &, se um deles for uma funcadgoen
o tipo da equacao (3.2) podera variar de acordo com agmsic

Exemplo 3.2:Para a EDP B+ Uyy+ 4uy,+ 4U,;= 0, tem-se

2 3 2 3
3 0 O 31 0 O

Azgo 1 2% e deg 0o 11 2 §=(3 FYa)a 9:
0 2 4 0 2 4 |

Comol = 0 & um autovalor, a EDP & parabolica (em todo o esgggo

Exemplo 3.3:Classi que as seguintes equagdes quanto ao tipo:
) Uxxt 2Y Uy + XUy Uyt U= 0;

b) 2xy uy+ X+ yu = O;

C) Uxx+ Uxy+ SUyx+ Uyy+ 2Uyz+ Uzz= 0.

SoLucAo: (a) Na notaczo (3.1p= 1,b= yec= x. Comob? ac=y? X, aequacio &
hiperbolica na regiag’ > x, parabolica sobre a cury@ = x e el'tica na regiag? < x.

(b) Aqui,a= 0,b= xyec= 0. Comob? ac= x2y?, que & positiva, exceto sobre 0s eixos
coordenados, a equacao € hiperbolica paraxadg excetox= 0 ouy = 0. Ao longo dos eixos
coordenados a equacao se degenera para primeira ordesegar@a de segunda ordem nao se
aplica.

(c) Reescreva a equacao em forma simétrica
(33) uX]_X]_ + 3uX]_X2 + 3uX2X]_ + uX2X2 + uX2X3 + uX3X2 + uX3X3 = O

ondex; = X,Xo= yexz= z
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A matriz correspondendo a parte principal de (3.3) &
2 3

1 3 0
A=§3 1 é:

O 1 1

ComodetA [1)=(1 1)® 10(1 ), os autovalores dA sio 1e 1 pF). Assim,
N=0eP=3 1= 2,tornando a EDP hiperbblica (em toda parte).

[]

Exemplo 3.4:Classi que as seguintes EDP quanto a ordem e ao tipo:
a) Equacao do caloty  a’uxx = O;

b) Equac&o de ondasg a’Uyy = O;

c) Equacao de Laplac®u = uxx+ uyy= O.

SOLUCAO: (a) A equacao do calor & de segunda ordem, pois esta éemada derivada
de maior ordem na equacao. Para classi car quanto acetiperéssario determinar o discrimi-
nante. Comd#\= 0,B=0eC= a2 segue-s&> AC=0? 0 ( a’= 0.Portantoaequacio
do calor é parabblica.

(b) A equacao de ondas & de segunda ordem, pois esta éra dedderivada de maior ordem
na equacao. Para esta equacio, tem-sé\gud, B= 0 eC= a2 de modo qué® AC=
0? 1 ( a)= a?> 0.Logo, a equacao de ondas & hiperbolica.

(c) Aequacao de Laplace € de segunda ordem, pois estaléra da derivada de maior ordem
na equacao. Para esta equaco, te=sé,B= 0eC= 1.Logo,B? AC=0? 11= 1<0.
Portanto, a equacao de Laplace € el'tica.

[]

As equacOes do calor, de ondas e de Laplace representamiamatb tipo parabdlico,
hiperbblico e el'tico, respectivamente. As solu¢dasapproblemas destes trés tipos tém na-
turezas distintas. Assim, estas trés equacoes, entgide seus tipos, sao as mais representa-
tivas em um estudo inicial em EDP. As proximas se¢Oeaosdestinadas aos estudos dessas
equacoes, onde cada uma sera abordada separadamente.

4.4 Equago do calor

Os problemas estudados nesta sec¢ao serao apreserdddonade exemplos.
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Exemplo 4.1:0 problema de conducao do calor em uma barra, com extreesdaantidas
a uma temperatura de € e com uma distribuicao inicial de temperatura dada pa fungao
f(x), € modelado da seguinte maneira:

8
U aux= O; 0< x<L; t>0
u(o;t) = 0O; t> 0;
(4.2)
ulL;t)= 0; t> 0;

u(x;0) = f(x); 0 x L:

Figura 4.1: Problema do calor com condic¢Bes de Dirichbehbgéneas.

As seguintes nota¢des adotadas acima signi cam:

- e Uxx = Ui
U = 7t xx = e
A funcaou(x;t) & a temperatura da barra em cada pordo longo do tempo. A constante
a? é chamada ddifusividade térmica & de nida por

k
a2=

rs

ondek €& a condutividade térmica, & a densidade €€ o calor espec” co do material da barra.

As condi¢des de contorng0;t) = u(L;t) = O representam a temperatura nas extremidades
da barra, que neste caso & Na verdade, este modelo diz que a temperatura nas extrasida
da barra devem ter valores constant€®;t) = T, e u(L;t) = T,. Porém, basta considerar o
caso homogéneo, ja que o caso hao homogéneo pode skidegmr mudanca de variaveis
adequadas.
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Quando as condicdes de contorno dao informacdes sohracaou nas extremidades da
barra,u(0;t) e u(L;t), o problema de conducao de calor &€ chamadprdblema de Dirichlet.
Quando as condi¢des de contorno dao informacdes salegvada normal ux(0;t) e uyx(L;t),

o problema de conduc¢ao de calor € chamadprdblema de Neumann.

A condicao inicialu(x;0) = f(x), com 0 x L, & uma distribuicao inicial de temperatura,
ou seja, uma fonte de calor representadafgigy em cada ponta da barra.

A EDP (Equacao Diferencial Parcial), a?uxx= 0, descreve a evolucao da temperatura no
intervalo O< x< L ao longo do tempb> 0. Resolver o problema dado consiste em procurar
uma solucaa(x;t) que satisfaz a EDP dada e submetida as condi¢des de cor@anicial.

O problema de conducao de calor (4.1) € linear, pois @npa@s das derivadas deao todas
iguais aum. As condi¢Oes de contornos sao homogémgessia zero. Entdo, a ideia &€ procurar
solugdes que satisfazem a EDP e as condi¢cdes de cortdapmis fazer uma superposi¢cao para
satisfazer a condi¢ao inicial.

Observe, primeiro, que(x;t) 0 satisfaz a EDP do calor, bem como as condi¢Oes de con-
torno, mas nao satisfaz a condi¢ao inicial, excetd smbém for identicamente nula. Cako
nao seja identicamente nula, entdo 0 nao interessa, pois ela signi ca que a temperatura €
nula ap6s a barra ter sido submetida a uma distribuigg@irde temperaturd(x) nao nula;
sicamente isto nao faz sentido. Entao, o objetivo & prac outras solu¢des nao nulas para o
problema de conduc¢éao do calor.

O método que sera usado recebe o nomeegaracao de variaveigste método consiste em
considerar, como hipotese, que a solug@ot) pode ser escrita como o produto de duas outras
fungdes, uma dependendo soxdeoutra dependendo sb HeAssim,

(4.2) u(x;t) = X(x) T(t):

O procedimento consiste em derivgk;t) acima e substituir estas derivadas na equacao do
calor. Um calculo direto mostra que

wxt)= X T e uxxt)= X% T):

Substituindo estas derivadas na equagioa?uxx = 0, resulta em

X0 T a%) TO )XW TO= o5 XK TW;

ou ainda,
X% 1 TYQ)

X(x) a2 T()

(4.3)

A leitura que se deve fazer sobre a equacao acima & queiasgeia estao separadas, uma
vez que o primeiro membro s6 tem funcdes na varig&web segundo membro s6 tem fungdes
na variavet. Além disso, deve-se responder a seguinte pergunta: Ehsituecao uma funcao

! Derivada normal & a derivada direcional na dire¢cio dorwedrmal exterior, ou seja, o vetor normal apontando para
fora da regiao.
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que depende deé igual a outra funcao que depert@eA igualdade sb pode existir quando a
equacao (4.3) for igual a uma mesma constante. Se assirfosgée, ao manter uma variavel
xa (por exemplo,x) e deixar a outra (no cash,variando, um lado permaneceria constante e o
outro estaria variando, mas isto viola a igualdade.

Agora denota-se por/ estaconstante de separacaBste sinal de “menos” & para simpli-
car os calculos, aléem do mais, nada € dito sobre o sinal dde modo que & preciso com-
preender que ndo é correto dizer que € uma constante negativa. Assim, a equacao (4.3) ca
reescrita na forma

(4.4) S= ==

onde omitiu-se as variavexet para simpli car as notacdes.
A expressao em (4.4) implica em duas EDO:

(4.5) X% I x=0 e T%“a%T=0O

A funcaou(x;t) = X(x) T(t), para satisfazer a equacao do calor, deve satisfazerass du
EDO acima. Mas, além disso, também deve satisfazer ascnakicdes de contorno, isto €,
u(0;t) = u(L;t) = 0. Fazendox= 0 emu(x;t), obtém-se

uG;)= X(0) T(MH=0 ) X(0) T(t)=0;

isto signi ca que, ouX(0) = O ouT(t) = O paratodd > 0. Porém, sd (t) = 0 para todd > 0,
entaou(x;t) seria igual a zero para todqg;t), ou sejau 0. Este escolha implica na solugao
trivial e que ja foi descartada. Assim, assume-sexfi®® = 0, que & conhecida conoondi¢ao
de compatibilidadeque, grosso modo, signi ca que esta escolha torna o problgcenente
compat’vel.

Fazendo o mesmo com a segunda condi¢ao de contorno,-Gktém

ul:t)= X(L) TM)=0 ) X(L) T(t)= O;

ousejaX(L)= OouT(t)= Oparatodd > 0. Como visto, a op¢cad(t) = 0 paratodd > O con-
duz a solucao trivial, que esta descartada. Entacnassse outra condicdo de compatibilidade,
gue éX(L) = 0. Tem-se, portanto, que

(4.6) X(0=0 e XUL=0

Segue-se da primeira equacao em (4.5) e das duas cesdigd (4.6) que € necessario re-
solver o seguinte problema de valores de contorno:

8

3 X%/ X =0
4.7) 5 X(0) = O;

" X(L) = 0
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O exemplo 1.5 mostrou que o problema (4.7) exige analiseesods casod: = 0,/ < 0e
I > 0.

CAso 1: paral = 0. A equacao ca reduzida ¥°%= 0, que integrada duas vezes seguidas
resulta emX(x) = ax+ b. Agora usa-se as duas condi¢cdes de compatibilidade.X?arg,
tem-se que

X(0)=a0+b=0 ) b= 0:

Assim, resultaX(x) = ax Agora se fax = L, de modo que
X(L)y=alL=0 ) a=0oulL=0:

ComoL > 0 (isto &, & diferente de zero), ent@ig 0. Com issoX(X) = 0 para todx. Mas se
X(X) = 0 para tod, segue-se da separacao de variaugist) = X(x) T(t) = O para todo,
ou seja, quer 0.

CAsoO 2: | < 0. Para evitar o aparecimento de ra’zes quadradas/ faca n?. Assim, a
equacao em (4.7) canaform¥® n?X = 0. Pelo exemplo 1.5, a soluc@o geral desta EDO &

X(X) = ¢; cosi{mx)+ ¢, senh(nx):
Usando a primeira condi¢ao de contork¢0) = 0, obtém-se
X(0)= c1 coshO+ c,senh0= 0 ) c1=0:

Logo a solugao geral ca&X(x) = c; senh(nx). Usado a segunda condi¢ao de contorno,
X(L) = 0, obtém-se

X(L)= ¢, senh(nL)=0 ) c2 = 0 ou senkinl) = O:

ComoL > 0 em6 0 (pois/ < 0), entaoni 6 0, de modo que serfil) 6 0. Isto implica
quecy = 0. Logo,X(x) = 0 paratodw e, portantou 0.

Caso3:/ > 0.Fazendd = n?, tem-se que a equacao em (4.7) cana fox% n?X = 0.
Pelo exemplo 1.5, esta Gltima equacao tem solugad gera

X(X) = ¢ cognx)+ c, sen(nx):
Usando a primeira condi¢ao de contork¢0) = 0, obtém-se
X(0)= c1 cosO+ ¢, senC=0 ) c1=0:

Assim a equacao canaform@(x) = co sen(nx). Agora aplicax-se a segunda condicao de
contorno X(L) = 0, para concluir que

X(L)= ¢, sen(n.)=0 ) c;=0 ou serfnL) = O:
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Sec, = 0, entdaoX(xX) = 0 para todox e, consequentemente, 0, que apbs somar as
solugdes dos trés casos, resultaria na solugaoltuviaO, que nao interessa. Assim, tem-se
que serinl) = 0, que implicaem

212
n
m.=np ) m=aneI=L—2

Assim,

Xn(X) = c2 sen %(

Sem perda de generalidade, pode-se fazer 1 (isto cara claro mais adiante), de modo
que

(4.8) Xa(X) = sen ?

Agora retorna-se a equacao (4.5) &misto &, T+ a?/ T = 0. Observe, primeiro, que 0s
casosl = 0 el < 0 cam descartados também para esta equacao, pois mesentegha
solucao, ela ndo interessara, uma vez que nestes dois sampre se tem 0 como foi visto.
Entao, resta apenas resolver esta equacad par@. Assim, a equagcao ca
n2p2 a2

0 — N

Mas esta EDO & simples de resolver, de modoTfipé proporcional expgl n*pa?)=.2 | ou
seja, a solugcao para a equacao acima é

To(t) = k el "P**)=2;
Novamente, sem perda de generalidade, pode-se tomdar de modo que
(4.9) To(t) = el mPra)a.

Deu(x;t) = X(x) T(t) segue-se quan(x;t) = Xn(X) Ta(t). Entdo, basta multiplicar (4.8) e
(4.9) para obter

un(x;t) = el mp?a?)a2 gon %( ; n=1,2;3;:::

Estas func¢des acima, para taa@ N, satisfazem a EDP dada (4.1), bem como as condi¢des
de contornos. Para con rmar, basta fazer as substitsigiietamente; ca como exerc’cio.
Resta apenas veri car se elas satisfazem a condigaainici

u(x;0) = f(x); 0 x L:

Quando se trabalha com EDO e P.V.l.,, € comum formar combéwbtneares de solucdes
fundamentais e depois escolher os coe cientes desta cagdomnque satisfazem as condicdes
iniciais. O passo a ser adotado para a nossa EDP é similaryerque existe uma in nidade
de solucdes para o problema. A combinacgao linear gerah verdade, uma série in nita. E



376 4 Aplicacbes as EDP

z

o procedimento de formar estas “combinac0es linearastas” € chamado dsuperposicao.
Assim, supde-se que seja poss’vel escrever

¥ ¥
(4.10) uxt)= & ¢ un(Xt)= & cn e( %tz g IPX

n=1 n=1 L
onde 0s coe cientes, ainda estao indeterminado.
Deve-se supor que esta série dada em (4.10) & convergassim, para satisfazer a condicao
inicial u(x;0) = f(x), para0 x L, deve-se fazer= 0 em (4.10), de modo que
g npx
ux,0)= g cn sen — = f(x):
n=1 L
E a partir da expressao acima que se escolhe os coe cigntessmodo que a série de senos
acima convirja para a distribui¢ao inicial de temperafi(x), com0 x L. Mas observe que
a série v
f(x)= & cn sen %(
n=1
€ exatamente a série de Fourier para uma funcao ‘mpertervalo L x L. Portanto, se
a funcaof(x) for estendida de modo ‘'mpar no intervéloL;L] e depois estendida de forma
peribdica de per'odd = 2L, nomeando tal extensao ph(x), entao a série acima é tal que seus
coe cientes sao dados por
ZL npx

Ch= E Lf(X) sen T dx=

Z

f(x) sen 2PX 4y
0 L

2
L
pois o integrando & uma funcao par (pois o integrandméduyio de duas funcde$,e seno, que
sao0 ‘mpares). Alem dissd,coincide comf no intervalo[O; L].

Portanto, a solucao do problema (4.1) & dada por

¥
npx
uxt)= § co el Ppfaf)=2 gen % ,

n=1

onde 0s coe cientes, sao dados por

Cnh= EZLf(x) sen npx dx
"L oo L

O que garante a convergéncia da solu¢do acima é a natdaefzin¢aof. Para dar sentido,
inicialmente se fez uma extensao ‘mpar e periodica degel = 2L. Mas como visto no
cap’tulo 2, para que a série de Fourier pareonvirja, também & necessario supor duseja
seccionalmente diferenciavel. Em todo este captulassumido que as fun¢des que aparecem
nos problemas satisfazem as hipoteses para converg@émdieadas.

Apesar de a fungab poder ser descont’nua (a nal, por hipbteg& seccionalmente diferen-
ciavel), a solucaa(x;t) & cont’'nua para valores arbitrariamente pequen®s-de, na verdade
& poss'vel mostrar que a solucdo é de classel€o mostra que a conduc&o do calor & um
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processo que suaviza, instantaneamente, quaisquer tiesamades que possam estar presentes
na distribuicao inicial de temperatuféx).

Por m, o leitor &€ convidado a observar atentamente a gmlwgptida e analisar seu compor-
tamento. Note que a exponencial que aparece no somatdripdt&ncia negativa, isto faz com
que a solucao tenda para zero quangimde para in nito. E isto esta coerente com o problema
proposto, uma vez que a barra esta mantida aa@ extremidades, ou seja, quando o tempo
aumenta a temperatura da barra se aproxima de 0

[]

Observa@o 4.1:Para saber se a solucao obtida para o problema (4.1)astda; € preciso
testar e justi car. Deve-se veri car que a solucao satzss condigdes de contono, bem como
a propria equacgaodo calor. A solucao obtida no exerapterior &

¥
u(xt) = ré{lcn el PPz gon %(

Apenas dessa vez, neste texto, sera mostrado que estacsshtisfaz a EDP dada e as
condicdes de contorno. Nos demais exemplos a veri catgique é solucao sera deixada para
o leitor.

Inicia-se pelas condi¢bes de contorno. Tem-se:

¥ ¥
20 2 np0 222
uot)= § cn el M2 gon P2 = 8 o o( )R gon=
n=1 n=1
€ ¥ L ¥
2.2.2 n 2,22
uL:t)= § cn el ™P*)2% gen AL & cn el ™42 sen(np) = O;
n=1 n=1

pois senG 0 e seno de mdltiplo inteiro detambém é zero.
Para mostrar que satisfaz a EDP em (4.1), deve-se derid))(4formalmente”, uma vez
em relacao & duas vezes em relacax a substituir na equagao. Assim,

¥ 22,2
n-p<a npx
w(xt)= a Lz cn el mPat)=2 gopn DPX
n=1 L L
€ ¥
n npx
(Xt = Q op ¢, el ™A oog npx-
n=1 L L
de modo que
§ PP ( at)az npx
Uxx(Xt)= a e sen I
n=1

Substituindo as expressdes pafi;t) e uxx(x;t) na EDP dada em (4.1), obtém-se

> 4
U a Ux= a
n=1

21242
n p-a ( nzpzazt):Lz npx
Tz &° Sen
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212

n=p ( nzpzazt):Lz npx
—s— € sen ——

L2 L

21242
n a 2.2.2 npx
p Ch e( n?p2a t):|_2 sen [E +

2,22
n-p-a 2,2,2¢) 2 npx
TP ()22 gen —f

I
o

0 que demonstra o que foi a rmado.

Antes de continuar & preciso fazer uma observacao: resopanteriores, para realizar as
derivacOes, passou-se a derivada para dentro do s’ndeotmmatério. Em geral isso nao é
poss’vel, somente & poss'vel se a série assim formanarge uniformemente e nada garante
isso até agora. Sugere-se que o leitor retorne a seado2cap’tulo 2 para ver as hipoteses
necessarias para que as operacdes acima sejam validas.

[]
Exemplo 4.2:Considere agora o seguinte problema:
8
U aUy= O; 0< x<L; t>0
u(o;t) = Ty; t>0;
(4.11) OH=T
u(L;t) = Tp; t>0;
u(x;0) = f(x); 0 x L:

No problema acima, as condigbes de contorno sao nao dgwemas: uma das extremidades
da barra € mantida a uma temperatura consfinéea outra & mantida com outra temperatura
constantel,. A ideia para resolver este problema consiste em reduzidim goroblema com
condi¢cdes de contorno homogéneas, que pode ser resalmdo no problema (4.1). Quando
uma EDP modela algum problema f'sico & comum observar@nfieno envolvido e usar argu-
mentos f'sicos para resolver o problema.

No caso do problema (4.11) quandb ¥ a barra alcancara uma temperatura estacionaria
v(X), ou seja, independente do tenpe das condic¢des iniciais. Note que a derivada éen
relacao d € nula, pois a funcawsb depende de Assim, ao substituir as derivadasw(&) na
equacao do calor, obtem-ge= 0 ey = VP? Alem disso, usa-se as condicdes de contorno para
x= 0ex= L. O problemaenv ca assim:

8
3 V%) = 0; 0< x< L;

5 V(0) = Ta;
V(L) = To:
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Figura 4.2: Problema do calor com condic¢des de DiricHetimomogéneas.

O problema acima & uma EDO com condi¢des de contorno.ug3olgeral da EDO é obtida
integrando-se duas vezes seguinda e & dadapor ax+ b. Agora usa-se as duas condi¢cdes
de contorno para encontrar as duas contameds. Tem-se:

v(0)= a 0+ b= Tq; T T
(0) 1 ) b=T, e a= 2 1
vil)=a L+b=T, L
Portanto,
T T
(4.12) v(X) = 2 1ys Tq:

O proximo passo consiste em escrever o problema (4.11) coma de temperatura esta-
cionariav(x) com outra transiente(x;t), ou seja,

u(x;t) = v(x)+ w(x;t)

Derivando parcialmente a equacao acima, primeiro engdelat e depois duas vezes em
relacao &, obtém-se

u (X t) = we(Xx;t) e Uu(Xt) = w(X;t);

poiswt(X) = 0 evey(X) = V¥X) = 0.
Substituindo estas derivadas parciais na EDP do problerhd)(4esulta em

U aUxx=W awyx=0 ) W awgy = 0:

Para as condi¢Oes de contorno, encontra-se
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( u(0;t) = v(0) + w(0;t) = Ty; ( T+ w(0;t) = Ty;
u(L;t) = v(L)+ w(L;t) = Ty; To+ w(L;t) = Ty
ou sejaw(0;t) = 0 ew(L;t) = 0. Para a condicao inicial, tem-se qu; 0) = v(x)+ w(x;0) =
f(x), isto é,

T, Th
L
Portanto, o problema a ser resolvido paraa assim resumindo:

w(x;0) = f(X) Ww(X) ) w(x;0) = f(X) X i

8
W awgx = 0; para O< x< L; t> 0;
w(0;t) = O; parat > 0;

(4.13)
w(L;t) = 0O; parat > 0;
T, T
- w(x0)= (X 21y T1; para 0 x L:
Fazendo

T, T
g9 = f) “—x Ty

o leitor notara que o problema (4.13) € idéntico ao pnoial€4.1), onde se trochpor g dada
acima eu porw. Como visto anteriormente, a solucao do problema (4dgda por

¥
2024 npx
wWixt)= § cn e TPEE2 gen PX
n=1 L
onde
z z
2°L npx 2- L T2 T) npx
= — n — = — f T n —
anOg(x)se deL0 (€] 3 Xx T, se I_d>c

Para nalizar, basta lembrar que a solug¢ao do problenidj&u(x;t) = v(x)+ w(x;t). Por-
tanto, tem-se que

T T S 22, npx
u(x;t) = (2T, Ti+ & oo el "R gen npx-,
L s L
onde >
2L T, Ty npx
Ch= — f(x X Ty sen — dx
n L o ( ) L 1 L

Exemplo 4.3:Considere agora o seguinte problema:
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8
3w a’ux=0; parax2R et>0;
(4.14) 5 u(x;0) = f(x); para x2 R;

u limitada.

Figura 4.3: Problema da barra in nita.

O problema acima modela a temperatura u(x;t) em umabarra in nita, onde se conhece
apenas a distribui¢do inicial de temperatura. A caaligéu ser uma fungao limitada &€ uma
condicao de contorno no in nito e que garante a unicidaaleaucao do problema dado. Esta
condicao também impoé a condicao de compatibilidatimitada.

Emprega-se o método de separacao de variaveis, pratusalucdes da forma

u(x;t) = X(x) T(t):

Derivando a expressao acima, encontramarse X T%euy = X% T. Agora substitui-se na
EDP para obter
X0 1 719 I
<= 7= |

X a2
ondel/ €& uma constante. Portanto,

X% | x=0 e T™/a?T=0
A solucao geral da EDO eix € dada por
P P
X(=ae '""+be X
e a solucao geral para a EDO dn& dada por
T)=k e 't

O leitor deve observar quee b acima nao sao necessariamente constantes. Na vexedle
podem depender (ou seja, ser funcao) dgue nao muda a solucao geral. Para ver isso, escreva

pP—
XxX)=a(l)e "X+b(l)e %
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Observe que a intencao é derivar duas vezes a expresisd® @ veri car se ela satisfaz a
equacadX®® | X = 0. Note também que as funct&$ ) eb(/ ), quando derivadas em rela¢ao
ax, atuam como “constantes”. Assim,

Xo(x):p—la(l)ep_’x P I b(l)e '

pP—p P— P— P pP—
X%x) = I I a(l) e X I I b(l)e X%

X% = 1 a(l) e 1% | b(/)y e %

Agora o resultado obtido sera substitu’do na EDO paracagrse ela é satisfeita. Tem-se:
h P p__ i

X% x= | al)e '* I bl)e X+
h i

p—
+1 a(l) e '*+pl)e X

I alye '™ 1 b(l)e !X+

p—
+1 a(l)e "+ pl)e %
=0:

Isto mostra que(/ ) e b(/ ) ndo precisam ser constantes para ¥(®) satisfaca a EDO
X% | X = 0. Isto se deve ao fato de nao existir qualquer condiciioal, como as condicdes
de contorno, que possa garantir @fe) e b(/ ) sejam de fato constantes.

Continuando, tem-se, portanto, que a solucao geral pagaacao do caloy(x;t) = X(X)
T(t), € dada por h i

P / /
u(xty= a(l) e "*+b(l) e X e It

e P— . L
Como se busta solucdes limitadas, entdol tem que ser um imaginario pufaje modo

quel 2R el 0.Fazendd = w?, obtéem-se
h P—>3 Py | 2
ur(xt)= a(w) e "X+bw) e WX e WL

Observando qug w2 = ID_1 w = iw, a solucao geral ca naforma
(4.15) uw(xt)= a(w) e+ b(w) e WX g WA

AEDO X% w?X = 0 acrescida da condi¢ao de a soluczo ser limitada fazjeeno conjunto
de autovalores desta equacao nao seja enumeravekeptEsm um conjunto de nUmeros reais

2 Em Variaveis Complexa tem um resultado, cujo nome é teardenLiouville, cujo enunciado &: “Se uma funcao
f(2) for inteira e limitada no plano complexo, entdx) & constante em todo o plano”. Uma fungéo complexa érmtei
guando ela é diferenciavel em todos os pontos do planolexmEsse € o caso da funch@) = e?. Mas se essa fungao

fosse limitada, entao pelo teorema ela teria que ser auestdas é facil ver qué(z) = e ndo & constante, logo ela &
ilimitada.
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w. E como nao se tem uma fam’lia enumeravel de autovalergdp nao & poss’vel formar
uma série somando todas as solu¢des de (4.15). Se @targe uma série como uma “soma
discreta”, entao a ideia de “somar continuamente” devengerpretada como uma integral.

Logo, & natural procurar solugdes do problema (4.14pr@ndo as solu¢des em (4.15). Assim,
Zy
uw(x;t) dw
0

u(x;t)
Zy _ _ ,
a(w) e+ b(w) e "X e "ldw
Zy _ X Zy _ X
a(w) "™ e Wldw+  b(w) e "X e "ldw
0

Z¥ H 2 Z ¥ H 2
a(w) e"* e Wldw b( a) e'?* e ( AMgg
0 0

Z¥ H 2, ZO H 2,
a(w) e"™ e Wldw+  b( a) e'? e 3'da
¥

Z¥ H 24 ZO H 24
a(w) e™ e Wldw+  b( w) "™ e "ldw;
0 ¥

onde se fez a mudanca de variawgis a (edw= da). No Ultimo passo acima retornou-se
com a letraw no lugar dea, pois a variavel de integracao € “muda” (isto &, napanta qual
letra &€ usada).
Agora de ne-se
a(w); se ¥w<Q(;

olw) = b( w); se 0 w< ¥:

Deste modo, obtém-se
Zy Zy
iwx w2 iwx w2t
u(x;t) = a(w) e e dw+ b( w) e™ e dw
0 ¥

Zy Z,
H 24 H 2,
gw) e e Wldw+  g(w) e e Wldw
0 ¥

Zy _ ,
g(w) e"* e "ldw:
¥

Para fazer com que certas formulas sejam simétricasiptitdt se a integral acima pan 2p,
de modo que uma representacao melhor pérd) é
1 Zy ; 2
uxt)= p=—  gw) e e "idw:
2p ¥

Agora observe que a condi¢ao inicial dadés;0) = f(x), quando aplicada na expressao
acima parai(x;t) (isto &, fazendd= 0 emu(x;t)), implica em
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1 z ¥ .
f(x)= p=—  g(w) e dw:
2p ¥

A expressao acima pafdx) € a transformada inversa de Fourier. E o procedimento de int
grar as solucdas,(x;t) dadas em (4.15) sugere, para o problema da barra in nitajrasymn-
dente aplicacao da transformada direta de Fourier em susdbbmembros da EDP dada.

[]

O proximo exemplo resolve o problema (4.14) através desfoamadas de Fourier.

Exemplo 4.4:Resolva o seguinte problema da barra in nita:

8

3 U a’uy=0; parax2 R et> O;
(4.16) 5 u(x;0) = f(x); para x2 R;

Cjuxt)j < M; ondeM > O

SoLucAo: Aplicando a transformada de Fourier em ambos 0os membrogukc@o, bem
como a sua linearidade, obtém-se

Fu a%uw =0 ) F(w) a® F(ue) = 0:

Pela proposicao 5.3 (do captulo 3), tem-se que
Flucet]= RG] e Fluo(idl= WP FluGoo):

Substituindo na Gltima equacao acima, encontra-se

%F[u(x;t)]+ a’w? Flu(x;t)]= 0 ) % Fluxt)]= a?w?Flu(xt)];

ou de forma mais simples:
%F(u) = a%w? F(u):

A expressao acima pode ser interpretada como uma EDO deipaiordem e cuja solucao
geral &€ dada por
F(uy=ke 3"t

ou mais explicitamente,
20,2
Fluxt)] = k e &Wt:

Fazendd = 0 na expressao acima e lembrando a condicao ini¢a0) = f(x), obtém-se
FIf(¥)] = Flu(x.0)] = k e°= k:
Portanto,

(4.17) Flu(xt)] = F[f(x)] e @™t
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Pela formula 7 da tabela de transformada de Fourier, tequee

F e ? =p—1_eWL““a:
2a
Fazendo
a= ! ou 1 a‘t
"~ 4a2?t 4a =
obtém-se h i
20,2 1 2,2
Fex_(4at) = p eaWt;
H4a?t)
ou ainda,

h i
E e X*=(4a2t) _ api e aZwt.

gue implicaem

(4.18) F g e ™) - ¢ a%wh.
a 2t

Substituindo (4.18) em (4.17), obtém-se

Fluc)] = FIEX] F —p— e () .
a 2t

Mas pelo teorema 6.1 do captulo 3 (convolug¢ao no tentpa);se que

FI(F 9)(¥]= p% FIEOJ] Flo(3)]:

Portanto,
Fluxt] = poe F f() —p— e *@?)
2p a 2t
=F 91: —p— f(x) e #(aa%)
2p a

1 2 (4.2
F —p— f(x) e %)
2a pt »
Aplicando a transformada inversa em ambos 0os membrosyedaé

u(x t) — 1 f(x) he XL—(4azt)i
M= ot pt

1 Cx (x 9)’=(4a2t)
=—p— f(ye” dy.
22" ot « y) Y.

A Ultima expressao acima € a solugao do problema (4416 disso, & poss'vel demonstrar
que, sef & uma funcgao limitada, seccionalmente cont'nua e atmwolente integravel, entdo a
solugcao acima de ne uma funcao que satisfaz a equdgacalor e | IiOm u(x;t) = f(x); nos

t! o*
pontos em qué é cont’nua.

[]
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4.5 Equaco da onda

Exemplo 5.1: Suponha que uma corda elastica de comprimeesieja ligeiramente esticada
entre dois pontos colocados horizontalmente, de modo queoaxeesteja ao logo da corda.
Pense em um elastico preso por dois pregos, ou as cordasdel&n) por exemplo. Suponha
gue a corda seja colocada em movimento, oscilando em um pé&atical. Denote pou(x;t)

o deslocamento vertical da corda no porte no instanté. Suponha também que os efeitos
de amortecimento (resisténcia oferecida pelo meio ondedacse encontra) sao desprezados e
gue a amplitude do movimento nao & muito grande.

Figura 5.1: A corda vibrante.

Nestas condi¢cdes, o modelo matematico da corda vib&atéelo por

8utt a’uyy = 0; se <x<L e t>0
% u(o;t) = 0O; set O
(5.2) u(L;t)= 0; set O
u(x;0) = f(x); se 0 x L;
W(x;0) = 0; se 0 x L:

A constantea? que aparece na equacio de onda & dada por

T
a2: —
r

ondeT € a tensao na cordareé massa por unidade de comprimento.

As condicdes de contorng0;t) = 0= u(L;t) signi cam que as extremidades da corda per-
manecem xas. Ja a condicao inicigl; 0) = f(x), para0 x L, signi caaposic¢ao inicial da
corda e a condi¢ao inicial(x; 0) = 0 signi ca que a velocidade inicial da corda & zero, ou seja,
parte do repouso. Portanto, o modelo dado em (5.1) descoewvdaelastica com deslocamento
inicial nao nulo.

Este primeiro problema envolvendo a equacao de ondarssdivido pelo método de
separacao de variaveis. Suponha que a solu¢ao seggpdad

(5.2) u(x;t) = X(x) T(t):

Entdo, como ja visto,
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Figura 5.2: O problema da corda com extremidades xas pdotdo repouso.

ue(t) = X(X) T e un(xt)= X% T():
Substituindo estas expressdes na equacao de onda-ebté

X T 2% Tm=0 ) X% TM= 5 X0 T%);

ou ainda, que
X%) _ 1 T%) _
X az T()

Como ja foi visto, o primeiro membro s6 dependexjengquanto o segundo membro sb
depende dé& de modo que a igualdade so faz sentido se ambos os memiepsifpais a uma
mesma constante. Como ja dito, o sinal de menos nao s@ujue a constante &€ negativa, ele
€ usado apenas para simpli car as contas que serao fesaguir. Segue-se imediatamente da

igualdade acima que

(
X% | X = 0;

(5.3)
T a?/ T= 0

Agora deve-se substituir as condi¢cdes de contorno em§ara obter as condicdes de com-
patibilidade. Tem-se:

u(o;t)= X(0) T(t)=0 ) X(0)=0 ou T(t)= 0 paratoda:

Mas seT(t) = 0 para todd, entao por (5.2) se vé facilmente que 0, ou seja, se tem a
solucdo trivial e que ndo € de interesse. Fisicamergel|wgcao trivial signi ca dizer que vocé
puxa a corda e ela imediatamente volta para a posicao déeiquisso nao faz sentido, ja que
a corda € elastica. Segue-se da’, (@) = 0.
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Com a outra condi¢ao de contorno se obtém
u(lL;t)= X(L) T(t)=0 ) X(L)y=0 ou T(t)= 0 paratodd:

Novamente, s& (t) = 0 para todd, entdo por (5.2) segue-se que 0. Portanto, escolhe-se
a condicaoX(L) = 0.

A condi¢ao inicialu;(x; 0) = 0 também & usada. Derivando (5.2) em relacg@htém-se que
w(x;t)= X(x) T{t), de modo que

w(x0)= X(x) TY0)=0 ) TY0)= 0 ou X(X)= 0 para todo:

Como visto, se&X(x) = 0 para todc, entaou 0. Logo,

(5.4) TY0) = 0
Assim, deve-se resolver o seguinte problema de valoresrderco:
8
3 X%/ X =0
(5.5) 5 X(0) = 0;
- X(L) = 0

Como/ pode ser igual a zero, negativo ou positivo, entao & preatiigdir o problema em
trés casos.

Caso 1: paral = 0 aequacao ca reduzidaX®® 0, que integrada duas vezes em relacao
ax resulta emX(x) = ax+ b. Agora deve-se usar as condi¢cdes de contorno para determi
valor das constantese b. Tem-se:

X(0)=a 0+b=0 ) b= 0:
Resulta da” qu&(x) = ax. Usando a segunda condi¢ao de contorno, encontra-se
X(L)y=alL=0 ) a=0 ou L=0:

MasL & o comprimento da corda, logo ele nao pode ser igual a 3egue-se, portanto, que
a= 0, o que implica qu&(x) = 0 para todw. E por (5.2), segue-se que O.

CAso2:1 < 0.Fazendd = n7, paraevitar o aparecimento de ra’zes negativas, a agquac”
ca escrita naform&® mX = 0. Pelo exemplo 1.5, esta Gltima equag&o tem a seguihigisn
geral:
X(X) = ¢ cosi{nx)+ cosenh(/ x):

Pela primeira condi¢ao de contorno em (5.5), obtém-se
X(0)= c1 coshO+ c,senh0= 0 ) c1=0:

Logo, X(x) = ¢ senh(nx). Usando a segunda condi¢cao de contorno, encontra-se
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X(L)= ¢, sen(nL)=0 ) cc=0 ou senlinL)= 0:

Mas como visto, sentnl) 6 0, poismé 0eL 6 0, de modo quen L6 0, e seno hiperbolico
de nimeros diferentes de zero é diferente de zero (usenalfdbpara se convencer disso). Logo,
c2 = 0, de modo qu&(x) = O paratodo e isto implicaenu 0 ao se usar (5.2).

CAso 3: paral > 0. Fazendd = n?, aequacao ca na form4°% n?X = 0. Pelo exemplo
1.5, segue-se que a solucao geral da EDO é dada por

X(X)= ¢ cognK)+ c, sen(nx):
Usando a primeira condi¢ao de contorno, obtém-se
X(0)= c1 cosO+ cpsen0=0 ) c1=0:

Logo, a equacao caresumida ex{x) = c; sen(nx). Agora aplica-se a segunda condi¢cao
de contorno para encontrar

X(L)= ¢, sen(nL)=0 ) cc=0 ou serfnL)= 0:

Caso seja, = 0, entaoX(x) = 0 para todak, de modo que se temn 0. Entao procura-se
casos em que sénl) = 0, ou seja, o0 argumento deve ser igual a um multiplp deto &,

_mw

sen(nL)= 0 ) m.=np ) L ]

Aléem disso, por set = n?, segue-se que
n2p2

L2
Portanto, o problema (5.5) tem as seguintes solugcdes

Xn(X) = ¢ sen ? ; n=1,2,3;:::

| =

Sem perda de generalidade, pode-se tamar 1, como ja foi explicado anteriormente (esta
constante sera “absorvida” pelas constantes que apacecarsuperposicao de solucdes). As-

sim,
(5.6) Xn(X) = sen ? ; n=12;3;:::

Como os casos 1 e 2 levam sempre a solucao trivial0, entdo nao importa como sera
a solucao para a equacd8% a?n?T = 0 nestes dois casos. Assim, a EDO enfeve ser
analisada apenas na situacao do caso 3. E pelo exempledliicao geral para esta equacao &

T(t)= ky codam)+ ky, sen(ant):
Por (5.4) tem-se que{0) = 0. Derivado a solucao acima e usando esta condiczennbé

TY) = kiam sen(ant)+ ko/m cogamnt);
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de modo que
TY0)= kiam senO+ kbamcosO=0 ) kpam= 0:
Mas como ja vistoa; mé 0, logok, = 0 e, portanto,
T(t)= kg coqant):

Sem perda de generalidade, tomése 1 e introduz-se o valor deja obtido no caso 3
para escrever

(5.7) Th(t) = cos %at , n=1;2;3;:::

Segue-se de (5.2), (5.6) e (5.7) que

(5.8)  Un(Xxt)= Xa(X) Ta(t) = sen %‘ cos %at

satisfazem a EDP e as condi¢cdes de contorno do problefjal{gm como a segunda condicao
inicial u(x; 0) = 0 (deixa-se estas veri cagdes como exerc’cio para orfeiAs fun¢des acima
sao solugdes fundamentais do problema dado.

A primeira condicao inicial em (5.14(x;0) = f(x), com 0 x L, sera agora usada. Para
satisfazer esta condicao inicial, considera-se umapopigao das solucdes fundamentais (5.8)
com escolha adequada dos coe cientes. Assim, supde-se gaadidato a solugao tenha a
seguinte forma:

' n=12:3::::

¥
u(xt)= & cn un(Xt)
n=1
g npx npat
= 4 c sen — cos ——
n=1 L L

Mas para que este candidato a solucao seja de fatoawldg problema (5.1) & preciso
informar com precisao quais sao estas constamtesu seja, uma maneira de obté-las concre-
tamente E neste ponto que se usa a primeira condicao inicial, thkzer 0 no candidato a
solugao. Tem-se:

¥
u(x,0)= § cn sen IPX cos0= f(x):
n=1 L
ou seja, que y
f(X)= & cn sen %(

n=1
Mas a expressao acima &€ exatamente a série de Fourieuparduncao ‘mpar. Assim,
estende-se a funcab dada para uma funcao de nida no intervalo simétrich x L,
tornando-a periodica de per'odo= 2L. Com isso, usando a notacd¢x) para a extensao
feita, a Ultima série sera uma série de senos, onde csi@ues ¢, sao dados por
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ZL ZL
- npx 2 npx

Ch= — f(x) sen — dx=—- f(x) sen — dx

n L . () L L o () L X

onde, no Gltimo passo acima, usou-se o fato de que a exté(1g2& "‘mpar e seno & uma fungao
também “mpar, de modo que o produto entre elas resulta egadupar, resultando assim em
uma integral no semi-interval@®; L] multiplicada por 2. Alem dissof(x) coincide comf (x)
nesse (ltimo intervalo.

Portanto, a solucao para o problema (5.1) & dada por

¥

npx npat

u(xt)=  cn sen mPX s PR
n=1 L L

onde 0s coe cientes, sao dados por

-

ZL

npx

Cnh = f(X) sen e dx

—IN

0

O leitor podera fazer a justi cativa da solugcao usandenesmos procedimentos feitos para
a equacao de calor.

[]

Exemplo 5.2:Resolva o seguinte problema:

. Wt aux=0; se 0< x<L; t>0;
% u(o;t) = 0; parat O;
(5.9) ulL;t)= 0; parat O;
%u(x;O): 0; para 0 x L;
W (x;0) = g(x); para 0 Xx

SoLUGAO: Este problema estuda a corda elastica, ainda com exiaeasd xas, com ve-
locidade inicial ndo nula. Este problema modela uma sioamn que a corda & colocada em
movimento a partir de sua posicao de equil’brio com unacigdade dada.

Aplica-se o método de separacao de variaveis supongo qu

u(x;t) = X(x) T(t):
Deriva-seu(x;t) duas vezes em relacad a duas vezes em relacaa para obter
u(xt)= X(®) T%) e uuxt)= XB T(1):
Agora substitui-se as expressdes acima na equacao dexpnda’uyx = 0. Tem-se:

X0 T a9 Tm=0 ) X% TM= 2 X T,
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Figura 5.3: O problema da corda com extremidades xas ermottom velocidade dada.

ou seja, que
X _ 1 1% _
X(x) a2 T()

A constante de separagaol , foi introduzida em virtude de o primeiro membro ser uma
funcao dependente apenas da variawelo segundo membro ser uma funcao dependente ape-
nas da variavel, de modo que a igualdade so faz sentido quando ambos foreis ig uma
constante.

Das igualdades acima resulta imediatamente que

(
X% | X =0
T%% a2/ T=0:

A proxima etapa consiste em usar as duas condi¢Oes deroom a primeira condi¢cao inicial
com o objetivo de obter as condicdes de compatibilidadsim,

u(o;t)= X(0) T(t)=0 ) X(0)=0 ou T(t)= 0 paratoda:

Ora, s€T (t) = 0 para todd, entao segue-se imediatamentauffet) = X(x) T(t) queu O.
Entao opta-se pela condicao de compatibilidd¢@@ = O.
Para a segunda condigao de contorno, tem-se

ulL;t)= X(L) T(t)=0 X(L)= 0 ou T(t)= Oparatodd:

CasoT (t) = 0 paratodd, entao segue-se que 0. Logo, admite-se a condigao de compati-
bilidadeX(L) = 0.
Ainda resta a primeira condicao inicialx;0) = Opara0 x L, donde segue-se que
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ux;0)= X(x) T(0)=0 ) T0)=0 ou X(x)= 0paratodo:

Mas caso sejX(x) = 0 para todo, entao segue dg(x;t) = X(x) T(t) queu 0. Assim,
admite-se qué (0) = 0.
Assim, deve-se resolver o seguinte problema de valor decunt

8
§X0QHX: 0;
(5.10) 8mmzq
- X(L) = 0

Como a constante de separabilidddgyode ser igual a zero, positiva ou negativa, o problema
acima devera ser analisado em trés casos.

Caso 1: paral = 0. Neste caso, a equacio ca na for¥x) = 0, que integrada duas
vezes em relacaoxaresulta enX(x) = ax+ b. Agora aplica-se as duas condi¢cdes de contorno
com o intuito de determinar as constardesb. Para a primeira condi¢ao de contorno, tem-se

X(0)=a 0+b=0 ) b= 0

de modo queX(X) = ax
Usa-se agora a segunda condi¢ao de contorno para obter
X(L)=alL=0 ) a=0 ou L=0:

MasL > 0, poisL & o comprimento da corda. Loga= 0, de modo qu&(x) = 0 para todo
X. Porém isto implicaem 0.

CAso 2: paral < 0. Para evitar o aparecimento de ra’zes sd faz n?, de modo que a
EDO assume a formé®° n7X = 0. Segundo o exemplo 1.5, a soluc&o geral para uma eguaca
dessa forma é

X(X) = ¢1 cosi{mx)+ ¢, senh(nx):

Usando a condi¢cao de contorK¢0) = 0, obtém-se
X(X) = c1 coshO+ ¢, senhO= 0 ) c1=0;

de modo queX(X) = ¢ senh(nK).
Com a condigao de contordL) = 0, encontra-se

X(L)= ¢, sen(nL)=0 ) cc=0 ou senlinL)= 0:

Mas como nf= [ < 0, segue-se quaé 0. E por sel. 0 comprimento da corda, segue-se
quelL 6 0, de modo querL 6 0. Comonl 6 0, entao, por de ni¢cao, serfinL) 6 0. Logo,
c1 = 0, que implica enX(x) = 0 para todc, que resultaem 0.

Caso 3: paral > 0. Neste caso, fagh = n¥, de modo que a EDO assume a forkf&+
n?X = 0. Segundo o exemplo 1.5 a solucao geral desta equacao &
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X(X) = ¢ cogdnx)+ c, sen(nx):
Aplicando a primeira condi¢cao de contorno, encontra-se
X(0)= c1 cosO+ ¢, senC=0 ) c1=0;

logoX(x) = co sen(nx).
Com a segunda condicao de contorno aplicad®d, obtém-se

X(L)= ¢, sen(n.)=0 ) cc=0 ou serfnx)= 0:

Casoc, = 0, entaoX(x) = 0 para todox e isto resulta, como ja visto, em 0. Assim,
sen(nlL) = 0 e esta igualdade s6 faz sentido se o argumento for umpialiltiteiro dep, isto

el
np

m=20 ) m. = np ) sz, n=12;3;:::
E comol = n?, segue-se que
_ n’p? TP
I—?a n=1,2;3;:::

Portanto, obteve-se que

npx
X(X)= co sen % ;

gue sem perda de generalidade, ao totpar 1, resulta em

(5.11) Xn(X) = sen %( , n=1;2;3;:::

Agora basta considerar a equacE¥* a?nfT = 0 no terceiro caso, pois nos dois casos
anteriores sempre se € levado a 0. E novamente pelo exemplo 1.5, a solu¢ao geral para esta
equacao é dada por

T(t) = ky cogant)+ ky sen(ant):

Mas seguiu-se da primeira condi¢ao inicial qu@) = 0, de modo que
T(0)= k; cosO+ ky, sen0= 0 ) ki = 0;
que implicaen (t) = ko sen(ant).
Usando o valor denja obtido e tomandé& = 1, sem perda de generalidade, obtém-se

(5.12) Th(t) = sen %at , n=12;3;:::

Assim, segue-se de (5.11) e (5.12), que

n npat
(5.13) Un(X:t) = Xa(X) Ta(t)= sen %‘ sen pT
satisfazem a EDP dada, bem como as condi¢des de contorpmodiema 5.9 e também a

primeira condicao iniciali(x; 0) = 0 (deixa-se as veri cagdes como exerc’cio).

' n=12:3::::
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A segunda condicao inicialg(x;0) = g(x) para0 x L, sera agora usada. Para satisfazer
esta condicao inicial, considera-se uma superpodgigiosolucdes fundamentais (5.13) com
escolha adequada dos coe cientes. Assim, sup0de-se quedideto a solu¢cao do problema
(5.9) tenha a seguinte forma:

¥
u(xt)= & cn un(Xt)
n=1
g npx npat
(5.14) = ac6 sen — sen ——
n=1 L L

Agora & preciso apresentar uma maneira de calcular osiemgesc, na série acima neste
ponto que aplica-se a segunda condicao inigiad 0) = g(x). Para isto, deriva-se formalmente
(5.14) para obter

T & npx npat
= T npx npat
U (X;t) ﬂtglcn sen 3 n 3
: c ﬂhsen PX" sen npat |
- a % g L L
¥
(5.15) =3 P2 o sen X (os npat
aL L L
Agorat = 0 em (5.15). Tem-se
¥
npa n
w(x0)= q pT ch sen %( cos0= g(x);

ou seja, y
npa npx
909= 3 P2 ¢ sen X,
. L L
gue ao fazer
bh= —— cn;
implica em y
npx
gx)= & bn sen opx
n=1 L
resultando ent, ser os coe cientes da série de Fourier para uma func@arnkntdo, deve-se
estender a fun¢cgpdada para uma funcao de nida no intervalo simétrido x L tornando-
a periodica de per'odb = 2L. Logo, denotando pd@i(x) a extensao feita, segue-se que a Ultima
série sera uma série de senos, onde 0s coe cidptedo dados por

b= — Lg(x) sen npx dx= — g(x) sen %( dx
L
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pois o integrando & produto de duas fun¢des ‘'mparespde ue ele & par. Logo multiplica-se
a integral por 2 e integra no semi-intervalo indo de OLat&lem dissog(x) coincide cong(x)
no intervalo[O; L].

Porém & preciso dizer quentgno candidato a solu¢ao do problema (5.9). Para isscg st
com a de ni¢ao déo, para reescrever a Ultima igualdade na forma

Z
npa _ _ L npx
T Cnh= L o g(x) sen e dx
isto &, que 7
2 “L npx
= — — dx =1,23;:::
Cn pa o g(x) sen ] dx n=123;

Portanto, a solucao do problema (5.9) & dada por

¥

npx npat

uxt)= 3 o sen PX gen P
n=1 L L

onde 0s coe cientes, sao dados por

Ch= 2 i (X) sen npX dx n=1,2;3::::
"~ npa 0 J L 9% e

As justi cativas queu(x;t) satisfaz o problema dado serdao deixadas como exerc taoopa
leitor.

[]

O proximo problema estuda o caso geral para a corda elastim condicdes de contorno
do tipo Dirichlet e com duas condic¢des iniciais nao hoaragas. A funcad(x) representa a
posicao inicial da corda e a fungg(x) representa a velocidade inicial da mesma corda.

Exemplo 5.3:Resolva o seguinte problema geral da corda com extremideales

. Wt aux=0; se 0< x<L; t>0;
% u(o;t) = 0; parat O;
(5.16) ulL;t)= 0; parat O;
%u(x;O): f(X); para 0 x L;
U (x;0) = g(x); para 0 X

SoLUCAO: Este problema pode ser resolvido diretamente pelo métiedeeparacao de
variaveis, mas como o leitor deve ter notado, seria mais nonnee trabalho a ser feito. Por
outro lado, o pro-blema (5.16) pode ser visto como a soma adsgmas (5.1) e (5.9) ja estu-
dados e resolvidos. Para deixar isso claro, escreve-sebtepra (5.1) usando a func&qx;t)
no lugar deu(x;t) e escreve-se o problema (5.9) usando a fumgaat) no lugar deu(x;t).
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Figura 5.4: O problema geral da corda com extremidades xas.

Tem-se, assim, 0s seguintes dois problemas:

. a®vy= 0; se O< x<L; t>0;
%v(o t)=0 parat O0;
(5.17) v(L;t)=0 parat O
%v(x 0) = f(x) para 0 x L;
- w(x0) = para 0 x L:
e
8
Wit a’Wyy = O; se 0< x< L; t>0;
% w(0;t) = O; parat O;
(5.18) w(L;t)= 0; parat O;
w(x;0) = O; para 0 x L;
- W (% 0) = g(x); para 0 x L:

Agora se faai(x;t) = v(x;t) + w(x;t), ondeu(x;t) & a solucao do problema em questao, ou
seja, o problema (5.16). A primeira etapa consiste em tadEDP dada, isto &, a equacgao de
onda. O objetivo &€ mostrar que uma fungéescrita desta forma satisfaz a equacao de onda
guando as funcdegx;t) ew(x;t) a satisfaz. Tem-se:
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e a2uxx=[VOt)+ Wt  a?[vixt)+ wixt)],,

[V (6 t) + Wt (1)) @% [V 1) + Wan(X; 1)]

wit(Xt)  avedXt) + wi(Xt)  awe(Xxt)
=0+0=0;

mostrando que satisfaz a equacgao de onda.
Agora veri ca-se as duas condi¢cdes de contorno. Tem-se

u(0;t) = v(0;t)+ w(0;t)= 0+ 0= 10 e u(L;t) = v(L;t)+ w(L;t)= 0+ 0= 0;
Tem-se também quesatisfaz a primeira condi¢ao inicial, pois
u(x;0) = v(x;0)+ w(x;0) = f(x)+ 0= f(X):
Por m, basta veri car a segunda condicao de contoro, gueltém € satisfeita, visto que
U(X;0) = (X 0)+ w(x;0) = 0+ g(X) = g(X):

O que foi mostrado acima & quéx;t) € a soma das solu¢des do problema (5.17) e (5.18).
Portanto, basta resolver estes dois problemas citadosa s@nsuas solugdes para obter ime-
diatamente a solugao do problema (5.16) que foi dado, @ semar as solucdes para 0s
problemas (5.1) e (5.9) que ja foram resolvido.

Este procedimento de somar solugdes de problemas nemesémppss’vel. Aqui foi poss’vel
porque os problemas sao lineares, de maneira que, se utampeob soma de dois outros, entao
a sua solucao & soma das solucdes destes dois problEmgzoblemas nao lineares nao é
poss’vel usar esta ideia.

[]

O proximo exemplo & um problema envolvendo a equacaandasoem dom’nio ilimitado,
de modo que sera necessario usar a transformada de Fourier

Exemplo 5.4:Resolva o seguinte problema da corda in nita:

8
% Ut a2Uxx= 0; parax2 R et> O;
;0) = f(X); 2 R;
(5.19) u(x;0) = f(x) X
E u(x0) = g(x); X2 R;
©ju(x;t)j < M:

SoLUCAO: Este problema estuda a corda in nita, ou seja, em toda eafaA partir de duas
condic¢0es iniciais, procura-se solucdes limitadas pgproblema.
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Aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros BaeiBando a sua lineari-
dade, encontra-se

F Ukt aZUXX = F(O) = O,
ou seja,
F(ut) a® F(uxx) = O;
Pela proposicao 5.3 do cap’tulo 3, itens (c) e (d), temgese

2
Flugt]= 1o Fluct)] e Fluxt]= w2 Fupt):

ft2
Substituindo na Gltima equacao acima, encontra-se
1 Elu(x: 212 N = Al
e [uxt)]+ a Flu(x;t)] = Of;
ou de forma mais simples,
2
%F(U)+ a’w? Fu=0 ) U%% a2u2 U = 0

ondeU = F[u(x;t)] € uma fungao das variaveiset.
FazenddJ = e' ! e substituindo na equacao, obtem-se

12e't+a%w? e''=0 ) 12+ a%w? e't=0;
que implicaem 2+ a2w? = 0, poise’ 1 6 0. Assim,
12= a%w? ) | = DW ) = awic i='"1:
Portanto a solucao geral da equagao é
U(w;t)= a(w) e @'+ p(w) elawt:

Fazendo
FU(QI=a(w) e  Fly(¥]= b(w);

(5.20) U(w;t)= F[j (X)] e @'+ Fly (x)] e'at:

Aplicando a transformada inversa em ambos 0s membros eauaaswa linearidade, obtém-
se

u(xt)= F Uw]=F 1 Flj (9] e "3+ Fly (9] e*™

F 1 F[/ (X)] e iawt +F 1 F[y(X)] eiaWt

n (0] n (0]
F 1 e iw(at) F[/ (X)] +F 1 e iw( at) F[y(X)]
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(5.21) =j(x at)+ y(x+ at);
onde aplicou a férmula da translacao (proposicao d.8aptulo 3)
Fle™o Hw =F?!e ™ Flh(x] =h(x x);

onde se fez, primeirxg = at e depooisq = at.

Dando sequéncia, agora aplica-se a transformada de Foaseduas condicdes iniciais,
u(x;0) = f(x) ew(x;0) = g(x), para obter

Uw,00= F(w) e UWw0)= G(w);

ondeU (w;0) = F[u(x;0)], F(w) = F[f(X)] e G(w) = F[g(X)].

Fazendd = 0 em (5.20), obtém-se

U(w;00= F[j (4] e’+Fly(¥] € )  Uw0)= F[j (x]+ Fly (3;

ou seja,
(5.22) F(w) = F[f(] = FI ()]+ FLy (XI:

Agora deriva-se (5.20) em relacaso. ¥em-se:

Ue(w;t) = %U(W;t)

= 1 FD (9] & e Fly (9] e

iaw F[j ()] e @'+ iaw F[y(x)] e

Fazendd = 0 no (ltimo resultado obtido, encontra-se

G(w) = Ui(w;0)

iaw F[j (x)] e+ iaw Fly(x)] €°

iaw F[j (0]+ iaw F[y (X)]

(5.23)

lawf F[j (9]+ Fly (X)]g
Segue-se de (5.22) e (5.23) que

(
FU (Q]I+ Fly (X)] = F(w);
iaw F[j (X)]+ iaw F[y (X)] = G(w)

Multiplicando a primeira equac¢ao do sistema @ow e somando com a segunda, obtém-se
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2iaw F[y (X)] = iaw F(w)+ G(w) ) Fly ()] = % F(w)+ Ci;a(lvvt)
Substituindo na primeira equacgao do sistema, encontra-s
FI I+ 5 )+ ) = F(w)
ou seja,
: G
FUWI=F0 50 GanTa P T

Agora substitui-se as expressdes encontradadipafa)] e F[y (X)] em (5.20). Obtém-se:

Uw;t)= F[j (X)] e @'+ Fly(x) e'a"t

— 1 G(W) iawt 1 G(W iawt
=- F — e += F(w)+ —= e
2 (W) iaw 2 (W) iaw
_ 1 iawt iawt 1 iawt G(W) iawt G(W
== F + F + — e — 7 _—
(5.24) e (W) e (W) W e W

Pela proposicao 4.3 (translacao) e corolario 5. hffiemada da integral), ambos do cap’tulo
3, tem-se
z X

LU Chdt (e o)

Fle™oHw =h(x x) e F v

Aplicando a transformada inversa em (5.24) e sua lineagidddm das duas formulas acima,
obtém-se

u(x;t)= F U(w;t)]

1 . - 1 .we G(W) o G(w
1 iawt iawt iawt iawt

= = F + F + — —_ .
F 5 e (w)+ e (w) >4 e " e T
- % F 1 e iawt F(W) + % F 1 eiawt F(W) +

L1 E 1 glawt Gw) 1 E 1o iawt G(w)
2a iw 2a iw

h i 1 h i

= - F 1 g iway F(w) + 5 F1lg iw at F(w) +

s X p1gimay SW 1 1 iway GW)
2a Iw 2a Iw

Zx+at Zxa

-1 f(x at)+} f(x+ at)+ 1 (y)d 1 t (yd
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Zx+at Z0

1 1 1 1
== f(x at)+ = f(x+ at)+ — dy+ — d
> ( ) > ( ) 3 o a(y) dy a . a‘tg(y) y
f(x at)+ f(x+at) 1 20 Z xrat
= > *oa a(y) dy+ a(y) dy
X at 0
Z
f(x at)+ f(x+ at 1 ~ xrat
= (2T I )+gxatg(y)dy

[]

A solucao do problema anterior & a solucao de d'Alerhpara o problema de valor inicial
da corda in nita. Este assunto sera objeto da proximasec

4.6 O metodo de d'Alembert

Considere a equacao de onda em toda reta real, que é moddtavés do problema abaixo:

8
3 Ut = a’Ux; X2R; t O
(6.1) 5 u(x;0)= f(x); x2 R

" W (x;0)= g(x); x2 R:

Nesta secao sera apresentada uma representacao gatga@o do problema (6.1), que é
conhecida comébrmula de d'AlembertO desenvolvimento sera feito através de varios resul-
tados que culminarao na representacao desejada. Aésm dnostrar-se-a que ha dependéncia
cont’'nua nos dados iniciais.

Inicia-se com um resultado que permite introduzir uma mgdale variaveis que simpli ca
a expressao da equacao de onda.

Lema 6.1: Considere a equacao de onda
Ut = a% U

Suponha que exista uma fung@oR ! R de classe &(R) que satisfaca a equacao de onda.
Entao, existe uma mudanca de variaveis lineat) 7! (x; h) deR?! R?, que permite que a
equacgao de onda seja reescrita na forma

2
u
] -0
TxTh

DEMONSTRACAO: Seja(x;t) 7! (x; h) uma aplicacio linear d@?! R? de nida por
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X = ax+ bt;
h = cx+ dt;

ondead bcé 0.
Pela regra da cadeia, aplicada a funggo, h) = u[x(x;t); h(x;t)], obtém-se

(6.2) fu_ fu fix fu fh

x fx Ix Th 1x
Agora usa-se novamente a regra da cadeia para obter a deseguinda. Tem-se:

T°u_ 71 fu fix, fu fh
2T X x ™ Th T

2 2
63) _fufx, 1 fu fx, fu h_ 1 fu fh

x qx2 % 9Ix 1]x Th ‘I]x2 Ix Th x

Mas

(6.4) T o _fugx, fu fh
™ fx ~ 1x? 1]x ThTx Tx

e

(6.5) /A [V Tu_ fx, f2u fh

x Th ~ IxTh Tx 1A% fx

Substituindo-se (6.4) e (6.5) em (6.3) e observando querg®#és envolvidas aqui sao de
classe &, obtem-se

T°u _ fu ‘172x+ 7 fu  fx, fu 172h 7 fu fTh
T Ix T X Tx X Th T Tx Th

fu ‘172x+ T%u fx T°u  Th x ,

™ T T i Thix X 1x
2 2 2

+‘Ilu ﬂh+ <u 1IX+17u Th Th

Th T2 IxTh Tx Th% Tx 9x

fu 1%, fu fx ° fu Th fx

x e e x Thix x Tx

2 2 2 2
+‘Ilu ﬂh+ 7u  fx ﬂh 7u Th

Th B IxTh Tx X Th? fx

x T e Tx fxTh Tx T fh2 fx  Th e

2 2 2 2 2 2 2
(6.6) fu 1]x 7“u Tx +2‘I]u Ix Th 9T<u 9Th 1]u 7h
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onde usou-se o fato das funcdes serem de claspar@ a rmar que as derivadas parciais mistas
de segunda ordem sao iguais, isto €,

T°u T
Thix  YxTh

Analogamente mostra-se que
fPu_fu P fPu fx *  fPu fx fh fPu fh * fu °h
‘I]t2 x 2 Ix2 1t IxTh Tt Tt ‘I]h2 1t 1]h 2

Por outro lado, segue-se das equacdes que de nem a naidan@riaveis, isto e,

(6.7)

X = ax+ bt;
h = cx+ dt;

gue as mesmas podem ser diferenciadas diretamente para obte

x_ _. x _ .. Th _ Th
(6.8) W—a, ﬁ_b’ W_C’ ﬁ_d
Além disso, as derivadas segundas nao mistas, tambéempser obtidas derivando mais
uma vez, de modo que se obtém
2 2 2h 2h
(6.9) Ix_Ix_1rh_1h_,
™ M2 M M2

Substituindo (6.8) e (6.9) em (6.6) e (6.7), encontra-se

T2u _ Tu Tu . . T Tu , Tu
me-x Ot e TP 2 g Ctgn ©
2 2 24
_ o T4 f<u > 7u
(6.10) = a —ﬂx2+ 2ac‘”Xﬁh C h?
e
T2u _ fu Tou 5. . T2 T°u . fu
T A % b+21717hbd Th? d+77h0
24 2 24
_ 2 Tu ru o o Tu
(6.11) = b X2 + 2bd ﬂxﬂh +d whe
Substituindo (6.10) e (6.11) na equacao de ondas, seggees
24 2 24 2 2 2
2 _ 27U Tu = L,Tu  _, HTU T°u T2
Wt auxx=Db X vt bdﬂxﬂh +d 7h? a 1]x2+ 2acﬂxﬁh+c h?
12U 12U 12U
— R2 4222 2 2.2
(6.12) = b® a“a rvd — —~+2 bd a’ac 1]x1]h+ dc ac“c The
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Observe-se gue, se o primeiro e o Ultimo coe cientes norsggunembro de (6.12) se anu-
larem, isto €éb® a?a’= 0 ed? a?c®= 0, entdo a equacio nas variaveis h se simpli ca
ainda mais, mas desde @ a?ac6 0.

Logo, para anular o primeiro e o Gltimo coe cientes, poddemar

b=aa e d= ac;
de modo que o segundo coe ciente no segundo membro de (&tigpz
2 bd a®ac =2 a’ac a’ac = 4a’ac6 O

Justi cativa da a rmacao de que bd a?ac 6 0: de fato, por hipotese, assumiu-se que
ad bcé 0. Portanto,

06 ad bc=a( ac) (aa)c= aac aac= 2aac

Como 2aac6 0, entao isto implica eracé 0, umavez qua 6 0. E por seacé 0, entao

4aac6 0. Isto mostraque bd a?ac = 4aac6 0.
Continuando, usando os fatos que aa ed ac, obtéem-se que
(
X = ax+ bt; ) X = ax+ aat;
h=cx dt; h=cx aat;

de onde resulta, portanto, que uma boa mudanca de variavei
X = a(x+ at);
h=c(x at);

ondea e ¢ sao numeros reais quaisquer e hao nulos.

Fazenda= c= 1, seque-se qugid a?ac)= 4a?, de modo que (6.12) pode ser escrita
como

2
_ 20, — > Teu
O— U’[t a Uxx— 4a ﬂxﬂh
Assim, a equacao de onda, nas variawegsh, pode ser escrita na seguinte forma:
2 2
> Tu _ Tu _
da ﬂxﬂh_o ) xTh 0;

gue é o resultado desejado.

Lema 6.2: Considere a equacao de onda

Ut = a2uxx
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Suponha que exista uma fung@oR ! R de classe €(R) que satisfaca a equaczo de onda.
Entao, existem funcdgs;y : R! R tais queu pode ser escrita na forma

(6.13) u(x;t)=j (x+ at)+ y(x at):

DEMONSTRACAO: Pelo lema 6.1, segue-se que a equacao de onda pode smitaces
forma
f2u
TxTh

e gue € o mesmo que
T Tu

Th 1x
Integrando esta Ultima EDP em relacab,aobtém-se que

— = V(X):

x

Fazendo nova integracao na Gltima expressao obtidaagara na variaved, se encontra

z X
u(x; h) = . v(y) ds+ w(h):

Escrevendo z,
J(x)= . viyydy e  y(h)= w(h);

segue-se que pode ser escrita ha forma

u(x;h)=j (x)+ y(h);

ondej ey sao funcdes de classé(®) arbitrarias.
Para nalizar, basta usar os fatos que x+ at e queh = x at, para reescrever a ltima
expressao na forma
uxt)=j (x+ at)+ y(x at);

gue é o resultado desejado.

O resultado a seguir € conhecido cofdanula de d'AlembertEla apresenta uma solucao
geral para a equacao de ondaRno problema (6.1).

Teorema 6.1 (brmula de d'Alembert): Considere o seguinte problema de onda:

8
3 Ut = a° Uy X2R; t O

5 u(x;0) = f(x); X2 R;
" w(x0)= g(x); X2 R;
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ondeup 2 C3(R) eu; 2 CY(R).
Entao, a funcao dada por

Z v+ at

(6.14) u(xt) = %[f(x+ at)+ f(x at)]+ % - a(y)dy

conhecida comddormula de d'Alemberté uma solucéo de classé(®) para o problema de
onda enR.

DEMONSTRACAO: Pelo lema 6.2, a solucéo geral para a equacao de oratdagpor
uix;t)=j (x+ at)+ y(x at):

Agora basta usar as condi¢Oes iniciais para determinfurgdesf e g, considerando as
hipoteses dadas de qug2 C*(R) eu; 2 CX(R). Tem-se

(
ux;0)=j (x+ yx= f(x);

(6.15)
w(x0)= aj 19 ay %= g(x:

A (ltima equacao no sistema anterior pode ser integradeeacao & para ser reescrita na
forma z

JW Y= 190 ) J® 9= gwdy+C

Assim, escreve-se (6.15) na forma
8
2j )+ y()= f(x);
> . 1 Z x
I y= o . g(y) dy+ C:

Resolvendo este sistema, obtém-se

z
o1 1 =X C
JO9= 50+ 5 g dy+ o
z
1 1~ C
ye9= 50 5o edy 3
Portanto, fazende 7! x+ at emj e x7! x atemy, obtém-se
6.16 ' 1f 1 © e d c
. + = — + + — + —
(6.16) jxra= S an+ o o) dy+
e
1f 1 ZX at d
y (X at)—é (x at) 2a o a(y) dy 5
z
1 1°0 C
(6.17) = Ef(x at)+ 22 o atg(y)dy >

Por m, substitui-se (6.16) e (6.17) em
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uix;t)=j (x+ at)+ y(x at):

para concluir que

u(x;t)=j (x+ at)+ y(x at)
Z
1 1 X+ at C
= éf(x+ at)+ 2a o a(y) dy+ 5
Z
1 1°0 C
+ éf(x at)+ 22 . atg(Y)dy >
1
= é[f(x+ at)+ f(x at)] +
Z Z
1 0 X+ at C C
+ + + = =
5 o altg(y)dy . g(y) dy 5 3
Z

X+ at

1 1
= Slfcran+ f(x anl+ o g(y)dy
gue é o resultado desejado.

Observa@o 6.1:Uma questao interessante do método de d'Alembert é qurecadade da
solucdo do problema de onda étndecorre da propria solugao, isto &, ndo & necess&eao0
outro tipo de demonstracao para constatar esta a rmaca

De fato, pelo teorema 6.1, a solucao do problema de ond® éndado pela férmula de
d'Alembert, isto &,

Z X+ at

uxy)= lFGce at+ 1c an]+ o= gy dy

Caso exista outra soluc&(x;t) obtida com as mesmas condic¢des inicigis) e g(x), entao
V(X;t) sera igual ao segundo membro da equacgao (6.14), isto &,

z X+ at

V)= Sl at+ f(x avl+ 5 gy)dy

Portanto, & imediato que= u. Isto decorre do fato da solugcao depender apenas dag6esdi
iniciais f eg.

[]

Teorema 6.2 (Dependncia cont'nua):Considere o seguinte problema de onda:
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8
3 Ut = a’ Uy X2R; t O
5 u(x;0) = f(x); x2 R

" uw(x0)= f(X); X2 R;

ondef 2 C(R) eg2 C'(R).
Entao, a solu¢ao do problema de ondaRemepende continuamente dos dados iniciais.

DEMONSTRACAO: Considere os dois problemas

8
3 Ut = a° Uy x2R; t O

5 u(x;0) = f(x); X2 R;
© w(x0) = g(x); X2 R;
e 8
3 Vit = @V, Xx2R; t O
5 v(x;0) = f(X); X2 R;
" w(x0)= 9(x); X2 R;
ondef; T2 C*R) eg;g2 CYR), de modo quef, T eg, g sao dois pares de dados iniciais

correspondendo, respectivamente, as solugpes) e v(x;t) dos problemas acima.
Da formula de d'Alembert, dada por (6.14) no teorema 6.dusese que

z X+ at

%[f(x+ at)+ f(x at)]+ % at a(y) dy

jupct)  v(xt)]

z

1 7 7 1 x+at
> (x+ at)+ f(x at) 22 o a(y) dy

1 _ 1 _

= 5 f(x+at) T(xrat) +3 f(x at f(x ay +

1 Zx+at d

+ — S T
%a o at [a(s) da(y)ldy

1 _ 1 _

5 fxrat) Txrat) +5 f(x at) T(x at +
1 Zx+at d

L1 _
58 o [9(y) a(y)ldy

f(x+ at) f(x+ at) +% f(x at) f(x at) +

1 Z X+ at

— ' ay)idy.
%8y a joaly) g(y)jdy:.

+
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Assim, dadcee > 0, tomando-sél = ex1+7),
f(x;t) f(xt) <d e jog(x;t) g(xt)j< d-

tem-se

Z X+ at
o ...d d d“xa
jux;t)  v(xt)j < >t 5T og o dy=d+ — vy

=d+ %[(x+ at) (x at)]

=d+ i at= d+ dt
2a

d(1+t) d (1+T)

e
1+ T

(1+T)= €

paratodx2 Re0O t T.
Isto mostra que a dependéncia dos dados iniciais & e@nt'n

Observag@o 6.2:Como visto na secao 4.2, diz-se que um problema que terpamiunica
e dependéncia cont’'nua nos dados iniciais (e/ou de cwjtébem postoPortanto, o que se
mostrou nesta secao, até este ponto, &€ que o problea (Bem posto.

[]

Interpretacao da solu@o de d'Alembert

Considerando a variavelcomo tempo, a transformac&o= x+ at representa a translagao
do sistema de coordenadas para a esquerda com “velociddda’verdadea tem dimensao de
velocidade; abusar-se-a da linguagem). Analogamentanaformacad = x at representa
a translacao para a direita com velocidadéd gura abaixo exibe os gra cos de sér+ at)
parat = 0,t = p=a et = p=a.

Analogamente, pode-se interpretar 6en at) como a translacao da senbide para a direita.
Assim, mais geralmente, interpretajsgx+ at e y (x at) como duas ondas se deslocando,
respectivamente, para a esquerda e para a direita, ambaglmmadea. No caso da solugao
de d'Alembert € preciso observar que se trata de uma sugiegaodestes deslocamentos. Isto
sera feito com um pouco mais de atengao.
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F

t=0 t=m/do t=m12u

N a2
N\/&

Figura 6.1: Translacao de s+ at).

A condicao inicialf(x) = u(x;0) tem o seu gra co, no instante= 0, representando jer |
da ondaisto &, sua forma inicial. Para simpli car a interpréiaggeométrica, assumir-se-a que
a outra condicdo inicial &€ nula, isto@, 0. No caso particular em qugx) = 0 (velocidade
inicial nula), a solugao de d'Alembert se reduz a

u(xt) = %[f(x+ at)+ f(x at)]:

Ogracodeu(x at)é obtido a partir de uma translacaoatedo gra co def(x) no sentido
positivo do eixox. Analogamente, o gra co dé(x+ at) representa uma translacao &) no
sentido negativo do eixe.

Comoa tem dimensao de velocidadg(x at) representa uma onda propagando-se com
velocidadea no sentido positivo do eixr. Esta onda & chamada deda progressivau onda
do futura Similarmentef(x+ at) representa um sinal que se propaga na mesma velocdade
mas em sentido oposto. Esta onda € chamadede regressivau onda do passaddssim, a
solucaou(x;t), neste caso particular, sera a composicao destes deisentos, isto €, a soma
das duas ondas obtidas por transla¢ao do sinal inicial.

O procedimento adotado para determinar a solugao de middet levou em conta que a
mesma & uma funcio de classé @pesar de parecer estranho o modelo encontrado per-
mite dar algum sentido para fungdes com menos regulaidata simpli car a interpretacao
geomeétrica do deslocamento das ondas, sera assumidang@fapenas cont’nua no exemplo
dado a seguir.

Exemplo 6.1:Sejaf : R! R uma fungcao dada por

8

§x+1; 1 x<0O
fX)=_1 x 0 x 1
(X) 3

0; caso contrario

O gra co de f(x) concide com o gra co dd(x+ at) quandd = 0 e pode ser visto na gura
a sequir.
Tomandoa = 1, tem-se:
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Figura 6.2.u(x;0) = f(X):

g(X+t)+ 1; 1 t x< ft
f(x+1t)= 5 1 (x+1); t x 1 t
' 0; caso contrario
e 8
3(x t)+1, 1+t x<t;
f(x t)= 5 1 (x t); t x 1+t;
' 0; caso contrario

A gura 6.3 mostra os gra cos das duas functs+ =) e f(x =), isto &, pard = =.

Figura 6.3:f(x+ =2) e f(x =).

A gura 6.4 a superposicao das funcoééx =) e f(x+ =), isto &, a soma das duas
dividido por 2.
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1/2

u(x,1/2)

=V

-3/2 -12 172 3/2

Figura 6.4: gra co dau(x;1=2).

A gura 6.5 exibe os gra cos das funcodgx+ 1) e f(x 1) separadamente, porém em um
mesmo sistema de coordenadas.

1 A
//‘\\ 1 //A\\
fx+1) - . v s S—=1)
// \\ // \\
4 N 7/ \
.// N7 \\ »
-2 -1 1 2 X

Figura 6.5:f(x+ 1) e f(x 1).

A gura 6.6 apresenta-se o gra co da func@gx; 1). Observa-se que nao se trata de dois
gréa cos exibidos ao mesmo tempo, mas sim da superposigief(x 1) e f(x+ 1).

1 A

Figura 6.6: gra co dau(x; 1).

Na gura 6.7 exibe-se os gra cos de duas fun¢des em um mesisiema de coordenadas:
f(x+2) ef(x 2).
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Figura 6.7:f(x+ 2) e f(x 2).

Na gura 6.8 & poss'vel observar o distanciamento, entéelao eixg, das ondas do pas-
sado e do futuro.

Figura 6.8: gra co mostrando(x; 2) em duas frentes de propagacao.

Dom’'nios de depenéncia e in uéncia

Considere a formula de d'Alembert:
Z X+ at

u(x;t) = %[f(x+ at)+ f(x at)]+ % o g(y)dy,

Observe quei(Xg; tg) depende dos valores dig nos dois argumentagy + atg e X9  atp,
bem como depende dos valoresg®o intervalo(xg at; xp+ at) — o intervalo de integracao.
Ou seja, a formula de d'Alembert mostra que o valor da S@mugno ponto(xg;tp) depende
apenas dos valores dos dados inicfaesg no intervalo[xg atp; Xo+ atg]. Isto signi ca que
os dados iniciais podem ser alterados arbitrariamentedesae intervalo sem mudar o valor
da solugao no pont(xp;to). Este intervalo & chamado detervalo de dependénciao ponto
(Xo; o).

Cabe observar que, para cadg;tp), o intervalo de dependéncia € limitado. Isto faz com
gue o problema de valor inicial seja bem posto sem ter queiesgpeum comportamento no
in nito.

As retas inclinadas na gura 6.9 tém inclinac@es e 1= e sao chamadas detas carac-
ter'sticas.As retas caracter’sticas sao da foxraat = xg € X at = hg.
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Figura 6.9: intervalo de dependéncia.

A férmula de d'Alembert também diz que os valoresfde g no ponto(x;0) in uenciam
os valores del apenas no setor hachurado na gura 6.10 e determinado petasrstas que
partem dg€x;0) com inclinagcded=a e I=a.

Figura 6.10: cone de dependéncia.

Essa regiao &€ chamadaatmne de in uénciaSupondo-se que o0s dados iniciai® u; tenham
suporte no intervalfg; b], isto &, quef eg se anulam fora dig; b], segue-se que a solucax;t)
€ necessariamente nula fora da regiao hachurada na gltadue &, entao, chamadardgiao
de in uénciadesses dados iniciais.

De outra maneira: dada um intervdéob] R, a maior regiao delimitada pelas retas carac-
ter'sticas passando pelos extremos do intervalo & aoegi”
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Figura 6.11: regiao de in uéncia.

R=f(xt)2 R[0;¥)]j a at x b+ atg
[f (xt)2R( ¥;0)j a+at x b atg:

Este conjuntdr & a regiao de in uéncia do intervala; b]. Note-se que, sf;tg) 2 R, entao
o intervalo de dependéncia d®y;tg) interceptala; b]. Portanto, uma pertubacao nos dados
iniciais no intervalda; b] modi ca a solu¢ao na regia@.

O problema (6.1) pode ser interpretado como a vibragaontge eorda in nita provocada
pelo afastamento da posicao de repouso através da,@ondicial u(x;0) = ug(x) e por uma
velocidade inicial na corda dada pafx; 0) = ui(X). Assim, caso as pertubacdes iniciais este-
jam concentradas em uma parte[dg] da corda, elas poderao afetar um poxe b apenas
depois de transcorrido um tempp= (X bj=a. ISto signi ca dizer que as perturbacdes viajam
ao longo da corda com velocidade

Figura 6.12

Durante a demonstracao dos lemas que antecederam ddatend'Alembert, bem cono na
demonstracao desta mesma formula, usou-se fortemehip@teses de que2 C*(R) e que
g 2 C(R) para queu seja uma solucao classica para a equacio de ondR. &lambém ja
foi comentado que ha possibilidade de usar solu¢cdeslé@sicas para este problema. Con-
siderando o que foi exposto até este ponto, questionakse soque aconteceria se a funcao
f, por exemplo, fosse descont’nua. Para uma resposta,deestaltar novamente a formula de
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d'Alembert para observar quesera descont’'nua ao longo das retasat = xpex at = hy.
Ou seja, as descontinuidades se propagam ao longo dasaetatec sticas. Naturalmente que

u dada pela formula de d'Alembert satisfaz a equacao da fora das retas caracter’sticas que
passam poxg.

Exemplo 6.2:Estude o seguinte problema de onda:

8

3 Wt U= 0; X2R; t 0
5 u(x;0) = serx; x2 R

T w(x0)=0; X2 R;

SoLugAo: Considere a formula de d'Alembert

Z X+ at

u(x;t) = %[f(x+ at)+ f(x at)]+ % o g(y)dy.

Neste caso, tem-se qae= 1, f(X) = sernxeg(x) = 0. Aplicando a férmula de d'Alembert,
encontra-se
z

X+ at

u(x:t) t g(y) dy.

%[f(x+ at)+ f(x at)]+ %

X a

1 1Z X+t
= é[ser(x+ t)+ senx t)]+ > Ody

X t

senx+ t)+ sen(x t)
2

Da trigonometria, segue-se que

sen(a+ b) = ( sera)(cosh) +( sernb)(cosa);
sen(a b)=( serp)(cosh) (serb)(cosa):

Somando estas duas identidades membro a membro, obtém-se
sen(a+ b)+ sen(a b)=( sem)(cosh):

Fazenda= xeb=t, resulta que a solugao para o problema dado &

+ 1)+
u(x;t) = senx+ 1) > senx 1) = sernx cosx:

A solucaou(x;t) = senx cosx & uma sendide de amplitufleostj, de modo que € zero para
t = =+ kp, ondek 2 Z. Assim, quando & t < p=, a amplitude decresce de 1 até 0; quando
p= < t < p, a amplitude varia de 0 até 1, mas a oscilacao & ao cantta oscilacao para
0 t pP=. No intervalo[p;3r=2] a amplitude decresce e crescente novamente no intervalo
[3r=2; 2p], quando atinge a posic¢ao inicial ém 2p.
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Como co¢t + 2kp) = cost, entaou(x;t + 2kp) = u(x;t), para qualquek 2 Z. Portanto, o
movimento da corda em qualquer intervalo de terf8kp; 2(k+ 1)p], comk 2 Z, & precisa-
mente 0 mesmo que no intervd® 2p].

[]
Exemplo 6.3: 8
%Utt uxx=(0; X2R; t 0
2 2iXj; arajxj 1;
Wx0) = X parajx L
E 0; caso contrarip
- w(x0)=0; X2 R;

SoLUCAO: Observe inicialmente que a funcd@¢x) nao & de classeCmas & cont'nua.
Entao a funcaai(x;t) dada pela formula de d'Alembert & cont’nua, pbis cont'nua, mas nao
é continuamente didferenciavel no plano, uma vez queigadierdef & descont'nuaem= 1,
x= 0 ex= 1. Logo, as derivadas dedevem ser descont’'nuas ao longo das caracter’sticas no
plano(x;t) que passam pelos pontpsl;0), (0;0) e (1;0).

Considerando apenas as retas caracter’sticas que pass@nip) e (1;0), elas dividem o
plano(x;t) em nove regides. Faca o gra co das regides e encoré) em cada caso.

[]

Equacao de ondas @o homognea

Agora sera feito um estudo da equacao de omdas homogénegue esta modelado no
problema abaixo:

8

3w alu= h(xt); x2R;t O
(6.18) 5 u(x;0) = f(x); X2 R;

" w(x0) = g(x); X2 R:

Seja(x;t) um ponto qualquer no pland no qual se deseja calcular a solugao do problema
6.18. SejaW o triangulo caracter’stico determinado por esse posto, &, o triangulo cujo
vértices sao os pontgs  at;0), (x;t) e(x + at;0).

A fronteira TW de W considera-se orientada no sentido anti-horario, cujalleacesta em
coeréncia com a orientacao do exoAgora integra-se a equagao do problema 6.18 na regiao

W. Tem-se:
Z Z

(6.19) a’Uy Uy dxdt= h(x; t) dxdt
w w
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Faca
Q=2a’,y, e P=u;
de modo que o integrando acima (o primeiro membro da eguatési), pode ser reescrito na
forma

20 we 1w s Ty 1Q 1P
e ﬂt(ut)— X Tt
Assim, a equacao (6.19) ca escrita na forma
z z
1Q 1P
— — dxdt= h(x;t) dt:
w x Tt w D
Agora aplica-se o teorema de Green,
z zz

. N A — 1, ..« TP i~
7ZWP(x,t)dx+ Q(x;t)dt= " ﬂx(x’t) ﬂy(x’t) dx dt;

no primeiro membro acima, para obter
z z

P(x;t) dx+ Q(x;t) dx= h(x;t) dxdt
Tw w

Retornando cor® = u e Q = a2uy no primeiro membro acima, obtem-se
z z

(6.20) U dx+ a’uydt = h(x; t) dxdt
Tw w

A integral do primeiro membro corresponde a integral dedidd um campo vetori#d(x;t)
dado poiF(x;t) = w(x:t); @2ux(x;t) . E seu calculo é feito da seguinte maneira:
z Zy
F(xt) dr= Fla9)] fA9ds
Tw a

ondeg(s) € uma parametrizacao para a frontefn4/

Para calcular a integral no primeiro membro de (6.20) secassario parametriz§iV, ou
seja, o triangulo carater’stico que tem como veérticgsomgos(x;t), (x at;0) e(x + at;0).
Comeca-se determinando o segmento de reta do gentd até o pontdx at;0). A ideia
€ usar a formula da Geometria Anal'tica, xg = m(t tg), ondem= Dxpt. Para estes dois
pontos, tem-se:

Assim,
X t=at t) ) X at= x at; (x at x Xx):

Agora para o0 segmento de reta do pofxe- at;0) até o pontdx;t). Tem-se:

X X at _

M=

a

Assim,
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X (x+at)= alt 0 ) X+ at= x+ at; (x;x+ at):

Para o segmento liganda at;0) até o pontdx + at;0) ca mais simples, pois nao ha
variacao em. Logo o mesmo pode ser parametrizado fazeérnel® enquantx varia no inter-
valox at x x+at.

Para simpli car, nomeia-se estas trés parametrizagéeseguinte forma:

(a): x at=x at; X at X X
(@): x+at=x+at; X X Xx+at;
(®): t=0; X at X x+at:

Observe quelx= adtsobreg, quedx= adtsobreg e quedt = 0 sobreg. Com estas
notacdes e observacoes, a integral no primeiro men#(6.80) ca assim reescrita:
z z z z

udx+ a2u dt=  udx+ alu,dt+  udx+ audt+  u dx+ aluydt
Tw a 07} (0]
Z Z

Lk (adt)+ au(adt)+ u( adt) auw( adt)+
@

a

4 4 4

audt+ audx+ audt audx+  u(x0)dx
o @ %

Z VA VA X+ at
a Wwdt+udx a udt+ udx+ W (x; 0) dx
] [0)) x at
Z Z Z X+ at
a du a du+ U (x; 0) dx
o]} o) x at

Z X+ at
au(x;t) au(x;t) + U (x; 0) dx
o @

X at

afu(x at;0) u(x;t)] afu(x;t) u(x+ at;0)]+

z X+ at
+ U (x; 0) dx
X at
Z X+ at
= afu(x+ at);0)+ u(x at;0)] 2au(x;t)+ U (x; 0) dx
X at
VA X+ at
(6.21) = afup(x + at))+ up(x at)] 2au(x;t)+ ur(x)dx
X at

Substituindo (6.21) em (6.20), obtém-se
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z

Zx+at
a[f(x+at)+ f(x at)] 2au(x;t)+ g(x)dx= h(x;t) dxdt
X at w
donde segue que
Z Z
. f(x+at)+ f(x at) 1~ x+a 1 _
(6.22) u(x;t)= > + % x o g(x) dx+ %a Wh(x,t)dxdt

Os dois primeiros termos no segundo membro acima é aawted' Alembert para o proble-

ma homogéneo. O Ultimo termo no segundo membro acima,
z

v(x;t) = %‘ Wh(x; t) dxdt,

(pode-se demonstrar) é solucao do problema

8

3w @wx= f(xt); x2R;t O
BV(X;O): 0; X2 R,;

" w(x0)= 0 x2 R:

Portanto, a soma das duas soluc@esy, &€ a solugcao do problema (6.18). De maneira analoga
ao que foi feito para o problema homogéneo, demonstra€e guoblema nao homogéneo é

bem posto.
[]

Exemplo 6.4:Determine a solugao do problema

8

3 Ut Ux= 1 parax2R et O
u(x:0) = x%; parax2 R;
W(x;0)= 1, parax2 R:

SoLUCAO: Deve-se usar (6.22),
z z

o fx+at)+ f(x at) 1 x+at 1 .
ulx;t)= > + %y o g(x) dx+ % Wh(x,t)dxdt

coma= 1,h(x;t)= 1, f(xX) = x*eg(X) = 1. Assim,
Z Z.Z
+t)2+ t)2 15 x+t 1t t+x t
ulx;t)= X+ )7+ (x 1) + = ldx+ —
2 2 xt 2 0 t+x t

X+t 1Zt t+x t

1dxdt

X%+ 2xt+ 12+ x2 2xt+ t2+ X
- 2 2

Zt
JCtex 0 (trx D]dt

2 2
:2x +2t+(x+t) (x t)+
2 2

NI =
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1%t
= X2+ t%+t+ = 2tdt

20

t2 t 2
= X2+ t%+ ¢t 5 = x2+ t%+ ¢t

0

o, t?
X2+ _+t
2

Portanto, a solucao para o problema dado é

t2
u(xt)= x2+ §+ t:

[]
Exemplo 6.5:Considere o seguinte problema da corda nita:
8
Ut a2uxx=0; 0< x<L; t>0;
u(o;t) = 0O; t> 0;
(6.23) ulL;t)= 0; t> 0
u(x;0) = f(x); 0 x L;
- W (x;0)= 0 0 x L:

A solucao deste problema, pelo método de Fourier, f@sgmtada na secao 4.4 e € dada por

¥

npx npat

uxt)= 3 o sen PX o 2P
n=1 L L

onde 271

L o
Mostre que a solugcao acima pode ser representada na forma

npx

Ch= f(X) sen T dx

h(x at)+ h(x+ at)

u(x;t) = >

SoLugAo: Considere as seguintes formulas da trigonometria:
sen(a+ b)=( serma) (cosh)+( sernb) (cosa);
sen(la b)=( sema) (cosb) (serb) (cosa):
Somando estas duas identidades trigopnométricas membeméim, obtém-se

sen(a+ b)+ sen(a b)
2

(sema) (cosh)=
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npx npat o , .
Agora fagaa = % eb= pT na tltima formula acima para escrever
h [
npx npat 1 npx npat npx npat
n — —— = - sen —+ —— +sen — ——
se 3 cos 3 > se 3 3 se 3 3
1N hnp i hnp io
= > sen — t) + sen — (x+ at
> se ] (x at) + se ] (x+ at)
Portanto, L¥ N hnp i hnp io
ux;t)= - a cn sen —(x at) + sen —(x+ at)
2.2 L L
Supondo que a série acima pode ser dividida em duas sommasete
1 ¥ h, [ 1 ¥ h, [
ux;t)= = é’[ chsen —p(x at) + —= é Cnh sen —p(x+ at)
2n=1 L 2n=1 L

Fazendo agora
npx
L

¥
h(X)= & cn sen
n=1

conclui-se que a Ultima expressao acima satisfaz

h(x at)+ h(x+ at)
2

u(x;t) =

como desejado.

4.7 Equaco de Laplace

Uma importante equacao diferencial parcialé&jaacao de Laplacgue em dimensao dois
é dada por
Du = Uyx + Uyy: 0

e em dimensao trés € dada por
Du = Uyx + Uyy+ Uzz= O:

Quando se considera campos eletrostaticos, a funcangatelétrico em um meio dielétrico
sem cargas elétricas tem que satisfa2ar= 0. Analogamente, a fun¢ao potencial de uma
part'cula livre no espaco sob acao apenas de forcagtapgmnais também tem que satisfazer
Du = 0. Porisso a equacao de Laplace também & conhecida cemeaéo do potencial.

Observag@o 7.1:Considere o problema de Dirichlet nAo homogéneo:
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8
3 Uxx+ Uy = 0; O<x<a 0<y<b;

(7.2) 5 u(x;0) = f(x); u(x;b) = g(x); 0 x &
- u(0y) = h(y); u(ay) = k(y); O<y<h

Figura 7.1: Problema de Dirichlet no retangulo.

Como no mostrado no exemplo 5.3, para equacdes de ondashlempa de Dirichlet acima
pode ser resolvido mantendo-se uma condicao de cont@adomogénea e as outras trés
mantidas homogéneo. Assim, ca-se com quatro problemasegpqdem ser resolvidos pelo
método de separacao de variaveis. Como o problemaeadtlear, entdo a sua solucao pode ser
obtida como soma das solugdes de cada um dos quatro prxblem

Suponha que existam funcd@¥x;y), u(x;y), ud(x;y) e u*(x;y), onde os nimeros de 1 a 4
representam ‘ndices e nao poténcias, que sao, respeetite, solucdes para os problemas de
Dirichlet dados a seguir:

8
3 Uyt Uy, = 0 0< x< & 0<y<b;

(7.2) 5 ul(x;0)= f(x); ul(x;b) = 0; 0 x a
© ul(0y) = O; ul(ayy) = O; O<y<h
8
3 U+ UGy = O; 0< x< & 0<y<b;

(7.3) 5 u?(x;0) = O; u?(x:b) = g(x); 0 x &
Cui(0y) = 0; u’(asy) = 0; O<y<b:
8
3 Ut U5y = 0; 0< x< & 0<y<b;

(7.4) 5 ud(x;0) = O; ud(x;b) = O; 0 x a

S w0y = hy);  W(ay) =0 O<y<bh
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8
3 Ugct Uy, = 0 0< x< & 0<y<Db;

(7.5) 5 ut(x;0) = O; ut(x;b) = O; 0 x &
LU0y = O; ut(ay) = k(y); O<y<bh

Agora se faz
u(xy) = ut(xy) + W(xy)+ u3(xy)+ ut(xy);
ondeu(x;y) € a solucao do problema (7.1).

O primeiro passo consiste em mostrar g(»e y) dada acima satisfaz a equacao de Laplace.
Tem-se:

Du = Uxx + Uyy

UOGY) + UP06Y) + U0GY) + UH(XY) ot

+ Ut (xy)+ BPOcy)+ 6+ ut(xy) |,
= UG Y) + U (X Y) + UG Y) + UG y)+

+ U (X Y)+ UG(XY) + U6 Y) + Uny(X;Y)
= U Y)+ U (XY) + UG(GY)+ UR(xy) +

+UROGY)+ U(XY) + UG(XY)+ Ug(XY)
= 0+ 0+ 0+ 0= 0,

mostrando que satisfaz a equacgao de Laplace.
O passo seguinte consiste em vericar cada uma das quatig@asmde contorno. Tem-se:

u(x; 0) = ul(x;0)+ u?(x;0)+ u3(x;0)+ u*(x;0)

f(x)+ 0+ 0+ 0= f(Xx):

u(x;b) = ul(x;b)+ u?(x;b)+ u3(x;b)+ u*(x;b)
= 0+ g(x)+ 0+ 0= g(x):
u(0;y) = u(0;y) + U3(0;y)+ u3(0;y) + u*(0;y)

= 0+ 0+ h(y)+ 0= h(y):
uay) = ul(@y)+ u(ay)+ B@ay)+ uiay)

= 0+ 0+ 0+ k(y) = k(y):
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O que foi mostrado anteriormente &€ qu(&;y) & a soma das solu¢des dos problemas (7.2),
(7.3), (7.4) e (7.5). Portanto, para resolver o problemB) (Basta resolver cada um dos quatro
problemas citados e somar as suas solugcdes para obtaatameente a solu¢cao do problema
nao homogéneo. Este procedimento & poss’vel porges psiblemas sao lineares.

[]

Exemplo 7.1:Este exemplo & um estudo do problema de Dirichlet em unmgeta, que €
modelado da seguinte maneira:

8
3 Du= ux+ uy=0; 0< x< & O<y<b;
(7.6) 5 u(x;0) = 0; u(x;b) = 0; 0< X< &
u(Gy) = 0; u(ay) = k(y); 0 y b

SOLUGAO:

Figura 7.2: Problema de Dirichlet com uma condi¢cao naadgeénea.

Aplica-se o método de separacao de variaveis suponela gqalucao do problema é dada por

uix;y) = X(x) Y(y):

Derivadandai duas vezes em relacax& duas vezes em relacag,abtém-se

()= X)) Y(y) e uy(xy)= X Y%Ry);
gue levada a equacao em (7.6) resulta em

00 00
X YO+ X Y= ) o= L=l

onde escolheu-se a constante de separalibilitiesen estar acompanhada do sinal de “menos”
(isto facilita a resolucao deste problema).
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No caso da regiao retangular, quando a condi¢ao nao ¢@mea esta em um dos lados na
vertical, opta-se par; quando a parte nao homogénea esta na parte superidedoiijopta-se
por | .lIsto cara claro mais adiante: caso se inverta o sinal dentao aparecera durante da
resolucdo uma série em senos ou cossenos hiperbaiigesparece com a série de Fourier,
porém nao existe série de Fourier com senos e cossenedblicos, apenas com senos e
cossenos trigopnomeétricos (e isto impediria a continwed#alresolucao do problema).

Segue-se da Ultima igualdade que

(
X% | xX=0:
YO | Y = Q:

O proximo passo consiste em usar as trés condicdes tleroomomogéneas para determinar
as condi¢cOes de compatibilidade. Para a primeira céodie contorno, tem-se

ux;0)= X(x) Y(0)=0 ) Y(0)= 0 ou X(x)= 0 paratodox:

Mas seX(x) = 0 para tod, segue-se de(x;y) = X(X) Y(y) queu 0. Entao, ca-se com
Y(0)= 0.
Para a segunda condigao de contorno, tem-se

u(x;b)= X(x) Y(b)=0 ) Y(b)= 0 ou X(x)= 0 paratodox:

SeX(x) = 0 para todo, entao como vistal 0. Logo,Y(b) = 0.
E para a terceira condicao de contorno, obtém-se

uo;y)= X(0) Y(y)=0 ) X(0)=0 ou Y(y)= 0paratody:

Da mesma formay(x;y) = X(xX) Y(y) mostra que, s&(y) = 0 para todoy, entaou O.
Entao opta-se poX(0) = 0.
Portanto, deve-se resolver os seguintes problemas desalercontorno:

8
0% [V =0
(XOOIX:O; ) éioiYO 0;
X(0)= O; 3 1(0=0
“ Y(b) = O:

Observe que o primeiro problema s6 tem uma condicao dmew) enquanto o segundo
tem duas condi¢des. Por isso inicia-se o estudo pelo degnmnblemaE neste ponto que a
escolha da constante de separabilidade daria problema na resolucao. Se a escolha fosse

I 0 segundo problema teria como solugcao geral uma comdiniigear de seno e cosseno
hiperboblico, como mostra o exemplo 1.5.

Divide-se o segundo problema acima em trés cdses0,/ < 0el > 0.

CAso 1: paral = 0 o problema se reduz¥% 0. Integrando duas vezes em relacap a
encontra-s&(y) = ¢1 y+ cp. Agora aplica-se as condi¢des de contorno. Tem-se:
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Y(0)=c O0+c=0 ) c=0;

de modo qué&'(y) = c1 .
Com a segunda condicao de contorno, obtém-se

Y(b)=c b=0 ) ct=0 ou b=0:

Masb & medida de um dos lados do retangulo, logo ele nao podeserAssimgc; = 0, de
modo queY(y) = 0 paratodog. Mas isto implicaenu 0.

CAso 2: paral < 0. Fagal = n?, isto evita o aparecimento de ra’zes. Dessa forma, a
equacao se escreve na foriff® n?Y = 0. O exemplo 1.5 mostra que a soluc@o geral para esta
equacao é da forma

Y(y) = dy cost{ny)+ do senH(ny):
Aplicando a primeira condi¢cao de contorno, encontra-se

Y(0) = d; coshO+ drsenh(O= 0 ) di= 0;

de maneira qu¥(y) = do senh(ny).
Usando a segunda condicao de contorno, obtém-se

Y(b)= d» seninb)= 0 ) d>=0 ou senkinb)= 0:

Ora, comob; m6 0 (b & a medida de um dos lados do retangulorg® = | > 0, de modo
que por sef 6 0 também serm6 0), tem-se assim, por de nicao, que sénth) 6 0. Isto faz
com qued, = 0, de modo quer 0.

CAso 3: paral > 0, facal = n? (para evitar aparecimento de ra’zes). Assim, a equagao e
Y canaformaY®% n?Y = 0. Pelo exemplo 1.5, a soluc&o geral desta equacaospiad

Y(y)= e cogny)+ e sen(ny):
Aplicando a primeira condi¢cao de contorno, conclui-se qu
Y(0) = egcosO+ e sen0=0 ) e = 0;

de modo qué&'(y) = e sen(ny).
Usando a segunda condicao de contorno, resulta

Y(b)= e sennb)= 0 ) e=0 ou serfnb)= 0:

Caso fosse» = 0, entaoY(y) = 0 para todoy e isto implicaria, como ja explicado antes,
emu 0. Logo deve-se optar por s@mb) = 0. Isto faz com que o0 argumento seja igual a um
mdltiplo inteiro dep, isto &,

np

m=np ) om=L ) =i
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Assim, a solucao é dada por
Y(y)= e sen %’ ,
gue sem perda de generalidade, fazesdo 1, resulta em

(7.7) Yn(y) = sen %/ , n=1,2;3;:::

Agora retorna-se ao problema

X% | X=0;
X(0)= 0:
Nao é necessario estudar este problema em relaca@sos t e 2, pois ja foi mostrado que
estes dois casos, para o problema de Laplace que se estndazem semper a solucao trivial

u 0. Logo, o problema acima deve ser analisado apenas nortetesb, isto &, para = nr.
Assim, segundo o exemplo 1.5 a solucao geral para a aq¥2e™ n¥X = 0 & dada por

X(X) = d; cos{nmx)+ dy senh(nx):
Usando a Unica condigao de contorno para este problemelui-se que
X(0)= d; coshO+ d» senhO= 0 ) di=0;

de modo queX(X) = dysenh(nx).
Agora se usa o valor deja obtido anteriormente para escrever
npx-
b
Sem perda de generalidade, pode-se taipar 1 e escrever

X(X) = do senh

(7.8) Xa(X) = senh %‘
Usando (7.7) e (7.7), obtém-se
Un(XY) = Xn(X) Yn(Y)
_ npXx npy N
= senh b sen b n=1,2;3;:::

As fungbesunp(Xx;y) satisfazem a equacao de Laplace e as trés condicdoesnt@mo ho-
mogéneas para cate? N. Para satisfazer a condigao de contorno nao homogé(es) =
k(y), supde-se que a soluc@x;y) possa ser representada como superposicao das fungdes
un(X;y), ou seja, que

¥
u(Xy)= & cn Un(Xy)
n=1
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g npx npy
= Slcn senh o sen o

Usando a condi¢cao de contorno nao homogéu(@ay) = k(y), obtém-se

¥

uay) = & cn senh P2 sen MY 1y

n=1 b b

Agora se faz
n
bhn= ¢y senh %‘ ,

de modo que
y npy
k(y)= Q bn sen —=
n=1 b
A expressao acima € a série de Fourier de uma funcaar'eperiddica de per'odb= 2b.
Assim, chamando dea extensao da funcdono intervalo b y b e peribdica de per'odo
T = 2b, tem-se que 0s coe cientes sao dados por

Zy

152 npy
= = k 7
b b . (y) sen b dy
Z
1-0b npy
== Kk — dy,
b o (y) sen b Y,

pois o integrando & par (pois & produto de duas fung@pares), de modo que se dobra o valor
da integral que & calculada no semi-intenj@td] e ondek coincide conk.
Mas

bn=cn senh P2,
b
entao 7,
we =2 npy
Cn Senh T = b . k(y) sen b dy;
que resulta em ,
- ° npy
- - k EYy :
= b senn(mam) o (y) sen == dy.
Portanto, a solu¢ao do problema (7.1) & dada por
¥
u(x;y) = é cn senh npx sen npy
n=1 b b
onde 4
1 ° npy
Cn= b senh(wam) o V) Sen 7 d¥

Exemplo 7.2:Resolva o seguinte problema de Laplace para um retangulo:
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8

3 Uxx+ Uy = 0; 0< x< g O0<y<b;
5 ux;0)= 0; u(x;b) = g(x); 0 x &
- uGy) = 0 uay)= 0 O<y<b

ondeg:[0;a]! R & uma funcao dada.

SOLUGAO:

Figura 7.3: Problema de Dirichlet com outra condi¢ao de@mo nao homogénea.

Suponha que
ux;y) = X(x) Y(y):
Derivando duas vezes em relacado@em relacao g encontra-se

= X YY) e uy= X YRy,

que substitu’das na equacgao de Laplace resulta em

X% Y+ X YRy)=0 ) X% Y= X YRy);
ou ainda,
XR) _ YRy _
X(x) Y(y)
onde | é aconstante de separacao de variaveis. Assim, tem-se

l;

X% /x=0 e Y% jvy=o0
As condicdes de compatibilidade sao assim obtidas:
ux;0)= X(x) Y(0)=0 ) Y(0) = 0 ou X(xX) = O; paratodaox:

CasoX(x) = 0 para todw, entao encontra-se a solugao triwial 0. Neste caso, adota-se
Y(0)= 0.
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Além disso,

uo;y)= X(0) Y(y)=0 ) X(0)= 0 ou Y(y) = O; paratodoy,
uay)= X(@ Y(y)=0 ) X(@= 0 ouY(y) = 0; paratodoy:

Nos dois casos acima, ¥€y) = 0 para todoy, entao encontra-se a solucao trivial 0.
Entao assume-s9¢(0) = 0= X(a). Fica-se com os seguintes problemas:

( (
X% | X=0; 0<x<a YO 1Y=0, 0<y<b
X(0)= 0= X(a); Y(0)= O:
Deve-se separar emtrés casos: 0,/ < 0el > 0.

Caso 1: paral = 0, tem-se qu&(Xx) = c; X+ Cp. Usando a primeira condi¢ao de contorno,
obtém-se
X(0)=1c¢ 0+c=0 ) co=0;

de modo queX(X) = ¢1 X.
Para a segunda condicao de contorno,

X(@=c a=0 ) a= 0,

poisa6 0, por ser a medida de um dos lados do retangulo.
Neste casd, = 0 implica emX(x) = 0 para todo, de modo que se temn 0.

CAsO 2: paral < 0. Pode escrever = n7. Assim, pelo exemplo 1.5, a equacg®
n?X = 0 tem como solucao geral

X(X) = d; cos{mx)+ do senh(nx):
Usando a primeira condi¢cao de contod@®) = 0, encontra-se
X(0)= d; coshO+ d» senhO= 0 ) di=0;

pois coshG 1 e senh@ 0. E, assimX(x) = do senh(nx).
Para a segunda condicao de contaxia) = 0, tem-se

X(@) = d, senh(nm)= 0 ) d>=0 ou senling)= 0:

Mas ma 6 0, poisn? = | < 0 eaé o lado do retangulo. Assim, por de nic&o, tem-se que
seni(/ a) 6 0O e isto implica end, = 0. Assim, tem-se, para < 0, queX(x) = 0 para todo
e, portanto, que 0.

CAso 3: paral > 0. Pode-se escrever= n?. A equacao®® n?X = 0 tem solucao geral

X(X)= g1 cogdnx)+ e sen(nx):
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UsandoX(0) = 0 na solugao acima, encontra-se
X(0)= e; cosO+ & sen(=0 ) e=0;

de modo queX(X) = e sen(nx).
ParaX(a) = 0, tem-se

X(@)= e sennp)= 0 ) e=0 ou serfnra) = 0:

See, = 0,entacX Oe, portantoy 0. Se sefnm) = 0, entao o0 argumento deve satisfazer
ma= np, de modo que

2.2
np n<p
m=n m= — e | = —> n2 N:
p ) 3 2
Portanto, DX
Xn(X) = sen % ; n=1,2;3;:::

onde sem perda de generalidade tomo&yse 1.

A equacao enY(y) deve ser analisada apenas no caso 3, uma vez que nos denoais cas
sempre se chegawa 0, nao importanto qual seja a solugao gmAssim, para a equacao
Y% 1Y =Y% n?Y = 0ecom acondicio de compatibilidadg) = 0, tem-se

Y(y) = ky cosh Py + ko senh Lo
a a
de modo que
Y(0) = k; coshO+ k, senh(O= 0 ) kp = 0:
Portanto, N
Yn(y) = senh %’ ,
onde tomou-se, sem perda de generalidgde, 1.
Fazendain(x;y) = Xn(X) Yn(y), tem-se
npx npy

Y) = — h —
un(X;y) = sen 2 sen :

Assim, tem-se como candidato a solu¢ao do problema diate@m funcao

¥

u(xy)= & cn un(Xy)
n=1

¥
X n

= 3 cn sen 22X genn 2BY
n= a

Para determinar os coe cienteg, usa-se a condi¢cao de contoui(®; b) = g(x). Assim,

¥
g(x) = u(x;b)= § cn sen DPX senh npb
n=1 a a
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Agora se faz

npb
bn= ¢y senh % ,

de modo que a série acima ca na forma

¥
gx)= & bn sen %(

n=1
A Ultima expressao acima € a série de senos, portamigeads Fourier de uma funcao "'mpar
e peribdica de per'odb = 2a. Assim, sg: R! R & aextensao ‘mpar dgao intervalq a;a]
e periodica de per'odd = 2a, entao 0s coe cientel, sao dados por

a npx

b, = g(x) sen — dx
a a

a npx
g(x) sen npx dx
0 a
pois o integrando & par (pois €& produto entre duas fungtipares) e no interval®; a] a ex-
tensaag coincide com a funcag.
Logo,

Z
npb 2-a npx
Cn senh % = a o g(x) sen % dx
Assim,
2 1 Za npx
(7.9) Cnh= a 7senh(npb:a) . g(x) sen Y dx

Portanto, a solucao do problema de Laplace & dada por

¥
u(xy)= & casen %( senh %’ :

n=1

onde 0s coe cientes, podem ser obtidos pela expressao (7.9).

[]
Exemplo 7.3:Resolva o0 seguinte problema de Laplace usando o métodopdeagséo de
variaveis: 8
3 Uxxt Uy = 0; O<x<a 0<y<b;
5 uy(x;0) = O; uy(x;b) = 0; 0 x g
" w(0y) = O; ux(a;y) = K(y); O<y<h

SOLUGAO: Procura-se por solugédo da forma

uixy) = X(x) Y(y):
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Derivando duas vezes em relacdoey, apos substituir na equacao de Laplace, encontra-se

X% _ Y%y
X%%) Y(y)+ X(x) YO =
YO0 Yt ) 5T Yo
A Ultima expressao mostra que as variaveis estao stg@r&omo o primeiro membro de-

pende apenas da variawet o segundo membro depende apenas da vasigeetao a igualdade
s0O se veri ca se ambos 0os membros forem constantes, ou seja,

X% _ Yy _ .
X Yy

isto €,

X% | x=0

Y% |y =0

Figura 7.4: Problema de Newmann com uma condi¢cdo nao enea.

Em seguida determina-se as condi¢cOes de compatibilidace resolver as EDOs acima.
Tem-se:

uw(0;y)= Xq0) Y(y)= 0 ) X%0)= 0 ou Y(y)= 0 paratodoy:

CasoY(y) = 0 para todgy, entao ter-se-ia 0. Logo, assume-se qué&{0) = 0.
Para a condi¢ao de contorog(x; 0) = 0, obtém-se

w(x0) = X(x) Y{0)=0 ) YY0)= 0 ou X(x)= O para todo:

Assim, seX(x) = 0 para todax, obter-se-iau 0. Entao adota-se a condicao de compati-
bilidadeY{0) = 0.
Para a condi¢ao de contorog(x; b) = 0, obtém-se

w(xb)= X(x) Y{p)=0 ) Y{b)= 0 ou X(x)= O para todo:
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CasoX(x) = 0 paratodo, obter-se-iai(x;y) 0. Entao adota-se a condicao de compatibil-
idadeY{b) = 0.
Agora trata-se de resolver os seguintes problemas de \almwrdorno:

(XOOIX:O; o (YOQHY:O;
XY0) = o; Yq0)= 0= Yqb):

O primeiro problema acima s6 tem uma condicao de cont@@@o segundo problema, que
tem duas condi¢Bes de contorno e que sera estudaddrimécite, deve ser analisado em trés
casos! =0,/ <0el > 0.

CAso 1: paral = 0. Tem-seY%= 0, que por duas integracdes diretas tem como soluczo
Y(y) = c1y+ c. Derivando a Ultima express&o uma vez e usando a cand&&ontornd{0) =
0, encontra-se

Yy)=¢ ) Y{0)= =0 ) =0

donde result¥(y) = cp.

Agora usa-se a segunda condicio de contorA®) = 0, emYYqy) = 0, que implica em
Yqb) = 0: Ou seja, com a segunda condicdo de contorno a soM{@o= c, permance a
mesma, que implicara eafx;t) = c= constante, a ser adicionada no nal. Mais adiante sera
visto que esta constantge nao podera ser determinada. Isto € uma caracter stipaathlemas
de Neumann.

CAso 2: paral < 0. Neste caso, para evitar expressoes contendo ra’zes®pbr escrever
| = n?.Assim, o exemplo 1.5 mostra que a solucao geral ¥&tan?Y = 0 & dada por

Y(y) = di cosh{ny)+ d> senh(ny):

Derivando a express&o acima e usando a condiczo de no) = 0, obtém-se

Ydy) = di m sent(ny)+ d m cosk{(my)
YY0)= d; m senhO d, m coshO= 0 ) d mO+d, m1=0;

ou sejad, m= 0, que implicaena, = 0, pois cosh& 1, senh@ 0emé 0. Resulta, portanto,

queY(y) = di cosh{ny).
Usando a condi¢ao de contorvifb) = 0 emYQy) = dimsenh(ny), encontra-se

Yqb)= d; m senHnb)=0 ) di m= 0 ou senlfnb) = O:

Mas m6 0 e b> 0, de modo quenb 6 0. Alem disso, senfnb) 6 0, pois 0 seno

hiperboélico de nimero diferente de zero & nao nulo. De, faasta observar a sua de ni¢ao:
X

senlx = . Segue-se da’” quh = 0 (poism6 0). E isto implica quér(y) = 0 para todo
y, de modo quer 0.
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CAso 3: paral > 0. Neste caso, escreve-se= nt. Pelo exemplo 1.5 a soluczo geral de
Y% n?Y = 0 & dada por

Y(y) = e1 cofnmy)+ e; sen(ny):

Derivando a (ltima expresszo uma vez e usando a cond&aontorna’q0) = 0 na solucao
acima, obtém-se

Ydy)= e m sen(ny)+ c; m cogny)
YY0)= e m senO+ e m senC= 0 ) ege mO+e ml=0;

gue dae, = 0 (poism6 0). Assim, tem-se qu¥é(y) = e, cognx).
Com a condiczo de contorb) = 0 aplicada enY{y) = e, m sen(ny), encontra-se

YYb) = e; msen(nb) ) e; m=0 ou ser{nb) = 0:
Casoe; = 0, entao obter-se-1ia 0. Logo, serinb) = 0, de modo que
sen(nmb)= 0 ) mb= np;

gue implicaem

_np _ np?
m= o e I = o
Portanto, N
Y(y) = e cos %/
Sem perda de generalidade é poss'vel tagpar 1, de modo que se encontra
Yn(y) = cos %/ :

paratodan 2 N.
Para a outra equacao diferencial, isto &, pdfa | X = 0, com/ = n’p%=2, obtém-se como
solugao geral a expressao

X(X) = k; cosh %( + ko senh %(

A condicao de contorngq0) = 0 implica em

Sk ™ senh X 4k, TP cosn PX

X4 = ke 5 senh . + ko 5 cosh 5

Xq0) =k P senh M0 L1, TP ocosn PO
" 7p b 2 b

K % senh O ko % cosh0= O;
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kk P oork, P g-g

b b
e isto implica enk; = 0 (pois cosh® 1, senhG= 0 e ne=v 6 0).
Logo,
n
Xn(X) = cosh %( ,

onde, sem perda de generalidade, tomokrse 1.
Portanto, fazendon(X;y) = Xa(X) Ya(y), obtém-se

un(X;y) = cosh %( cos %’ , n2 N:

Assim, o candidato a solu¢ao do problema de Laplace & dad

¥
u(xy) = c+ & Catn(Xy)

n=1

g npx npy
(7.10) =c+ g chcosh — cos —

n=1 b b

Para encerrar a solu¢ao deste problema & necessanimarfcomo sao dados os coe cientes
da série (acima) que representa a solucao. Para isseewsaondicao de contormg(a;y) =
k(y) dada no problema, mas antes €& preciso derivar uma vez aeamdisolu¢do do problema
de Laplace. Tem-se:

S np npx npy
. = e h _ —_—
ux(Xy) rEtlcn b sen b cos b
¥
k(y) = u(a;y)= a e P senn P2 oo TP
=1 b b b
Fazendo a
an = €y senh % ,
obtém-se

)= & ancos "
n=1 b
Mas a Ultima expressao acima representa a série de Fpargefuncdes pares (uma série de
cossenos). Assim, fazendo uma extensao padr mzintervalo( b;b] e periddica de per'odo
T = 2b, denotando tal extenszo ggrsegue-se que 0s coe cientagsao dados por
Zy Z,
an= % bR(y) cos %’ dy= % . k(y) cos %’ dy,
pois o integrando & par, por ser produto de duas funcdespa pork coincidir comk no
intervalo[0; b].
Portanto, os coe cientes, sao dados por
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4
_ 1 270 npy
“= Senhwen) b o W 5 W

Portanto, segue-se de (7.10) que a soluc¢ao do problemaaembr

¥
u(x;y)= c+ & cn cosh oX os TRY
n=1 b b
onde os coe cientes da série acima sao dados por
1 240D npy
= - @ - k Py .
©n = Senh(moa) b o W) Tp W

Agora é importante observar que o termo consteaugjige aparece na solucéfx;y) nao pode
ser determinado, isto &, nao existe nenhuma condigd@alze permita determinar o valor cle
Com isso problemas deste tipo nao tem solu¢ao UnicaoGondito, isto &€ uma caracter’stica
de problemas de Neumann.

Por m, observa-se que o problema dado s6 tera solucao se

Zp
. k(y)dy= 0:

Isso se justi ca pelo fato de

¥
n
k(y) = éancosﬂ , n=1,2;3;:::;
n=1 b
Ou seja, uma série de cossenos em gue o termo constantpar@oe Isto signi ca queg = 0
nesta série, ou ainda, que

2% b Zp
0= k(y)dy= 0 ) k(y)dy= O:
0 0
[]
Exemplo 7.4:Resolva o seguinte problema de Dirichlet:
8
3 DU= U+ Uy = 0; em W= (xy)2 R?j ¥*+y’<a ;
(711 5 ugw= 9xy); em (xy) 2 TW= (xy) 2R?j ¥+y*=a ;

juy)i < M

SoLucAo: Observe, primeiro, que ndo é poss'vel aplicar direteme método de separacao
de variaveis. Isso se deve a fato de que este método sdise apegides retangulares e o
dom’nio dado W, & um disco, ou regiao circular. Assim, este problema deveeescrito em
coordenadas polares para que a aplicacao do métodoaimgap de variaveis seja poss’vel.
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Usando coordenadas polares, isto &,
X= rcosq e y=rserg;
a regiaoW e sua fronteirdl Wse transformam em
D=f(rq)jr<ae0 g<2pg;

Mb=f(rg)jr=ae0 g<2pg:

Figura 7.5: Equacao de Laplace no disco.

A deducao do laplaciano em coordenadas polares pode cantesda na proposi¢ao 9.1 no
apéndice 2 deste cap’tulo. Ja a restricaa(dey) = f(x;y) a fronteira ca assim:

u(a; q) = u(acosg;aseng) = g(acosq;aseng) = f(q):

pois emfD se tenr = a.

A equacao de Laplace e a condicao de contorno sao dadas p
8

1

< — N .

(712 Uty Ut U= 00 emD:
" u(a;q)= f(q); em 9D:

Para queu(r; q) esteja bem de nida, acrescenta-se a hipotese deucgaja periddica de
perodoT = 2p na variavelg. Alem disso, exige-se que a funcéfr; q) seja limitada para
r a

Usar-se-a o método de separacao de variaveis palaeesste problema. Suponha que
(7.13) u(r;q) = R(r) Q(q):

Derivandou, obtém-se



4.7 Equacao de Laplace 441

u(ng)= R Q(q); ur(ng)=Rr) O e ugrg)= Rr) Q%g):

A substituicao das derivadas acima na equagao de Leplaccoordenadas polares resulta

em
R%) 0(a)+ ;RN Qo)+ 5 Rr) o%a)= 0,

ou ainda,

R+ T R Q@)= 3 RO Q%a);

gue implicaem

2R, R Q%) _
R(r) R(r) Q(q)
ondel é aconstante de separacao, uma vez que o primeiro menuona funcao da variavel
e 0 segundo membro & uma fungao apenas da vagadel modo que a igualdade s6 € poss’'vel
se ambos os membros forem uma constante.
Igualando o primeiro membrola, obtém-se

2 Ro?r)+r Ro(f)_l

l;

) P R%+r R | R=0

R(r) R(r)
Analogamente, encontra-se
Q%0q) 00
=1 +1Q =0:
0a) )i
Assim, obtém-se duas EDO:
(r2 R%r R |R=0;
(7.14)
Q% /1Q =0

Esse problema nao tem condi¢des de contorno homogéPeasutro lado, as solucdes tém
gue ser limitadas na variavele periédicas de per'odd = 2p na variavelq. Considere a
equacacQ®®q) + 1Q (g) = 0. Olhando/ como autovalor dessa equacao, entdo a fur@ao
pode ser complexa. Assim, tomando o produto e@teeseu conjugad®(q), integrando de 0
a 2p e usando a EDO anterior, obtém-se

Z,, Z,, L

I iQ@i*dg=1  0Q(q) Q(q)dq

Z2p -

. [IQ (g)] Q(q)dq
Z,

B i " 0%q) O(q) dg

2 Z

= olo) @+ OPQO(q) [OT9)] dg
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. Ly
o%2p) Op)+ QY0) QO+ Op oYq) %dg

- Ly
00+ 2p) Q[0+ 2p)+ QY0) O(0)+ Op 09q) 2dq

_ Ly
0%0) 0(0)+ QY0) OO+ Op 0%q) 2dq
Z,
i ’ 0%q) %dg:

(7.15)

onde usou-se a periodicidade geem um passo acima. Também se fez uma integragao por
partes, fazendo
8 h [
( - ° 0
u= Q(q); du= Q(q) = [QYq):;
dv= Q%q) dg; - v= Q%q):
Observe que a integral no primeiro e no Gltimo membros s&itipas, pois 0s integrandos

sao funcdes positivas (estdo elevados ao quadrado)fag com qué 0O, isto &€,/ & um
namero real ndo negativo. Entdo serao consideradesdsos! = 0 el > 0.

CAsoO 1: paral = 0. Substituindo este valor em (7.15), obtém-se
Z 5p ,
. @ "dg=0 ) =0 ) Q(q)= constante

é solucao para a equac@3% /IQ = 0.
Alem disso, pard = 0, a outra equacgao eR{(r) ca naforma

r R% r RR= 0
Esta equacgao acima é do tipo de Euler, que tem solugab ge
R(r) = kqInr+ kp:3

O termo logar'tmico nao é aceitavel, pois o termo In ¥ quandor ! 0, fazendo com
gue a solucao seja ilimitada. Portankg,= 0. Isto implica queR(r) = ko. Comou(r;q) =
R(r) Q(q), entdaoR(r) Q(q) = ax kp. Ou seja, tem-se que pata= 0 a solucaau(r;q) &
constante, de modo que ela & proporcional a solugémq) = 1.

CAso 2: paral > 0, onde se faz = n?, em que basta considerar> 0. Assim, as equacdes
em (7.8) cam na forma (

2 R r RO nfR=0;
Q% nfQ = 0
Pelo exemplo 1.5 a solucZo geral da equa@&® n7Q = 0 & dada por

3 Veja as observagdes 7.2 e 7.3 para mais detalhes.
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(7.16) Q(q)= d; cogmqg+ d> sen(mq:
ComoQ(q) tem que ser peribdica de per'odp,2ntao
di cofmg+ dx sen(mq = di codni(q+ 2p)]+ d> senn(q+ 2p)]
=d1 codmgt+ 2pm+ d> sen(maqg+ 2pm)
de modo que se deve ter
cogmag+ 2pm = coymq e ser{magt 2pm = sen(mq:
Desenvolve-se a primeira dessas identidades acima. Tem-se
cogmqg coq2pm sen(mqg sen(2pm = coymaq:

Como a igualdade acima vale para tag@ntao basta tomar, em particulars P=m Assim,

p p _ P
cos m o cog2pm sen m o sen(2pm = cos m o
ou seja,
p p _ p
cos > cog2pm sen > sen(2pm = cos 5
ou ainda,
0 cog2pm sen2pm) =0 ) sen(2pm = O:

Isto signi ca que o argumento@ntem que ser maltiplo inteiro (positivo, pois basta tomar
m> 0) de 2. Logo, Zom= 2np, implicaemm= n,onden= 0;1;2;3;:::
Analogamente, desenvolve-se a identidade segp 2pm) = sen(mq. Tem-se:

sen(mq@ coq2pm+ sen(2pm cogdmq = sen(maq:

Como a equacao anterior vale para qualgpeentao basta tomar, em particulgr= P=m
para obter

p P _ P
sen m o cog2pm+ sen2pm cos m om - sen m o
ou seja,
p p _ p
sen > coq2pm+ sen(2pm cos 5 = sen 5
ou ainda,

1 coq2pm+ sen2pm 0=1 ) coy2pm = 1.

Mas para que seja c®pm) = 1, o argumento 2mdeve ser miltiplo inteiro (positivo) de
2p. Assim, m= 2np, de modo quen= n. Assim, nos dois casos obte-se gue n. Portanto,
mostrou-se que, para queseja periodica de per'odg2é necessario queseja um inteiro
positivon.
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A primeiraequacaa? RP% r R n?R= 0, & uma equacao de Euler, que tem solucZo geral
R(r)= ¢y r™+ cor ™4

Comom= n, asolucas ™que aparece na soluckér) acima tem que ser descartada, pois
ela se tornailimitada quanad 0 (lembre-se quer> 0). Portanto, segue-se qae= 0. Logo,

(7.17) R(r)=cy r™
Fazendd = nf = n?, segue-se de (7.16) e (7.17), quando aplicadas a (7.13), que
Un(r;g) = Ra(r) Qn(Q)

r" [cogng)+ sen(ng)]

r" cogng)+ r" sen(nq); n=1,2;3;:::;

onde se fez, sem perda de generalidade, as constantesgnais & 1.
Essas fungoes, juntamente cogir; q) = 1, formam um conjunto fundamental de solu¢des
para o problema em questao.

Agora, suponha que pode ser representada pela superposi¢cao das solugigenientais,
isto e,

¥
u(r;q)= & cn un(r;q)
n=1

r"[cn cogng)+ dn sen(nq)]:

:@+
2 1

T Qox

Agora aplica-se a condicao de contorag; q) = f(q), tomanda = ana Gltima expressao
acima. Note que o termeo= atua aqui como o multiplo da solucag(r; q) = 1. Tem-se:

¥
(@)= u@a)= 3+ & a"fn cogng)+ d ser(nq)]

n=1
Co a
=5t+a [(@"cn) cogng)+(a"dn) sen(nq)]
n=1
A g
(7.18) =5 ta [An cogng)+ B, sen(nq)]; (0< g< 2p);
n=1
onde se fez

Co = Ao; Ap=a"c, e Bp=a"dy
Sejaf : R! R a extensdo dd(x), peribdica de per'odd® = 2p. Entdo, a série dada em
(7.18) € a série de Fourier para a fundacomo a fungao estendida tem per’ogn pode-se

4 Veja as observacdes 7.2 e 7.3 para mais detalhes.
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calcular seus coe cientes de Fourier integrando em qualgeiéodo da fungao (como foi visto
na proposicao 2.5 do cap’tulo 2). Em particular, & caiemte usar o intervalo originéD; 2p),
pois, em virtude da generalidade da extensao, nao se sataeente qual € a fungdo em outros
intervalos, mas se sabe gl@i€oincide comf no intervalo(0; 2p). Ent&o, os coe centes desta
série sao dados por

1ZZp_ 1ZZp
c=A=—  f(gdg=—  f(qg)dg;
p o p o
N 1ZZp_ 1ZZp
a’ th=An=—  f(q) cong)dg= —  f(q) cognqg)dq;
p o p o
) 1% 20 1% 2
a’ dh=Bn=—  f(q) senng)dg=—  f(q) sen(nqg)dg;
p o p o
pois f coincide comf no intervalo(0; 2p).
Assim,
122pf( )d
Co= — ;
D q)aq
p= 2 (@) cosna)d
Ch= Ah= — cogn ;
n anp o q q)daq
d,= B 1 ZZpf() n(nqg) d
=By= — sen(n ;
n n anp o q q)dq
paran= 1;2;3;:::

Portanto, a solucao do problema (7.11) é dada por

¥
2+ & r"en cogng)+ d sen(na)];
n=1

u(r,q) =

onde 0s coe cientes acima sao dados por

1% 2
Co= — f(q)dq;

p o

= -2 ® 1) cogog)d
Ch = = — cogn ;
n an P o q q)aq
theBie L *() sertng)d

= Bn= sen(n :

n n an P o q q)aq

paran= 1;2;3;:::

Observa-se que esse problema precisa dos termos em sergseraOna solucao. I1sso se
deve ao fato da condi¢ao de contorno ser dada no intervalg & 2p e a extensao periddica
ter sido feita para uma funcao qualquer, ou seja, nao paoémpar. No captulo 2 mostrou-se
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que uma funcao qualquer € soma de uma funcao par cora onfpar. Consequentemente, a
série de Fourier precisa ser completa, em vez da sérimS®Rros ou SO em CoSSenos.
Assim, a solu¢cao nal pode ser reescrita da seguinte forma

o, g I r
ung)= S+ a G cogng)+ dn o sen(ng)
n=1
Co, g I
= E+ a a [ch cogng)+ dn sen(nq)];

onde 0s coe cientes acima sao dados por
Z,

1 p
Co= — f(q)dq;
P o
1% 2
=A==  f(q) cogng)dg;
P o
1% 20
dh= Bn= E 0 f(g) sen(ng)dgq;

paran= 1;2;3;:::

Observa@o 7.2:A equacao diferencial ordinaria

d%y dy
2 07y dy -0
(7.19) X e + ax dx+ by= 0;

ondea e b sao constantes, & chamadaedeacao de Euler.

Sera feita a mudanca de variaveis et para transformar a equacgao acima em uma EDO com
coe cientes constantes, que permitira ser resolvida @mitas conhecidas. Antes, observe que
agoray(t) = y[x(t)] = y(e'), de modo que

4t dx dt °© dx

e
dy_dy dx ? dy dx_ o dy dy
dt2  dx dt dx dt? dx2 dx
Assim,
d2y dy
2 A%y ay — O
X dx2+ ax dx+ by= 0;
2
et 2 OI—y+a et dy, by= 0;

dx2 dx
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2
t2dy o Ay +(a 1) €

dx2 dx

dy

€ dx

+ by= 0;

dy
dt?

(7.20) +(a 1) %+ by= 0:

Mas para resolver a equacao (7.20) é preciso conheckcitxpente os coe cienteaeb e,
assim, sb6 da para resolver caso a caso. Porém existe un&rande obter uma solugéo geral
para a equacao de Euler dada em (7.19): procurar porztigformay(x) = x' , para cada
poss’vel. Assim, observando que

dy _ |1 d?y _ I 2.
&_’X € W"(’ h x5
obtém-se
d2y dy
2 — A
X —dx2+ ax _dx+ by= 0;
h i

Xl 1 x Z2+axt x't+bx =0
1 1 x'+a x'+bx =0
x'[I' (I 1)+al +b=0
Como se busca solugdes L.I. (Linearmente Independertas)o deve-se ter
I(I 1)+a +b=0 ) I2+(a 1) +b=0:

Como esta equacao é do segundo grau, entao existemassibilidades: duas ra’zes reais e
diferentes, duas ra’zes reais e iguais e duas ra’zes exasptonjugadas.

CAso 1: duas ra'zes reais e diferentes. Neste caso, tan(:¥e= x2 ey,(X) = x?, de modo
que a solucao geral sera

y(¥) = &g X%+ ap x:

CASO 2: duas ra’zes reais e iguais. Neste caso, tem-sgi{de= x2 eys(X) = x2 Inx, de
modo que a solucao geral sera

y(X) = by x?+ by x? Inx:

CAso 3: duas ra’'zes complexas conjungadas. Neste casossa&+ ib, tem-se

y(x): Xa+ib: Xa Xib: Xa eiblnx
n h i h io
=x2 cosin X° +isenin X
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n h io n h io

= xcosin ¥ +i x¥®senin X

As partes real e imaginaria da fungao acima sao reagnmisoma-se

h [ h [

y1(X) = %@ cos In x° e ywx)=>x senin x°

[]

Observag@o 7.3:Agora usa-se as informacgdes passadas na observacpard.pisti car as
solucdes gerais de duas equacgdes de Euler que apanegcareesolucao do exemplo 7.4. A
primeira equacao foi

r> R%r R= 0

FazenddR(r) = r' e substituindo na equacao acima e observando que
R=/ 1 e R%1¢g 1 2%
obtém-se

h i
S I (B ) N S S B N0

1a »r'+1 =0
" 12 1+ =0
r'=0 ou I%2=0:

Ser! = 0, entadoR 0. Logo, tem-se qué? = 0, que implica eml = 0. Pela observac&o
7.2 tem-se duas ra’zes reais e iguais e a solucao geadioerda

Ri)=by r' +bp r! Inr ) R(r) = b+ by Inr;
como na aparece na resolucao do exemplo citado.
A segunda equacgao que apareceu na resolucao do exed@o 7
> R r R nfR=0:

Novamente se faR(r) = r/ e substitui na equaco acima para obter
h [
2 1 r 2+ 1l npfrl =0
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r'=0 ou 12 nf=o0:

Caso seja’ = 0, entadoR 0. Logo, tem-se qué? n? = 0, ou seja, qué 2= n?, que
implicaem/ = m Tem-se, portanto, duas ra’zes reais e diferentes. Pst@awatao 7.2, a
solucao geral & dada por

RN=a r M™a r™

como aparece na resolucao do exemplo 7.4.

[]
Exemplo 7.5:Considera o seguinte problema de Laplace no semi-plano
8
3 Du= uxx+ uy= 0; Xx2R e y>0;
(7.21) 5 u(x;0) = f(x); X2 R;
L ju(y) < M

SOoLUCAO: Suponha que exista a transformada de Fourier da solug&g), bem como as
transformadas de Fourier de suas derivadas parciais pasneisegundas e que a funddm)
seja absolutamente integravel. Suponha também que

X!I|m¥ju(x;y)j =0 e X!I|m¥1ux(x;y)1 =0

Nestas condi¢Oes, & poss'vel aplicar a transformadBodeier em ambos os membros da
equacao de Laplace.

Figura 7.6: Equacao de Laplace no semi-plano

Serdo usadas as formulas (b) e (d) da proposi¢ao 5.3pdule3, trocando-sepory:

T%u 12

1]2
” 72 OV = gz Fueoy;

(24

(xy) = w2 Fluxy] e

ou ainda,
Fluxyl= w2 Uwy) e  Fluyxy)l= U%wy);

onde deve-se entendgPcomo sendo a derivada segundadev;y) em relacao a variavel
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Assim, aplicando a transformada de Fourier em ambos os nesmdarequacao de Laplace,
usando sua linearidade e as formulas acima, obtém-se

F(uxxt Uy) =0 ) Flu(X y)]+ Fluy(x;y)]= 0
w? U(w;y)+ U%w;y)= 0 ) u%w;y) w? U(w;y)= 0:

Observe que a Ultima equacao € uma EDO, mas nao é dedtpdado no exemplo 1.5. A
soluczo geral da equactid® w? U=0é

U(w;y)= a(w) e W+ b(w) e":

Deve-se analisar os trés casos: 0, m= 0 em< 0. Para o casw = 0 a equacao se reduz a
U9 0, de modo que sua solucéo é dadaypeuw;y) = a(w)+ b(w) vy, apos integrar duas vezes
em relacao & Mas aquw = 0, de modo que esta solugao ca na foroh@;y)= a(0)+ b(0) v.

Assim, 8
3 aw) e "W+ b(w) e, sew> 0;
U(w,y) = 5 a(0)+ b(0) sew= 0;
“a(w) e+ b(w) e W, sew<0

Agora usa-se 0 seguinte teorema sobre transformadas def=8ejaf : R! R umafuncao
seccionamente diferenciavel e absolutamente intebféweeja,f 2 L 1), entaoWl Iim¥ F(w)=

0. Este teorema diz que a fungao transformada de Founiée fgara zero no in nito. Assim,
V!/i!m¥U(w;y): V!/i!m¥ a(w) e W+ b(w) e =0;
W!im¥U(w;y): WI!im¥ aw) e+bw) e W =0
Mas para que seja
lim, [b(w) e™=0 e W!Iim¥ b(w) e W =0;

b(w) = 0, pois na situagao acima as exponenciais tenderiamipar@, portanto, nao existiria
a funcao transformada(w;y).
Deste modo, tem-se

8

3aw) e ", sew> 0;
U(w;y) = 5 a(0)+ b(0) v; sew=0;

“a(w) e, se w< 0;

gue pode ser resumida na forma

(7.22) U(w;y)= a(w) el V.
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Fazendoy = 0 na fungadJ acima, obtém-s&J(w;0) = a(w). Mas a condicao de contorno
no in nito, u(x;0) = f(x), implica emF(w) = F[f(X)] = F[u(x;0)] = U(w;0). Entao, tem-se
gueF (w) = a(w). Substituindo esta Gltima expressao em (7.22), obt#&m-s

(7.23) Uw;y)= F(w) el "Y:
A férmula 6 da tabela de transformada de Fourier mostra que
p__
a _ 2p ajwj. .
Xraz 2 °© ’ (@>0j:

Fazenda = y na formula acima, conclui-se

v jwiy_ g g2 Y
+y2 2 e ) e =F pz—_px2+y2
Agora, a expressao em (7.23) pode ser escrita na forma
Uwy)= FIFL F pae Y
2p X<ty

Agora aplica-se o teorema da convolucao para transfandedFourier (formula 17 da
tabela), que é

PopIFm) Gw= FI(E 9] ) F LF(w) Gw) = p;——p (f 9):

Aplicando a transformada inversa em ambos os membro achté&nese

uxy)= F HU(w;y)]
- F 1 E[W)] F pi—_p xzzyz
= % Zif(t) TR t;'2+y2 dt
yor 1 dt:

TP ow(x D2+y2

A Ultima expressao obtida acima & a solugao do problgn2d).
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A equacao de Laplac&u = 0, também aparece em estudos sobre uidos estacion#stos (
€, independentes do tempo) e incompress’veis em meigperque pode ser compreendido a
partir dalei de Darcy que é dada por

V= k grad y+g ,

ondeV = V(x;y) € avelocidade do uido, p= p(X;y) & apressama area ocupada pelo uido,
g € opeso espec’ calo uido (isto &,g= r g, onder representa a suaassa espec’ ca go
modulo da aceleracao da gravidadd) & o coe ciente de permeabilidaddo meio poroso em
relacao ao uido.

Considerando unuido ideal, ou seja, escoamento permanente, 0 meio poroso € homogéneo
com coe ciente de permeabilidade constakte 1. Assim, fazendo

p(X;y)
g

uixy) = y+

na lei de Darcy, resulta que
V= gradu= Nu;

logo u & umpotencial de velocidade.
Agora considera-seeguacao da continuidadgue & dada por

d_r+ r divV = 0O:
dt

Matematicamente, a rmar que um movimentestacionarioequivale a escrever que=dt =
0 na equacao da continuidade. Com isto, a equacao dmgnlside ca reduzidaa dv = 0,
ou seja, o uido @&ncompress’velpois o divergente do campo & igual a zero).
Aplicando o divergente em ambos os membros da equacao iy Baonsiderando que
divV = 0, obtém-se
0= divw = div(Nu)= Du;

ou seja,Du = 0, de modo que esta equacao modela o problema de escoateento uido
estacionario em meio pororo. Observe também que, porigionsempre se teu = div(Nu)
(a demonstracao desta a rmacao é deixada como exeyc’

Exemplo 7.6:Resolva o seguinte problema de Laplace:

8
3 Du= uxx+ uy=0; 0< x< & 0< y<b;
(7.24) 5 uy(x;0) = 0; u(x;b) = ax+ b; 0 x &
ux(0;y) = G; ux(a;y) = 0; 0y b

Este problema modela o uxo de agua em um meio poroso em urfieaguO uxo &
bombeado por uma cabeca hidraulica, um medida da eneoggmgial da agua acima do
aqu’fero. Considera-se o retang®ie (0;a) (0;b) como uma sec¢ao vertical do aqu'fero.
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Figura 7.7: O problema do aqu’fero.

Como ja comentado, a partir da equacao de Darcy & mssastrar que a solucao do proble-
ma de uxo em meio poroso satisfaz a equacao de Laplacegjst equacabu = O representa
0 escoamento. Ja as condi¢des de contay(p0) = 0, uy(x;b) = 0 eux(0;y) = 0 diz que nao
pode existir uxo de agua em trés lados do retandRilisto €, ndo entra e nem sai agua nestes
lados.

Observa-se qua representa a pressao do u'do e as derivagias uy no bordofR de R
representam o uxo. Estas derivadas, na verdade, sacadsvhormais, isto €, derivadas dire-
cionais na direcao do vetor normal (a cada lado do retariguapontando para fora da regiao.
Nolado0O x aey= 0 (isto &, a “base” d®) o vetor normal apontando para fora Be&
paralelo ao eixy e, como ele aponta “para baixo” & pode ser tomado conmo=(0; 1).
Assim, neste caso, a derivada normal & dada por

flu _
n"
Pedir que nao tenha uxo na “base” &esigni ca que uy(x;0) = 0, isto &,uy(x; 0) para 0
X a. Esta & uma das condi¢des de contorno para o problen®g.(A2outras duas condi¢cdes
de contorno homogéneas podem ser obtidas com este mesoealijpnento. Ja a condi¢ao de
contorno nao homogénea(x;y) = ax+ b, para0 x a, informa a pressao do uido “parte
superior” do retangul&®

Nu n=(ux0);u(x0) (0; 1)= uy(x0):

SoLucAO: Aplicar-se-a o método de separacao de variaveisthze
ux;y) = X(x) Y(y):
A suas derivadas parciais segundas sao dadas por

u(%Y)= X8 Y(y) e uylxy)= XX YRy);

que substitu’das na equacgao de Laplace resulta em

X%) Y(y)+ X0 Y%y =0 ) X%) Y(y)= XX YOy



454 4 Aplicacbes as EDP

ou ainda,
X% _ Y%y _
X(%) Y(y)
ondel & a constante de separacao. Tem-se, portanto, que

l;

X% |/x=0 e VYO jvy=o
As condicdes de compatibilidade sao assim obtidas:
ux(0;y) = XY0) Y(y) = ) X%0)= 0 ou Y(y)= 0 paratodo:

MasY(y) = 0 para todg/ implicaemu 0. Logo, opta-se pox40) = 0.
Para a condicao de contorog(a;y) = 0, obtém-se

uw@y) = X%a) Y(y)=0 ) X%a)= 0 ou  Y(y)= 0 paratody:

Novamente, s¥(y) = 0 paratodg, entdo resulta 0. Ent&o, tem-se quéda) = 0.
E por m, parauy(x;0) = 0, encontra-se

w(x0=Xx Y{0)=0 ) YY0)= 0 ou X(x)= 0 para todo:

Caso foss&(x) = 0 para todo, entdo obter-se-ia 0. Logo, escolhe-s¢{0) = 0.
Portanto, trata-se de resolver 0s seguintes problemasuladm:

8
0 | x = 0
(7.25) : iO(O)I—Xo- ’ e v v
' 3 - =0
® X48)= o Y{0)= 0

Para resolver o primeiro problema em (7.20), deve-se cermidrés casos: = 0,/ <0Oe
I > 0.

CAso 1: paral = 0 aequacao ca reduzidaX®® 0, que integrada duas vezes em relacao
aximplica emX(x) = c¢; X+ cp. Para usar a primeira condi¢ao de contorno, deve-ses,ante
derivarX(x). Assim,X{x) = c¢; e, desse modo, tem-se que

X0)=c1=0 ) c1= 0

de modo queX(X) = co.
Para a segunda condicao de contorno,

Xda)=ci=0 ) c1= 0

ou ainda, que&(X) = co.
Em qualquer caso, tem-se gdéx) = c= constante. Isto se deve ao fato do problema ser de
Neumann, como ja visto antes.
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CAso 2: paral < 0.Faz-sd = n7 paraevitar o aparecimento de ra’zes. Assim, a equacio
ca na formax® n?X = 0 e que, pelo exemplo 1.5, tem como soluczo geral

X(X) = d; cosH{nmx)+ dy senh(nx):
Para aplicar as condi¢des de contorno & preciso, argggada solucao acima. Tem-se:
X4x) = dim seni(nmK)+ dom cosi{nK):
Para a condica®q0) = 0, obtéem-se
X%0) = dym senhO+ dom coshO= 0 ) d, m=0:

Comomé6 0 (pois!/ < 0), entaod, = 0, de modo qu&X(x) = d; cosl{nx). Para aplicar a
condicaoXYa) = 0, deriva-seX(x) para encontraX{x) = d;msenh(nx). Assim,

X%a) = dym senfmR)= 0 ) dim=0 ou  senlfns) = O:

Comomé 0 ea6 0O (pois € lado do retangulo), tem-se queé 0, de modo que serfira) 6
0, pois seno hiperboblico nao se anula para valores difesae zero. Logagym= 0. Como
m6 0, segue-se quy = 0. Logo,X(x) = 0 para todo e isto implicaemu 0.

Caso 3: paral > 0. Fazendd = n?, para evitar aparecimento de ra’zes, conclui-se que a
equacao cara naformx+ n?X = 0. Pelo exemplo 1.5 a solucao geral desta EDO & dada por

X(X)= er co{nmx)+ e sen(nx);
gue derivada em relacaoaesulta em
X(X)= em sen(nx)+ eom coq nx):
Usando a primeira condi¢ao de contorno, obtém-se
X%0) = eym senO+ e;mcos0= 0 ) e=0;

de modo qué&(x) = e; cognx). Derivando em relacaoxa obtem-seXqx) = e, mcognx).
Agora aplica-se a segunda condi¢ao de contorno para gacon

X4a)= e msen(np)=0 ) ee m=0 ou ser{ng)= O:

Caso fosse&; m= 0, entdaoe; = 0 (uma vez quené 0), que implicaria enX(x) = 0 para
todox e, consequentemente, @m 0. Logo, serim) = 0. Entao o argumento deve ser multiplo
inteiro dep, isto &,

- hp ) | = — &

m=n m
p) 3 2

Portanto, a solucao para o primeiro problema em (7.25) é
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(7.26) Xn(X) = cos %( ; n=1,2;3;:::;

onde se fee; = 1, sem perda de generalidade.

Agora retorna-se ao segundo problema em (7.25), que deveatzdo apenas no caso 3.
Assim, a EDO ca na form&® n?Y = 0. O exemplo 1.5 mostra que a solucao geral para esta
equacao é

Y(y) = ki cosi{ny)+ ko senh(ny);

isto e, N N

Y(y) = k; cosh %’ +ky sen %’
Agora deriva-se a expressao acima em relaggo a
np npy np npy
YY) = ki — h — +ky — h —

W=k 5 senh — 2 — COS

e aplica-se a condic&o de contoi¥f§0) = 0 para encontrar

YY0) = ky % senhOr ky % cosho=0 ) ko %z 0:

Ora,nr=a 6 0, logok, = 0. Assim,
Y(y) = ky cosh %/
Portanto, a solucao para o segundo problema em (7.25) é
(7.27) Yn(y) = cosh %’ ; n=1,2;3;:::;
onde se fek; = 1, sem perda de generalidade.

Fazendain(x;y) = Xn(X) Yn(y), segue-se de (7.26) e (7.27) que

n n
Un(X;y) = cos npx cosh Py ; n=1,2;3;:::
a a
Assim, tem-se como candidato a solugcao do problema J&24superposi¢ao das funcdes
acima:

¥
u(xy)= & cn un(Xy)
n=1

¥
npx n

(7.28) = c+ § Cn COS WX cosh ™Y . p= 123

n=1 a a
ondec é a constante obtida no caso 1.

Para determinar os coe cienteg, usa-se a condi¢cao de contonr(e; b) = ax+ b tomando
y = b no candidato a solugao acima. Assim,
: npx npb

ax+b=u(xb)=c+ § cn cos — cosh ——
n=1 a a
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Ao fazer b
n
%zc e anh= Cp coshi ;
a série acima ganha a seguinte forma:
¥
npx
ax+b= 2+ 3 ascos P

n=1

A Ultima expressao acima € a série de cossenos, podaétide de Fourier de uma funcao par
e periodica de per'odd = 2a. Assim, basta estender a fungg(®) = ax+ b para o intervalo
( & a], que sera denotada pg(x), e torna-la periddica de per'odo= 2a para escrever

z z
aO_ a _ 1 a
> a(‘j(x)dx— a o g(x) dx
z
1-a 1 2 a
== “(ax+b)dx= = a =+ bx
a o a 2 0
1 a’
= — —+ +
a a > ab (a 0+b 0
(7.29) - p+ 22
2
Além disso,
z z
1—a_ npx 2@ npx
= - cos — dx= — cos — d
an= 1g(X) a T3, 9(x) 59X
z
27 a n
= - (ax+b) cos opx dx
a o a
z z
2a @ 2b™ 2
= — xcos@ dx+—b cos@ dx
a o a a o a
z
2 a a
J2a ax ompx Toatal mx
a np a o hpo a
2b a npx 2
+ — — sen —
a np a
z
2a a’ 2 a
= _a a_ Ser(np)+ ﬂ) sen0 E sen @( dx+
a np np anp o a

2b
+ % [sen(np) sen(

2a a npx 2
= — = cos —

np np a
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= r?ZL;;SIZ[COE(np) cosQ= r%??[( n" o1
8

° 4aa .
0; paran par.
4aa
7. = —— 55! k=1;2;3;:::

onde se usou sénp) = 0 e senG= 0.
Também se fez, em um dos passos acima, uma integracaanes fpomando

8
SU=x

npx
. dV = cos

Como

segue-se de (7.30) que

Ch=

(7.31)

8
< dU=dx

b
an = C, cosh % '

1
cosh n2b o
1 4aa
~ cosh (2 1pb (2k 1)2p2
a
da a h i

“(2k 1)pb
p? (2k 1) cosh ==

Substituindo (7.29) e (7.31) em (7.28), obtém-se

g
u(x;y)= c+ g cn cos
n=1

aa
+ ——+
b 2

8
<

npx

npy

cosh

9

4616!h i

¥
o
ta.
k=1"
aa

b+2

4a a &

(2 Dpb
p? (2k 1)? cosh ==

cos (ZK_Dpx
a

h i

p? n=1(2k 1)2 cosh w

1 L o (DX
a

n
V= i sen ﬂ(
np a

cosh w

cosh w
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i h i
cos (& _Lpx al)px cosh (2 _1py al)py
S )

¥
= b+ é n !
2 P> 21 (2k 12 cosh w

que € a solugao do problema (7.24).

[]

4.8 Apendice 1: derivadas superiores de furges compostas

Enunciar-se-a, mas sem demonstrar, o teorema do valdopé&a fun¢des de uma variavel
e que sera usado na demonstracao do proximo resultadembnstracao deste teorema pode
ser encontrada em livros de Calculo ou de Analise.

Teorema 8.1 (do valor nedio): Sejaf : [a;b]! R uma funcao cont’nua e derivavel no
intervalo abertda; b). Entao, existe 2 (a;b) tal que

£9c) = f(bz) ;(a)

Teorema 8.2 (Schwarz)SejamW R? um conjunto aberto é : W! R uma funcao de
classe (W) dada poz= f(x;y). Entdo, as suas derivadas parciais mistas de segunda ordem
sao iguais, isto &,

Ui Ui

DEMONSTRACAO: Seja(xo;Yo) 2 W. Como W é aberto, existe > 0 tal que o retangulo
R=(Xp €X+ e (Yo €Yo+ €)estacontidoenmV. Agoradenaj :( €e€)! R por

JO)= o+ tyo+t) flxo+tyo) f(xo; Yo+ t)+ f(Xo; Yo):
Observe que se pode escrever

J@®)= f(xo+t;yo+t) f(Xo+t;y) (X Yo+ t)+ f(Xo;Yo)

(8.1) =[f(xo+t;yo+t) f(xoiyo+1t)] [f(xo+t;yo) f(xo;Y0)l:

O prébximo passo consiste em aplicar o teorema do valoran@eja o teorema 8.1), sepa-
radamente, em cada parte entre colchetes no segundo meen(&add Assim, fazenda= Xxg
eb= xg+ h, existeqg 2 (0;1) tal que
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f
fxo+ Yo+ 1) f(Xo;YO+t):%(Xo+qt;YO+t)[(Xo+t) o

f
(8.2) = %(xo+ qt;yo+t) t

fx0+ ty0)  f(: Y0) ’,’,—i(xo+qt;yo)[(xo+t) -

f
(8.3) . %(xw gtyo) t

Substituindo (8.2) e (8.3) em (8.1), obtém-se

. f f
J @) %(Xo+qt;)’o+t)t %(Xoﬂlt;yo)t

A . f . .
(8.4) = W(Xo+ qt;yo+ t) W(Xo+ qt; yo) t:

Observe-se, agora, que a derivada parcidl ei@ relacao & que aparece no segundo membro
de (8.4) é diferenciavel (pois2 C*(W), por hipbtese) e que a primeira coordenada & constante,
mas com a segunda variandoygeatéyp + t. Isto permite usar novamente o teorema do valor
médio, porém agora na segunda coordenada. Fazendg e b = yp+ t no teorema do valor
médio, tem-se que existe2 (0;1) tal que
2

Ty x

(8.5) R

f f
%(xw gt yo+ 1) %(Xﬁ Y0 = 1 (xo+ gtiyo+ GOI(Yo+ 1) Yol

Substituindo (8.5) em (8.4), obtém-se
2

: -t 5
t) = + gt; yo+ gt ts;
J () ﬂyﬂX(Xo qt; Yo+ qt)
donde segue-se que
j @ _ 77

2 Ty Tx
Comof & de classe &W), entdo a derivada parcial de segunda ordem e mista quecapare
acima é cont’'nua erfxo; yo). Logo, existe limite pard! 0 no segundo membro e, pela igual-
dade, também existe limite par& 0 no primeiro membro. Portanto,

(X0t qt;yo+ qt):
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2
J(t)_Iim 7-f
t2

t'li”?)— = lim ﬂyﬂx(xw qt; Yo+ qt)
72f
8.6 = : :
(8.6) ﬂyﬂx(Xo Yo)

A ideia inicial da demonstragao foi de nir uma funcfo reescrevé-la em uma forma con-
veniente para aplicar o teorema do valor médio (veja a espe(8.1) dada anteriormente)
e chegar a expressao em (8.6). Para mostrar a igualdadeasntiuas derivadas parciais de
segunda ordem e mistas, & preciso reescrever em outra, fguwadmente conveniente, para
chegar-se a outra derivada parcial segunda mista. Todocedirnento a seguir & analogo ao
anterior.

Assim, deve-se reescreverdo seguinte modo:

J@®)=f(xo+t;yo+t) f(Xo+t;y) (X Yo+ t)+ f(Xo;Yo)

(8.7) =[ f(xo+tyot+rt) f(xo+t;yo)l [f(Xo:iYo+1t) f(Xo;Yo)l:

A proxima etapa consiste em aplicar o teorema do valor osn@dija o teorema 8.1), sepa-
radamente, em cada parte entre colchetes no segundo meen(&ad Assim, fazenda= yj
eb= yp+ hnaquele teorema, tem-se que expi2 (0; 1) tal que

f
f(xo+ t;yo+ t) f(Xo+t;yo)=;Il—y(Xo+t;yo+qt)[(yo+t) Yo

i
8.8 = + t; + gt t
(8.8) Ty (Xt t;yot qt)

f
(%0 Yo+ 1) f(Xo;YO)=Z,]]—y(Xo;YO+ A (Yo+1) Yol

i
8.9 = —(Xo: ) t:
(8.9) ﬂy(xo Yo+ qt)

Substituindo (8.8) e (8.9) em (8.7), obtém-se

. Mf VA
)= — t; t t — t; t t
J (1) ﬂy(Xo+ Yo+ qt) ﬂy(Xo Yo+ qt)

(8.10)

Nt qf
L t: I t) t
ﬂy(Xo+ Yo+ qt) ﬂy(XO Yo+ qt)

Observe-se, agora, que a derivada parcidlei® relacao § que aparece no segundo membro
de (8.10) & diferenciavel (pofs2 C*(W), por hipotese) e que a segunda coordenada é constante,
mas com a primeira variando dg atéxp + t. Isto permite usar novamente o teorema do valor
médio, porém agora na segunda coordenada. Fazendg e b = Xy + t no teorema do valor
médio, tem-se que existe2 (0;1) tal que
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T o+ tiyo+ 0 L (:%0+ G0 = S (0+ Gtiyo+ G004 1) o]
ﬂy y YO ﬂy y YO ﬂXﬂy y YO
(8.11) = 1°f (Xo+ gt;yo+ qt) t:

Substituindo (8.11) em (8.10), obtém-se

1]2
(xO+ qt; yo+ qt)  tZ

j (= X7 :

donde segue-se que
o _ 1
t2 IxTy
Comof & de classe §W), entdo a derivada parcial de segunda ordem e mista quecapare
acima é cont’'nua erfxo; yo). Logo, existe limite pard! 0 no segundo membro e, pela igual-

dade, também existe limite par& 0 no primeiro membro. Portanto,

(Xxo+ qgt;yo+ qt):

O I .
im =2 = M gy Co* dtivo* ab
12t
8.12
(8.12) ﬂxﬂy(Xo Yo) :

Para nalizar, basta notar que os primeiros membros nagsegpes obtidas em (8.6) e (8.12)
sao iguais, de modo que devem ser iguais 0s respectivosdEgymembros, isto &,

ﬂzf( Vo) = 72 f
Ty x %0 Yo x Ty

0 que demonstra este teorema.

(Xo0; Yo);

E importante ressaltar a hipotese de a func@o ser deedligsara poder a rmar que as duas
derivadas parciais mistas sao iguais. Caso isto nao ksgavmdo, a igualdade podera deixar de
existir. O proximo exemplo ilustra esta situacao.

Exemplo 8.1:Sejaf : R?! R uma funco de nida por
f(x) = X2+ ¥

0; se(xy) =(0;0):

se (x;y) 6 (0;0);

E facil constatar que nos pontos BEnf(0;0)g, f possui derivadas parciais de todas as
ordens. O problema que pode surgir reside na origem. Pagandear as derivadas parciais
segundas sera necessario encontrar as derivadas paraiaeiras.



4.8 Apéndice 1: derivadas superiores de fun¢des compost 463

Para a derivada parcial deem relacao a em(0;y), comy 6 0, tem-se

fO+hy) f(Oy) 1 h 0:y®
h " h h2+y2 02+

_ hy Y
h(h?+y?) — h2+y?

O dltimo membro acima tem limite patal 0, de modo que existe limite paréd 0 no
primeiro membro. Assim,

T, _ . f0+hy) {0y _, y?
W(O’ ¥)= Lllmo h B Lllmo h2+ y2
hZ+ry2  y2 Y-

Agora determina-se a derivada parcial segunda mista, parem relacao & e depois em
relacao a. Tem-se:
i 7 qf

ﬂyﬂx(O;O): ﬂ_y W (G;0)

7f 7f
—(0:k) —(0;0
I L ke
kKl 0 k

= lim k_O

ko Kk

(8.13) II<I!mO 1= 1

Analogamente, para a derivada parcialfdem relacao § em(x; 0), comx 6 0, tem-se

f(x0+k f(x0)_1 x k3 x:03

h k x2+ k2 x2+ 02

k3x
k(x2+ k2)
k2x
X2+ k?
O ultimo membro acima tem limite pakal 0, de modo que existe limite pakd 0 no
primeiro membro. Assim,
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7t . f(x0+k f(x0)
%0 = lim, K
L Kx 0 _ _
S e e

Em seguida, determina-se a derivada parcial segunda mistegiro em relacao ge depois
em relacao & Tem-se:

i 7 9f
0:0)= — — (00
ﬂxﬂy( ) ™~ Ty (0:0)
7f 7f
—(h;0) —(0:;0
B LR T
hl 0 h
(8.14) = lim —O = lim 0= 0O:
' “"wWo h T wmo

Segue-se de (8.13) e (8.14) que as derivadas parciais seguigtas, na origem, sao diferen-

tes, isto e, , ,

-f 7-f
0;00= 16 0=
ﬂyﬂx( ) xTy

(0:0):

[]

Os proximos resultados apresentam regrais gerais paaécola de derivadas de funcdes
compostas de duas variaveis. Este procedimento & muitarooe til no estudos de equacgdes
diferenciais parciais (EDP). Por outro lado, observa-s rgsultados gerais sempre exigem
hipbteses mais fortes, que implicam em uso mais restrito.

Proposicao 8.1 (regra da cadeia —4.caso):Sejaml R um intervaloW R? um con-
junto aberto,f : W! R uma funcéo de classe’@) es : 1! W um caminho duas vezes
diferenciavel. Entagg(t) = f[s(t)] & duas vezes diferenciavel e vale a féormula geral

2 2 2 2 2 2 2 2
(8_15) d_Z:Ed_X+ﬂ_Z % +21]Z %@/4_1]_2(1_}1_*_1]_2 Q
dtz  fx dtz  fx2 dt xfy dt dt gy dtz2  Ty2 dt
DEMONSTRACAO: Sendos : 1! W denotado pos (t) = ( x(t); y(t)), pode-se escrever a

composicao dé coms naseguinte forma(t) = f (x(t); y(t)). Logo faz sentido desejar derivar
Z(t) em relacao &. Isso pode ser feito através da regra da cadeia, o que @glpsssto que as
fungdes envolvidas sao duas vezes diferenciaveis:-Seem

dz_ 9z dx 1z dy
(8.16) Tl %( a+ﬂ_y Tt

Agora aplica-se a regra do produto em (8.16) para obter ardegaxpressao para a derivada
segunda deem relagao &
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d’z_d dz _d 1z dx, fz dy

@ dt dt  dt fx dt fy dt

d fz dx fz d dx
dt  x dt  fIx dt dt
d 1z dy+1]_z d @/

Tdt Ty dtfy dt dt

d 9z dx fzdx d gz dy fz &y
dt  Tx dt  ¢x dt2 dt Ty dt qy dt2
Para continuar & preciso determinar as seguintes desivada

d 1z o d 1z
dt  fx dt Ty
e depois retornar em (8.17) substituindo-as.
Para calcular as duas derivadas acima & necessarioereaa@xpressao (8.16) novamente,

mas com tal expressao aplicaddizaix e T=1y e nao az. Explica-se: as derivaddg=x e Tz=yy
sao funcles deey e estas sao fungdes deu seja,

(8.17) =

9z ) 1z .
OV e Ty (X(1); ¥(1))

Isto obriga a observa que a necessidade de derivar, paecitdram relacaoxey, cada uma
das expressoes anteriores, para s entao derivar egaoeda De modo expl cito:

d 7z _d 1z

at Tx _ dt %((X(t)JY(t))

T 1z dx+ T 1z dy

fx fx dt  fy fx dtx

1%z dx %z dy

(6.18) T e dt fyfTx dt
e
d 1z d 1z
at Ty = gt ﬂ—y(x(t)JY(t))
- T 7z dx_ 7 fz dy
ix fy dt Ty Ty dt
2 2
(8.19) _ T’z dx 17z dy

Txfy dt  Ty2 dt
Assim sendo, substitui-se (8.18) e (8.19) em (8.17) parerobt
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d?z d fz dx, fz d2x+ d fz dy 1z d2y

a2 dt fx dt fx d2 dt fy dt gy d2
12z dx 2z dy dx 1z d2x

2 dt TyIx dt dt x dt2

12z dx 2z dy dy, 1z d?y
™>xTy dt y2 dt dt Ty dt2

1]_22 dx 2+ 2z  dx dy, 1z d2x+
x2  dt TyTx dt dt x dt2

°z  dx dy, 1%z 2 L Tz d?y
xTy dt dt 2 dt 1]y dt2

2 2 2 2
_ 1z dx+1]z dx N 7z dxdy

T x d2 @ dt ﬂyﬂxdtdt

2 2 2 2
1z dy+1]z dy N <z dx dy

(8.20) v a2 e at T yxgy dt at

Como a funcao é de classé,@ntdo as derivadas parciais mistas que aparecem em (8.20)
serao iguais. Com isso, obtém-se a seguinte regra, tardiié@ da cadeia:

2

d_ZZ_ E ﬁ(-}-ﬂ_zz 9( 2+2 1]22 dX dy ﬂZ d2y+ 1]2 @
di2 ~ qx dt2 12 dt xTy dt at’ Ty dt2 2 dt

(8.21)

Proposicao 8.2 (regra da cadeia —2caso):SejamX R?eW R? conjuntos abertos e
g: X! RZ?funcio de classeqX) tal queg(X) W. Seja aindaf : W! R uma funcao de
classe E(W). Entdo,z(u;v) = f[g(u;Vv)] & duas vezes diferenciavel e vale a formula geral

(8.22) Tz_ 1%z 1x L Tz 77_2X+21722 > Ty, 1%z D/Z Tz T2
. uz %2 ﬂu ﬂX Tu2 Ty Tu fu 1]y Tu 17y 1]u2

Pz_ Pz Ix ° 9z P, , TPz Ix Ty Tz fy ° 1z 1%

823) | 0>= -5 L 22 22
(8.23) w2 2 v ﬂx ™2 “OxTy v 17v w2 v ﬂy 2

DEMONSTRACAO: Denotandaz = f(x;y) e g(u;v) = ( x(u;V); y(u;Vv), a composicao dé
comg pode ser escrita como
Z(u;v) = f[x(u;v); y(u V)] ;
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isto &, &€ poss'vel interpretacomo uma funcao de duas variavaisv.

Assim, em virtude das hipoteses de serfeeg funcdes de classe’Cfaz sentido derivar duas
vezes a fungao composta acima.

O prbximo passo consiste em estabelecer expressdoasgyana (8.21) para as derivadas
parciais dezem relacao aev e, em seguida, as derivadas parciais segundas. Os proc¢osme
sao semelhantes ao caso anterior, porém deve-se ohsgwer, que ey sao funcdes de duas
derivadas, de modo que a regra do produto deve levar em eoacib as derivadas parciais
destas duas tltimas fungdes. Assim, para a derivad&apdez em relacao a, tem-se:

1z 9z 1]x 1z Ty

Tu  fx 17u Ty fu
Agora determina-se a derivada parcial segundaeta relacao a. Tem-se:

Pz_ 1 9z x, 1z Ty
2" fu Tx U Ty fu
m 1z Ix_fz 1 fx

= — — — =+

Tu Tx 17u x fu Tu
T 1z v Tz T Ty

+ — = Z+= = 2

Tu Ty fu Ty Tu Tu
T 9z x , 1z 172x

fu Tx 17u fx ‘Ilu2
T 1z ﬂy Tz T2
fu Ty fu’ Ty fu?
A etapa seguinte consiste em determinar expressoes psegluanates derivadas:
/A 2 A
u Ix lu Ty
Para isso & importante observar que

T 12 _ 1 1z 1 1z _ 1 1z
T ﬂ—(x(u VYY) e gn g =gy gy KEIYUY)

isto &, que as derivadas parciais sao fun¢gdes compostas
Assim, tem-se

(8.24) +

T 7z _ 71 1z x, T 1z Ty

fu X x  x 17u Ty 1x fu
_ %z X, 7%z Ty

8.25 L
(8.29) %2 17u TyTx fu
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T 7z _ 71 1z x, T Tz Ty

fu Ty x Ty 17u Ty Ty flu
1%z X, 7%z Ty

Ixfy Tu' T2 fu
Substituindo (8.25) e (8.26) em (8.24), encontra-se

7z 71 1z x, 1z 172x 7 1z fy, 1z 1%y

T2 U X UM TR Tufy  fu Ty T8

(8.26) =

1%z X, %z Ty x, 1z 172x

X2 17u Ty Tx fu 17u fx ‘Ilu2

1%z fx, 7%z Ty Ty, 1z 1%y

x Ty 17u y? fu 17u Ty Tu2

_ %z x X, 7z fy x, 1z 1]_2)(+
TR Tu Tu TyTx fu U X T

%z fx Ty, 7%z Ty Ty, 1z 1%y

+
xTy fu 17u y? fu 17u Ty Tu?

_ Tz ox ? Mz 1x, TPz My fx,

ne U X 1@ fyix Tu Tu

Tz 1x fy, 1%z 1y 2 LTz 1y

8.27
(8.27) xTy fu 17u w2 fu ﬂy 2

Considerando funcdes de classe €ntao as derivadas parciais mixtas serao iguais, jsto &
7’z _ Tz
Ixfy Ty fx
Portanto, usando este fato em (8.27), obtém-se

Pz_ Pz fx ° 1z Px , Tz Ix fy 1z fy ° 1z 1%

T M Tu T TE Ty uTu 2 U Ty T

que € a expressao indicada em (8.22).
Para obter a derivada parcial segunda den relacdo &, dada em (8.23), o procedimento é
analogo. Inicia-se determinando a derivada parciaela relacao &:

Tz _ 1z 17X z Ty

WX Wy v

Em seguida, deriva-se a expressao anterior usando a regreoduto para determinar a
derivada segunda deem relacao a:
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Tz_ 1 1z Tx, 7z 1y
w2~ v Ix v Ty v
S I N O
v fx 1]v 9% v v
LT Tz Ty 1z 1y
v Ty ™y v Tv
1 1z fx 1z 172x T 1z Ty,
8.28 = L I L = U
(8.28) v Tx 17v x ‘Ilv2 ™ Ty 17v

Tz Ty
Ty V2

O prbximo passo consiste em determinar expressoes pdesiesadas

T 1z 7T 1z

v Tx w Ty

Nnao se esquecendo que em tais derivadagdependem da e v.
Deste modo,

T 12
v 9x

T 1z 17X T 1z

™ ™ W Ty fx

1%z fx, %z Ty

e W Ty v

(8.29) =

T 1z ‘”X+ T 1z

™ Ty v Ty Ty

TPz fx, 1%z My
Xy v T2 fv
Substituindo (8.29) e (8.30) em (8.28), encontra-se

i1 T BT, T T Ty,
v2 v Tx v 1x ‘Ilv2 v Ty 17v

Ty fx, 1z 172x

Tyfx v 17v x ‘Ilv2
7%z Ty Ty, 1z Y

A 1]x 1%z Ty
x Ty 17v 2 v 17v Ty T2
1z 172x

_ T2z x 1]x+ 12z 1z 1%

DWW Ty v v X T2

. %z 1x fy, %z Ty Ty, 1z Y

XTy v v 12 v ' Ty 2

7%z Ty

(8.30) =

%z Ix 7%z
- 7y
2 v

Ty 17x

Ty
v

Ty
v

Tz Ty
Ty V2

469
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2 2 2 2
_ Tz ox P Mz 1, TPz Ty Tx,

T Qv x T2 TyTx v v

Pz X Ty Tz Ty ? 9z 7%
+ +

8.31 ane
(8.31) Ty v v Ty2 v Ty 1Tv2

Considerando funcdes de classe €ntzo as derivadas parciais mixtas serzo iguais, jsto &

1]22 _ 1]22
Ixfy Ty fx
Portanto, usando este fato em (8.31), obtém-se

M e v XM Xy viv 2 v Ty TR

gue é a expressao dada em (8.23).

2 2 2 2 2 2 2 2
Pz_ Pz fx * 1z T, , TPz Tx Ty, TPz Ty ? 9z 1y

Observag@o 8.1:0 leitor podera revisitar a expressao obtida em (8.6)ré&relg derivacao
para uma variavel) e observar que ela & um caso particakexipressdoes determinadas em
(8.22) e (8.23): basta tratarcomo constante nestas duas Ultimas férmulas para eacantr
primeira.

[]

4.9 Apendice 2: o laplaciano em outras coordenadas

O laplaciano em duas dimensdes e em coordenadas retarsy@ldado por
ﬂZu ﬂZu

= — 4+ ——

A proposicao abaixo exibe o laplaciano em coordenadas ¢sl

Du

Proposicao 9.1 (laplaciano em coordenadas polarespejamW RZ?eu: W! R uma
funcao de classe®TW). Ent&o, o laplaciano em coordenadas polares & dado por
2 2
e, 1 fu 1fu
2 r2 92 r qr
DEMONSTRACAO: Considere um sistema de coordenadas polares dado palagssgquacoes:

(9.1) Du
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X=rcosqy e Yy=rseng:

O passo seguinte consiste em compor a funggdou(x;y) com as funcdex = rcosq e
y = rseng para, em seguida, expresgar em termos de e g. Assim, de

u= u(rcosq; rsenq);
obtém-se as seguinte derivadas parciais pelas regrasidacgde

fu_ Tu ﬂ+ fu Tq

x  fr Ix fq fx

Ju_Tu fr, fu 79

Ty fr Ty Tq Ty

Agora € preciso determinar as seguintes derivadas parciai
fr. fq. T 1q
x x Ty Ty

Para isso, usa-se as diferenciais de

(9.2)

(9.3)

X= rcosqg e y= rserg;
isto &
dx= cosqdr rsengdq;

(9.4)
dy= sengdr+ rcosqdq:

Multiplicando a primeira equac¢ao em (9.4) por gos multiplicando a segunda equagao por
seng, obtém-se (
cosgdx= cosgqdr rsengcosqdq;

sengdy= serfqdr+ rseng cosqdq;

gue somadas as equacoes resulta em
dr = cosgdx+ senqdy.

Agora multiplica-se a primeira equacao em (9.4) p@eng e a segunda equacao por gos
obtém-se
sengdx= seng cosqdr+ rserfqdg;

cosqdy= seng cosqdr+ rserfqdq;

gue somadas as equacoes resulta em
rdg= sengdx+ cosqgdy ) dg= gdw @dy

Logo, tem-se um sistema em termostoee dy:
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8
2 dr= cosgdx+ sengdy;,
(9.5)
Zdg= M gx+ Corsq dy.

Por outro lado, tem-se que

8
% dr= dx+ ﬂdy
2

Ty
(9.6)

Tq

= —dx+ d
dq= x Ty Y
Comparando os sistemas (9.5) e (9.6), conclui-se que
fr fr Tq senq q

9.7 — = C0S(Q; — = serng; St == il
©-D fx > Ty " fx r Ty

Substituindo (9.7) nas equacdes (9.2) e (9.3), obtém-se

u _ fu seng Tu
(9.8) il A i 7
TU_ oy U, COST fu
(9.9) y senq 1]r 1

4 Aplicacbes as EDP

cosq

r

Com isso, consegue-se estabelecer expressdes paravasi@eparciais primeiras patae
gue permitirao regras gerais para representar as desipageais segundas em termos @gj.
Assim, para determinar uma regra geral para a derivadagpdecsegunda ordem paualuas
vezes em relacaoxa basta usar a equacao (9.8), a regra do produto e obsewvar q

Tu_ 1 fu
7>  fx 9x
(9.8) 7T Tu seng T fu
B T r g Tx
28) T fu seng fu
=" cosq " cosq o © 1q
senqg fu seng Tu
r ﬂ—q o r r ﬂ_q
v 9 fr r g
seng T, g L T4 1
R T TR A T

seng fu

fa
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d.p. fPu, seng fu seng f4u
T 0O O et T2 g v g
seng fu f2u  cosqg Tu seng T2u
—1 semg —+co — — =1 __
r T . fq1r r 1q r 1q?
_ 2u  seng cosqg fTu seng cosq T4
= cos'q T Tq r g
. ser’q fu seng cosq fu , seng cosg fu serfq f°u
roqr r Tqr r2 fa r2  1¢?
B u  _seng cosqg T2u serqg T4
= cosq T g 2 12
(9.10) , serfq fu, oS Cosy fu
r r q

onde usou (9.8) mais de uma vez e, em seguida, a regra degderida produto (d.p.). Alem
disso, por hipotese2 C?, de modo que

Tu _ fPu
Tqr 1Tr7q

Agora determina-se a derivada parcial de segunda ordemlagdoegy da funcaau(x;y). O
procedimento & analogo. Tem-se:

Tu_ 1 fu
w2 Ty fy
Do 5 T S
29) seng % seng %+ corsq ;’77_: +
+corsq 1]_1; senq %+corsq ;’77_:

- T fu 7 cosg fu
e s e W T v Mg

cosq flu 7T 1u - cosqg fu
e T TR TR TR T
2 sq sq 2
dé)'serq senq Tu & E+& Tu +

2 2 9qq r Mrfg
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cosq fu f2u  seng Tu cosg T4u
+ cosq — + se —1 —+ == __
T e 7 Mgt 1@
2u  seng cosqg Tu seng cosq T2
= serf s +
9 2 r2 Tq r rq
. cogq flu, seng cosq U seng cosq fu, cosq f°u
roqr r Tqr r2 fq 12 1¢?
_ u  _sengcosq Y2u cosq T4
= serfq 1]r2+2 r el
co¥qg fu _seng cosq Tu

onde as passagens acima se justi cam como antes.
Agora soma-se (9.10) e (9.11) para encontrar o laplaciancoemilenadas polares. Assim,

_ T2u . T2

T e Ty

u ,Senq cosq T2u N serfq ‘I]2u+

fr2 r g 2 1q?
!

. sertq fu, ,senq cosq fu

= cogq

r r r2 q
u  _sengcosg T°u cos$q T4
voserq gpt 2 gt T 1t

!
+coszq fu ,Senq cosq fu

r1r r2 19
B °u  serfqg+ cosq T%u serfg+ cosqg Tu
= codq+ serfqg izt . T + r e

2
fu 1 fu 1 fu
M2 2 g2 r qr
como desejado.

O laplaciano em trés dimensdes e em coordenadas reteegéldado por

_ TP, fPu, fPu

Du
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A prbxima proposicao apresenta o laplaciano em coodbsail'ndricas. Apesar do lapla-
ciano em coordenadas cil'ndricas seguir de forma quasdiataeao laplaciano em coordenadas
polares, as contas serao refeitas e apresentadas a seguir.

Proposicao 9.2 (laplaciano em coordenadas cil'ndricasBejamW R3eu: W! R uma
funcao de classe®TW). Entdo, o laplaciano em coordenadas cil'ndricas & dado p

2 2 2
e, 1 v e T

M2 r2 992 r fr T2

DEMONSTRACAO: Sejau = u(x;y;2), onde(x;y;2 2 W RS3. Considere um sistema de
coordenadas polares dado pelas seguintes equacoes:

(9.12) Du

X= I Cosq; y= rsenq e z=z

O passo seguinte consiste em compor a fungaou(x;y;z) com as fungdes = rcosq,
y = rseng ezpara, em seguida, expresgarem termos de, g ez Assim, de

u= u(rcosqg;rsenq;2);

obtém-se as seguinte derivadas parciais pelas regrasidacgde

fu Tu 1]r+1]u M

9.13 rMe_ 1= " ,
( ) Ix r Ix Mg Tx
fu Tu Tr Tu Tq
9.14 ad_ s nt omd iy
(0.14) o Ty g Ty
fu _ fu
(9.15) - %

Agora € preciso determinar as seguintes derivadas parciai
fro fq. T 1q
x x Ty Ty
Note que nao & preciso calcular a derivada parcial dm relacao a, pois ela & imediata.
Para isso, usa-se as diferenciais de
X= rcosq e y= rserg;
isto &
dx= cosgdr rsenqgdq;
(9.16) = aeq
dy= sengdr+ rcosqdq:

Multiplicando a primeira equacao em (9.16) por gasmultiplicando a segunda equacgao por
seng, obtém-se
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(
cosgdx= cogqdr rsengcosqdq;

sengdy= serfqdr+ rseng cosqdg;

gue somadas as equacoes resulta em
dr = cosqgdx+ senqgdy.

Agora multiplica-se a primeira equacao em (9.16) pseng e a segunda equagao por gos
obtém-se
sengdx= seng cosqdr+ rserfqdg;

cosqdy= seng cosqdr+ rserfqdg;

gue somadas as equacgoes resulta em

rdg= sengdx+ cosqgdy ) dg= gdw cosqdy

r
Logo, tem-se um sistema em termostoee dy:
8
2 dr= cosgdx+ sengdy;,

S g, OA

9.17)
.> dq =

Por outro lado, tem-se que

8
r qr
dr= —dx+ —dy,
% x Ty ¥
(9.18) 5
Tq Tq
T dg= —dx+ —dy.
d x Ty Y
Comparando os sistemas (9.17) e (9.18), conclui-se que
fir fir 19 seng g cosq
9.19 — = Cc0s(; — = serg:; - ==, 4 A

Substituindo (9.19) nas equacgdes (9.13) e (9.14), olsém

u fu seng Tu
u fu cosq Tu

Com isso, consegue-se estabelecer expressdes paravasi@eparciais primeiras patae
gue permitirao regras gerais para representar as desipageais segundas em termos @gj.
Assim, para determinar uma regra geral para a derivadagpdecsegunda ordem paualuas
vezes em relacaoxa basta usar a equacao (9.20), a regra do produto e obsevar
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Pu_ 7 fu
™2 Ix  x
(9.20) l @ senq l @
B N T r Tqg fx
(9.20) i fu seng Tu
=7cosq — €08 — —F —
> fr > fr r fq
seng 1 fu seng Tu
r 1q = fir r 1q
= cosqg €osq JToqu 1 senq fu
M 9r qr r1q
senq flu T Tu T senq fu
—1 semg —+COSQq — -—— — —"
. Mt 9w 1q 7 g
d.p. fPu, seng fu seng f4u
T 00 O gt e g v Mg
seng fu 2u cosg Tu seng T4u
—1 semg —+co — — =1 __
r M g . fq1r r 1q r 1q?
_ 2u  seng cosqg fTu seng cosq T2
= cos'q T 1q r g
. serfg fu senq cosq T2u , Seng cosg fu serfq  T°u
roqr r TqTr r2 fqa r2  1¢?
B u  _seng cosqg T2u serqg T4
= cosq T g 2 T
(9.22) , serfq fu seng cosg o fu
r r r Tq

onde usou (9.20) mais de uma vez e, em seguida, a regra degéerido produto (d.p.). Alem
disso, por hipotese2 C?, de modo que

T2u _ Tu
Tafr frfq

Agora determina-se a derivada parcial de segunda ordemlagdoegy da funcaau(x;y). O
procedimento & analogo. Tem-se:

Pu_ 1 o
w> Ty Ty
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(9':21)senq T fu . cosq T fu

Ty r g Ty

(9.21) i fflu cosq E N

fr fr rfTq

cosq 1 flu cosqg fu
S TR A T T

_ T fu 7 cosqg fu
SRkl A I I T T

+COSC] cosq E-}-Seml @ +l cosq E

r qr Tq 1r Tq r g

d.p. 2u  cosqg fu, cosq 2u

= seng senqg +

M2 2 g r g

cosq fu f2u  seng Tu cosg T4u
+ cosq — + se —1 + —1
T e v Mgt 1

2 2
senzqﬂu seng cosq flu seng cosq T°u

fr2 r Tq r rq
. cogq flu, senq cosq U seng cosq fu, cogq T4

roqr r fq1r r2 g 2  1q?

_ ?u  _sengcosg T°u cosqg T4
= serfq 1]r2+2 r A

+coszq fu ,Senq cosq fu

r 1 r2 fq
onde as passagens acima se justi cam como antes.
Além disso, segue imediatamente de (9.15) que

(9.23)

Tou_ fu
2 12

Agora soma-se (9.22), (9.23) e (9.24) para encontrar odigpla em coordenadas cil'ndricas.
Assim,

(9.24)

_ T%u ‘172u+ Tu

2 2 2
f?u seng cosq T°u serfq Tu,

= cosq o r g 2 1q
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!
. serfq @+23er\q cosg fu

r r r2 q

2 2 2
fou , Seng cosq T°u cogq T u,
fr2 r ftfg 2 1q?

!
2
+coszq fu ,Senq cosq fu , T

+ serfq

roqr r2 9 12

‘I]2u+ serfq + cogq ‘I]2u+ serfq + cosq fu, T2u

fr2 r2 192 r r 92
2 2
_fTu 1 fu N 1 1]u+ T<u

cos g+ serfq

DR GARGE AN (A 7
como desejado.

O laplaciano em coordenadas esféricas & apresentad®xianprproposicao. Porém sera
preciso usar o teorema da aplicacao inversa. Aqui sétade maneira informal, pois visa-se
apenas o calculo que sera usado na proposi¢ao 9.3

Quando o numero de variaveis dependentes é igual aornldeerariaveis independentes as
equagoes simultaneas podem ser vistas comomuaanca de coordenadd3or exemplo, em
dimensao trés, as funcdes

8
3 X= X(u; v, w);
(9.25) 5 V7 y(u; v, w);

z= z(u; v, w):

podem ser interpretadas como uma associagao entre pmtespacxyze do espacevw.
Neste caso, as curvass constantey = constante &= constante determinam um sistema de
coordenadas curvil'neaso espacxyz

Agora se escreve (9.25) da seguinte forma:
8
3 X(u;v,w)  x=0;

5 y(u,v,w)  y=0;

Z(u;v,w)  z=0:

Assim, as diferenciais sao dadas por
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8
% X du+ —dv+ BdW 0;
Tw
du+ —dv+ ﬂdw 0;
: o e
—d + —dv+ EdW 0:
w
Se o jacobiand da transformacao & dado por
fu v Tw

j= Txy2d _ Ty Iy fy
(u; v; w) fu Tv Tw

Tz 9z 1z
fu v Tw
entao é poss’vel mostrar (veja, por exemplo, a reféadb8] na bibliogra a) que
1(y; 2 1(zX) 17(%y)
fu_ vw)  fu_ Tww) fu_ (ww)
x J Ty J 1z J
1(y; 2 1(zX) 7(x.y)
(9.26) v _ wu) v_ f(wu) v_ f(wu)
x J Ty J 1z J
1(y; 2 1(zX) 7(x.y)
fiw _ (u;v) , fiw _ T(u;v) , Tw _ (u;v)
x J Ty J 1z J

Proposicao 9.3 (laplaciano em coordenadas esicas): SejamW R3eu: W! R uma
funcao de classe®W). Entdo, o laplaciano em coordenadas esféricas & dado por

Tu 1 T 1 f2u 2 qu cotgf Tu
—+ = — + . + — — + —
fr2  r2 qj2  r2ser?j 9> r qr rz qj
DEMONSTRACAO: Para facilitar a demonstracao, deduzir-se-a as esgesspara coorde-

nadas esféricas e outros resultados auxiliares. Na gurasegue-se do triangulo retangulo
OxQque

(9.27) Du=

e serg =

ﬁlk<

de modo que
(9.28) X = rcosqg e y=rseng:
Além disso, pelo triangulo retangu@ezP, segue-se que

.z .
cog = — e sej = —
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de modo que

(9.29) Z=r cog e r=rser:

Figura 9.1: Coordenadas esféricas.

A primeira expressao em (9.29) dZem coordenadas polares. Para determirey neste
sistema, basta substituir a segunda expressao em (9.2%uaa expressoes em (9.28) para
concluir que

X= r sery cosq e y=r serj seng:

O passo seguinte consiste em compor a fungao a fumgao(x;y; z) com as fungdes acima
para, em seguida, expressar o laplaciBn@m termos d&,j eq. Assim, de

u= u(r sery cosq;r sery seng;r cosf )

tem-se as seguintes derivadas parciais pelas regras dagderi

fu_ fu fr_ fu ﬂ+1]uﬂ

9.30 fu_fu fr, Tu fu g
©<0 x fr fx 7 fx 9Tqg Tx
(9.31) fu_fu fr fu 1, fu fg

vy fr 9y 1) 1y fTq Ty
(9.32) fu_fu fr, fu fj  Tu fq

z° Ir 9z Wﬂz ﬂ—Qﬂz

Das coordenadas esféricas,
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X= r sery cosq,

y=r sery seng,
z=rco§ :
segue-se que
8
x . _ Ty _ . _ Tz _ .
% o sery cosgq; o sery seng; o coy ;
x . Ty . 1z )
9.33 —— = rcog co —= = r cog sernq; — = rsen,
(9.33) % ] s cosq 1] s senq ] ny
: Bz r sery serq; ﬂzrsery’cosq; E=O
fq fq fq
Com as relacdes em (9.33), € poss'vel determinar o jacolda transformacéao. Tem-se:
r 1) 1Taq
J= ﬂ ﬂ ﬂ
r 1) 1q
1z 1z fq
r 1) fw

sery cosq rcos cosq r sery senq

= 'sery senq rcos senqg rsery cosq
cos r seny 0

= r?sertj serfq+ r2senj cosj cosq +

+ r2seny cogj serfq+ rsertj cogq
= r2ser?j serfq+ cosfq + r2seny codj cogq+ sertq
= r2ser?j + r2senj codj
= r?sery serfj + cosj

= r2sen :

Agora encontra-se as derivadas parciais do seguinte modo:



4.9 Apéndice 2: o laplaciano em outras coordenadas

8 10%2) 1(zX) 10xy)
r_1:qe,  Ir_f16G:q  1r_ 1G9,
x J Ty J Mz J
1(y; 2) 1(zx) 1(x:y)
L/ (110 N /I (C 110 . /I (CITO
x J Ty J Mz J
1(y; 2) 1(zx) 1(x:y)
5 1q_1(j)  fq_ (i) T9_ 9(rsj)
x J Ty J Mz J
Assim, usando (9.33), obtém-se
Ty Ty
mi Tq r cos senq rsery cosq
1(y;2) Tz 1z )
Tr_9G:q)_ i fq _ "V 0
fx J J r2sery
_ r?ser?j cosq
" r2sen
(9.34) = sernj cosq:
Ty Ty
g A r sery cosq sery cosq
v 1z 1z |
Tj _ Wair) _ Mg r _ 0 coy
fx J J r2sery
(9.35) _ I seny 2005/' cosq _ cosj cosq
r2sery r
Ty oy
1 sery seng rcos senq
M2z 9z . |
g _ 0Cr3j) _ Ir T _ cos rsen
> J J - r2sery

rserdj seng rcosj seng _ rseng serj +cogj

r2sery r2sery

483
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(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

4 Aplicacbes as EDP

_ serg
r sery
12 12
m fa r sery 0
1(zx) x x . .
r _ 9G:q) _ Tj fq _ TCOoY cosq r senj senq
fy 3 J - r2sery
_ r?ser?jsenq _ .
"~ r2seny Seny senq
12 12
T 0 cog
1(zx) x  x . .
T _ Wair) _ Tq Tr rserj seng  sery cosq
Iy 3 J - r2sery
_ rserj cog seng _ cogj senq
- r2seny - r
12 12
e cos/ r sery
1(z x) x  x _ _
Tq_ 9(r;j) _ Tr 1 sery cosq r cosj cosq
Iy 3 J - r2senj
_ rco¥j cosq+ rserfj cosq _ I cosq Cosj + serj
B r2sery - r2sen
cosq
"~ rseny
P
e rcos cosq  rsery sengq
Txy) Ty Ty _ |
Tr _9G:.q) _ Tj fq _ Tcoysenqg rsen cosq
1z 3 J - r2sery

_ r?senj cog cogq+ r?serj cog serfq

r2sery
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r?senj cosj cosq+ sertq

(9.40) = rZsery = coy :
Ix o fx
Tq Wr rsery senq sery cosq
mxy) Ty Ty . :
7 _ (q:r) _ fq 9fr _ rsenycosq sen senq
Tz 3 J - r2seny
r serdj serfq rserdj cofq I serj ser?j + cosj
B r2sery B r2sery
(9.41) - =0
P
Ix I
1 sery cosg rcos cosq
mxy) Iy Ty . :
fq_ f(r:j) _ fr qj _ SCV SeM rcoy sew
Mz 3 J - r2seny
_rsery cos sengcosq r sery cos sengcosq
r 2sery
0
O resumo dos calculos encontrados em (9.34)-(9.42) pstaentado no quadro abaixo:
8‘”—r—se'co ; H—se'se ; H—co"
?”X N cosq; g = senj seng; = cog;
fj _ cos cosq ﬂ_ cos seng ﬂ_ sery
(9.43) x r ’ Ty r ’ 1z ro
%M_ senq M: cosq M:O'
C X r sery Ty rsen Tz

Agora substitui-se as derivadas parciais em (9.43) nasediéeais dadas em (9.30)-(9.32).
Assim,
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8
fu . fu Ccosj cosq flu  senq @’
% [T I T 1j rsen fgq
fu . fu cos senqg flu  cosq @’
(9.44) % ﬂ_y_ serny senq r + — 7 + e sen g
fu _ . flu seny fu
(72 I IO

Com as expressoes para as derivadas parciais primeii@a para poss’vel estabelecer re-
grais gerais para representar as derivadas parciais segandtermos de,j e g. Assim, para
determinar uma regra geral para a derivada parcial de sagua@m paral duas vezes em
relacao &, basta usar a primeira equacao em (9.44), a regra do prechliservar que

Tu_ 1 fu
2 Ix  x
(9.44) . 7 fu cog cosgq T fu
=‘serycosq — — +—— — —
L T r 7 x
seng f fu
rsey Mg 1x
(9.44) . i . flu cos cosg Tu seng Tu
= ’sernjcosq — serjcosq —+ —— — — — +
" Cosd Mr " Cosd Tr r ) rseny fq
cos cosq T . fu cos cosg ffu seng Tu
+ —— — senfcosq —t+—mm — — —
r 7 y cosq Tr r 7] rseny 1q
seng T . flu cos cosg Tu seng Tu
— — serjcosq —+ —— — — —
rsey fq cosq r r ) rsey fq

d.p. . T2u  senj cosi coq Tu
= ser?j cofq 77 d rSZI q it

, sen cog cogq T4 , sengcosg fu  sengcosq T2u .
r Trij r2 e] r Triq

. cogj cosq fu, seny cog cogq Y%u  serj cos cosq fu,
r Tr r TjTr r2 7j

. cogj cofq T4u . cos’j sengcosq flu cog sengcosq T°u .
r2 1j 2 r 2seryj Tq r2sery Ti7q

. serfg fu sengcosqg T2u , CO5 serfq fu

r Tr r 1q99r r 2sery 17

cosj sengcosg  T4u , sengcosg fu serrqg  Tu

r2serny 1q97j r2ser?j 1q r2ser?j 1q?
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2 ; 2 2
1]u+c0521 cogq Tou serfq fu,

= serfj cosq 7z = 72t T2se? I

cogj coszq+ serfg  fu

r r qTr

sery cosj cosq sery cosj coszq+ cog serfq fu,
r2 r2 r 2sery 7j

, ‘semgcosq cosj sengcosq | sengcosq  fu

r r2seryj r2ser?j  fq
, Ssen coy coszq+ sery cosi co¥q  T4u
r r Trolj
SeNnycosq , Senycosq T2u
r r rfiaq
cos senqcosq cos sengcosq  T2u
r2sery r 2sery 7i7q
2 - 2 2
- ser?j codg Tou cogj cofq T . serfqg U

fr2 r2 Tj2 r2ser?j ‘I]q2+

cosj coszq+ serrqg  fu

r r qTr

cog serfq 2sery' cosg cosq fu,
r 2sery r2 1

sengcosq cosj sengcosq , sengcosq  fu

r r2seryj r2ser?j  fq

+2sery' cog cogq T4 , Senq cosq T2u
r Mrij r riq

,C0§ sengcosq 12U

9.45 . .
(9:45) r2sery Ti7q

onde usou-se a primeira equacao em (9.44) mais de uma vegeaade derivacao do produto.
Alem disso, por hipotese,2 C?, de modo que as derivadas parciais mistas s&o iguais.

Usa-se 0 mesmo procedimento para encontrar a derivadalpsegunda de em relacao a
y. Tem-se:

Pu_ 1 o
w> Ty Ty
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(9.44) . 7 fu cosg senq 7 fu
B T VA T
L _cosq 1 fu
rsey fq Ty
(9.44) . T . fu cos senq flu,  cosg fu
= “sernj serng ar sernj senq 1]r+7r 1] +7r sy g +
cos seng T . fu cosg seng fu cosq Tu
+ — — sensengq —(+ —— —F — — +
r 7 "y senq Tr r 7 rseny 1q
cosq i . flu cos seng fMu cosqg Tu
+ — —+ — T ——+ —
rsey fq Sely send fr r i rseny 1q

?u senj cosj serfq fu,

dp. .
= ser?j serfq 3 = 7

, sen cog serfg  f%u  sengcosq fu, sengcosq u N

r Nrij r? fq r riq

. cogj serfq fu, sery cos serfg f%u  serj cos serfq fu,

r Mr r TiMr r? 7j

. codj serfq T2u cosj sengcosq flu , cosj sengcosq T2u
r2 1j 2 r 2seryj 79 r2sery Ti7q

2 .
. cogq fu, sengcosq fu . cos cogq 1]_9+

ro qr r 1q99r r2sery 1j
, Coy sengcosq 2u  sengcosq fu, cogq T4
r2sery 1q97j r2ser?j 1q r?ser?j 1q?
B . T2u cogj serrqg T?u  cof¥qg T4u
= serfj serfq 2t - 7 o+ T 1]q2+
cosj ser12q+ cosq fu,
r r ir

.  sen cos serfq serj cosf ser12q+ cog cosq fu
r r r 2sery 7j

sengcosq , cos’j sengcosq  sengcosq  fu
r2seryj r2sertj  fq

r2

sery cosj ser12q+ sery cosj serfq  T4u .
r r Trij
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Sengcosq , Sengcosq T2u .

r r riq
cos sengcosq cog sengcosq T4
r2sery r2sery Ti7q
B . u  cosj sertqg T°u  co$q T4
= serj sertq ‘I]r2+ r2 ‘I]j2+ r2sergj ‘I]q2+

cogj ser12q+ cogq fu,

r r qTr

cosj cosq 2sery' cog serrq fu
r 2sery r2 ]

sengcosq cogj sengcosq , semgcosq  fu,

r r 2servj r2ser?j  fq

. . 2 2
+ pSeN coy serrq T u_, ,sengcosq Tou |
r iy r riq

N 2cosj sengcosqg  fT4u
r2sery 1i7q
onde usou-se a primeira equacao em (9.44) mais de uma vegeaade derivacao do produto.
Alem disso, por hipotese,2 C?, de modo que as derivadas parciais mistas s&o iguais.
Novamente sera usado o mesmo procedimento para encodevada parcial segunda de
uem relacao a Tem-se:

(9.46)

Tu_ 1 fu
122 Nz 1z
(9'=44)cosj ﬂlr 1]_2 serry' % %
(9':44)c051 ﬂlr cos % serry ;]]_ju

- —+
r2 1j r Troj

2 . . . . 2
d-p. cod] ;I]]L;+ senj co§ fu serj cos f4u

r Mr r Tjqr r2 ]

. . . 2 . .
N serj fu sery cos f4u L sencoy fu
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serj  T2u
+ =

2 2 ;
1]u+ser121 1]u+ser121 fu,

r2 rz fj2 r qTr

= coSj

. . . . 2
(9.47) 49 sery gos; E 2 sery co§j T u
r ] r iy
onde usou-se a primeira equacao em (9.44) mais de uma vegeaade derivacao do produto.

Aléem disso, por hipbtese,2 C?, de modo que as derivadas parciais mistas s&o iguais.
O passo seguinte consiste em somar os resultados obtid@45) (9.46) e (9.47). Assim,

_ T2u ‘172u+ T2u

B . °u  codj cofq T° serfqg U
= serfj cogq a2 = 772 st 157

cogj coszq+ sefrq  fu
r r Tr

cogj serfq 2sery' cosg cosq fu,
r 2sery r2 ]

sengcosq cogj sengcosq , sengcosq  fu

r? r2servj r2ser?j  1q

+2sery' cog cofq T4 , Senq cosq T2u
r Nrij r riq

,C0§_Senqcosq 12U
r2sery 1i7q

: f?u  cogj sertq T?u . cos¥q T?u
+ serfj serfq 2 - 72" Trsenr 1
cogj serfq . cogq fu,

r r fr

cosj cosq 2sery' cog serfqg Tu

r2sery r2 7j

sengcosq cogj sengcosq , sengcosq  fu

r? r2servj r2ser?j  1q




4.9 Apéndice 2: o laplaciano em outras coordenadas 491

. . 2 2
+ pSeN coy ser‘q T u_, ,sengcosq Tou
r 1y r riq

+ 005 sengcosg 12U
r2sery Ti1q

 T%u  serdj Y2u  serdj Tu
+ CcoSj 1]r2+ = 1]j2+ ; ﬂ—r+
sej coy fu 2sery' cog T4

2 :
¥ r? 7j r 1roj

2y

= serfj cogq+ serfj serfq+ coSj gzt

cosj coszq+ cogj ser12q+ ser?j ‘I]2u+

2
N senzq. N coszq. Tou
r2ser?j r2serj g2
. cogj coszq+ senzq+ cogj ser12q+ coszq+ ser?j fu,
r r r r r ir

. Co9 serfq 2sery' cosj coszq+ cog cogq 2sery' cosj ser12q+

r2sery r? r2sery r?
L pSem coy  fu - sengcosq cosj sengcosq , Sengcosq

r2 A r2 r2ser?j r2ser?j

sengcosq CoSj sengcosy — Sengcosq Tu,

r? r2servj r?ser?j  1q

serj cosi U .
r Troj

+ 2 2

sery cosj coszq+ 2sery' cosg serfq
r r

2
,Senqcosq ., sengcosq Tou |
r

+
r rfiq
. . 2
+ oty senqcosq . cog sengcosq 1] u
r2sery r 2sery 7i7q
. . TPu
= serfj cogq+ serfq + CoSj 7zt
. . 2
cogj co2q+ ser?q + serfj T u,

r2 rz  qj2
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serfg+ co$q T2u
- +
r2serdj 792

cos] cogq+ serfq + serrq + c052q+ serr fu,
r r r Tr
cos/ sery cog sery cog  fu
+ Zsery serfq+ cosq 22— cos g+ serfq to— W+
4o Ju, ,sen cog c02q+ sertq ,Sern cog T%u .\
g r Troj
2 2
vo YU o U
rfa TiTa
_TAu 1 TA 1 fu, 2 fu, cog fu

Tzt 2 1]j2+rzsen?j 1]q2+r ir r2seny Yj

u 1 T4 1 f2u 2 qu cotgj Tu
—+ = ——+ . + = —+ —,
fr2 r2 9j2 r2serdj 92 r qr rz 1

que € a expressao em (9.27).

4.10 Apendice 3: condu@o do calor em uma barra

Considere uma barra uniforme isolada termicamente nasigtele modo que a conducgao
do calor s6 se dé na direcao do eixo, porem admite-ssf@egncia de calor nas extremidades
da barra. Sejarh o comprimento dessa barra\e area de sua secao transversal.

Figura 10.1: Conduc¢ao do calor em uma barra.



4.10 Apéndice 3: conducao do calor em uma barra 493

As hipoteses de uniformidade do material que € feito aabaro isolamento térmico nas
laterais faz com que a conducao do calor se dé na dileggitudinal, que pode ser pensado
como na direcao do eixa

Considerar-se-alai de Fourierque a rma: Considere duas pladase P, com areas transver-
sais iguais & mantidas com temperaturas constartes T, respectivamente. Se estas duas
placas forem colocadas a uma pequena dista@hdiavera transferéncia de calor da se¢cao mais
guente para a se¢ao mais fria. Essa quantidade de calet@&dente proporcional a ardee a
diferenca de temperatuf® Tj, e inversamente proporcional a distancia entre elasef@y s

kATo Tj

d
onde a constante de proporcionalid&dé chamada deondutividade térmica que depende
do material que é feito a barra.

Denote poru(x;t) a temperatura de um ponto de abciggao tempot. Tome duas secdes
transversais da barra localizadas emx+ d. A lei de Fourier exige que as temperaturas em
cada secao seja constante, mas as temperaturas nessae¢iies variam com o tempoA
ideia & introduzir o uxo de calor em cada seggeem um instanté: fazendol, = u(Xp + d;t)

e Ty = u(xo;t), onde se xou o tempa, e depois passar ao limite quandd 0. Daqui por
diante, até o nal do apéndice, assume-se que a funggo) é de classe €

Assim,

(10.1) Q=

= fim KAIT2 T
Qlx0;t) = (IjI!mO d
— kA Jim Yot di)  u(xit)
d' 0 d
= k Au(xo;t):

Observa-se que o modulo foi retirado intencionalmentenal sla Gltima expressao pode
variar, neste caso. O importante & dar um sentido f'sica p& Au(X;t) e parak Au(x;t).
De ne-se 0 uxo de calor na direcao positiva do eixgor

(10.2) qixt) =  KAuW(Xxt):

O sinal de “menos” signi ca 0 seguinte: se a temperatw(gt) crescesse com, entao
ux(X;t) seria positivo, mas como o calor uiria para a esquerdaa@ofX;t) deveria ser nega-
tivo. Por outro lado, sa(x;t) decrescesse corpentaoux(x;t) seria negativo, magdeveria ser
positivo, uma vez que o calor uiria para a direita.

Agora xa-se um elemento da barra enige Xg+ Dx e analisa-se qual & a quantidade de
calorqg que entra a” no per'odo de temip@tg+ Dt. Usando o uxo de calog(x;t), obtém-se
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Figura 10.2: Conducao do calor em uma parte barra.

z to+ Dt Z to+ Dt
a= q(Xo; t) dt t q(xo+ Dx;t) dt
0 0
Z t0"'Dt z t0+Dt
= [ kAu(Xo;t)] dt [ kAU(Xo+ Dx;t)] dt
t0 to
VA tot+ Dt

[ kAU (X0 t)+ kAu(xo+ Dx;t)]dt

to

z tot+ Dt
k Alux(Xo+ Dx;t)  ux(xo;t)]dt:

(10.3)

to
O calor espec’ co ade uma substancia & a quantidade de calor necessarialpeaaem 1
C atemperatura de um grama dessa substancia e que podergsemasforma
Z tot+ Dt Z Xo+ Dx

(10.4) q= cr Au(x;t) dxdt
to Xo

onder € a densidade da substancia.
Pelo teorema fundamental do Calculo em (10.3), tem-se que
z to+ Dt
q= k Alux(xo+ Dx;t)  ux(Xo;t)] dt

to

Z i+ Dt Z 4o+ Dx
= kA Uxx(X;t) dx dt
to Xo

Z + Dt Z xo+ Dx
(10.5) = k Aux(x;t) dxdt
to Xo

Como os primeiros membros em (10.4) e (10.5) sao iguaigpesgus segundos membros
também serao iguais. Assim,

Zt0+Dth0+Dx Zt0+Dth0+Dx
k Aux(x;t) dxdt= cr Au(x;t)dxdt
to X0 to Xo
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Z 1+ Dt Z xg+ Dx Z 1+ Dt Z xo+ Dx
k uyy(x;t) dxdt= cr u(xt)dxdt
to X0 to Xo

Z o+ Dt Z xg+ Dx Z + Dt Z xo+ Dx
k uyx(x;t) dxdt cr u(xt)dxdt= 0;
to X0 to Xo

Z 5+ DtZ xg+ Dx
(10.6) [k uxx(X;t) cr u(x;t)]dxdt= O:
Xo

to
A expressao em (10.6) € valida para tdglo 0, todo 0< Xy < L e todosDt > 0 e Dx > 0.
Segue-se da’ que

kuws(xt) cru(xt)=0 ) cru(xt) Kux(xt)= 0

ou seja,

k
U (X t) C—ruxx(x;t):O ) W a’Uy=0;

ondea? = k=r é adifusividade térmicaque depende apenas do material de que é feita a barra.
A Ultima equacao & chamada dquacao do caloe que representa a variacao da temperatura
u(x;t) em uma barra uniforme com superf'cie lateral isolada tesmente.

A temperaturai(x;t) da barra satisfaz a equacgao do calor, mas, por outro latltoequacao
tem varias solugcdes. Por exemplo, se a fung@ot) for constante ow(x;t) = cx, ondec &
constante, entao satisfaz a equacao do calor. Assim, deve-se impor outnadigdes. Uma
condicao inicialé essencial para determinar a solug@qt). Assim, escreveu(x;0) = f(X),
comf :[0;L]! R dada, signi cadizer qué descreve a temperatura nos varios pontos da barra
guanda = 0.

Alem disso, & importante informar se as extremidades da legtao isoladas termicamente,
se entra ou nao calor, etc. Estas informacdes nas exiagles da barra sao chamadas de
condicOes de fronteira podem ser de varios tipos.

Por exemplo, se

u(o;t)=Tp e u0t)= Ty

entao isto signi ca que as extremidades da barra estangeantidas a temperaturas contantes,
mas com temperatura diferente em cada extremidade.
Caso seja
u0;t)= Ti(t) e u(L;t)= Ta(t);

entao as condi¢des de fronteiras descrevem a vartacgmnperatura nas extremidades da barra.
Outra possilidade & analisar o uxo de calor nas extremadallleste caso, o0 uxo de calor

é dado pelas derivadas normais, ou seja, derivadas digsina direcao do vetor normale

gue aponta para fora das extremidades da barra. Para a ietdenesquerda e direita da barra,

tem-se, respectivamente que

fu Tu
—(0:t —(L:t
ﬂnl( ) e ﬂng( )
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Como estas derivadas normais sao paralelas aoxeigntao pode-se tomar como vetores
normaisny =( 1;0) en,=(1,;0), respectivamente, nas derivadas acima. Assim, em dimensa
1, tem-se que

ﬂﬂ—:l(O; t) = Nu(0;t) m = (ux(0;t);w(0;1)) ( 1;0)= ux(O;t);

ﬂﬂ—r;jz(o;t): Nu(Lit) o= (udLit);w(Lit) (L0)= ux(L;t):

Caso seja
Ux(0;t) = ux(L;t) = O;

entao esta se armando que o uxo de calor nas extremidadaso, ou seja, que nao entra e
nem sai calor nas extremidades da barra. Isto &€ 0 mesmo zgreqiie as extremidades estao
isoladas termicamente.

Também & possivel ter condi¢des de fronteira que indonm temperatura em uma extremi-
dade e 0 uxo de calor na outra. Por exemplo,

uo;t)=0 e ux(L;t)= O:
Existem outras possibilidades, mas estas sao su ciertesds objetivos deste texto.

[]

4.11 Apendice 4: vibragdes em uma corda elstica

Neste apéndice ao cap’tulo 4 estudar-se-a o problemaglespas vibra¢cdes em uma corda
elastica. ldealiza-se o0 modelo no plax©u onde a corda vibre em torno de sua posicao de
equil’brio ao longo do eixa. Alem disso, supde-se que 0s pontos sobre a corda se desioq
apenas na direcao do eiypou seja, considera-se @bracdes transversaidlem disso, supoe-
se que a corda tem comprimemnht@ tem as extremidades xas exx 0 ex= L, mas com uma
tensaa constante ao longo da corda. Essa situagao inicial € atiambeposicao de equil brio
da corda.

Suponha que a corda seja perturbada de sua posicao déroul que comece a vibrar
livremente no planxOu, onde cada ponto sobre a corda se desloque perpendicutaragen
eixo x. Aqui & necessario supor que a amplitude da corda sejarmaguena, a m de que
a inclinacao relativa ao eixoseja pequena em comparagao com a posicao de equilstoo
signi ca dizer que um segmentibx da corda em posicao de equil’brio deforma-se em um arco
de curvadsno instantd, de modo quels dx(ou sejadsé aproximadamente igualk). Isto
nao seria verdade caso a amplitude fosse grande.



4.11 Apéndice 4: vibragdes em uma corda elastica 497

A funcaou(x;t) representara o deslocamento transversal de um poddoposicao inicial
no instantd. Comuy(x;t) representa-se a inclinacao da corda no pargano instanté. Ja a
derivadau(x;t) representa a velocidade com que o ponse desloca verticamente.

Observa-se que as grandezas envolvidas na lei de Newtoetshiis, de modo que se deve
ter cuidado com a direcao e a orientacao de forcasciides, aceleracoes, etc.

Sejamx = aex= bdois pontos arbitrarios da corda, de modo estes dois pdateaminando
uma parte da corda. Sejgx;t) a densidade da corda, ou seja, 0 quociente da massa pelo
comprimento. Como foi comentado anteriormente, supogdgeos pontos sobre a corda se
deslocam verticalmente em relacaa Assim sendo, a densidadenao vai depender de mas
apenas de; ela sera denotada po(Xx).

A quantidade de movimenéode nida como o produto entre a massa de um corpo e a veloci-
dade instantanea. Por de nicao de densidade, seguaeseng= r (X) dx representa a massa
in nitesimal de uma pequena por¢ao da corda. Alem dissmo ja comentaday (X;t) repre-
senta a velocidade no movimento. AssthM = r w(x;t) dxrepresenta a quantidade de movi-
mento in nitesimal, de uma pequena porc¢ao da corda, deongoe a sua integral representa
a quantidade de movimento entre dois pontos. Portanto, riidade de movimento da corda
entre os pontog= aex= b & dada por

Zp
(11.1) M(t) = r (X) w(x;t)dx

a

Lei de Newton: “A derivada com relacdo ao tempo da quadédie movimento do corpo é
igual a soma das forcas aplicadas”.

Como dito anteriormente, esta se considerando vibsagdasversais, de modo que a corda
se desloca apenas na direcao do eixtmgo ndao ha componente de velocidade na direcao do
eixox, somente da direcao de

Existem dois tipos de forcas a serem considerados:

(a) A acao no restante da corda sobre a porgcao gatrae x = b;
(b) Astensdesa direcao das tangentes.

Denota-se pofiy = T(a;t) e T, = T(b;t) as tensodes, respectivamente, n0S poRrtesa e
x = b. Sejam, respectiamenig, e g, 0s angulos das tangentes a corda com 0eixas pontos
X=aex=h.

A lei de Newton dada anteriormente & equivalente a seguarsgo: “A forca externa to-
tal, devido a tensao nas extremidades do elemento, & &guaroduto da massa da porcao
considerada pela aceleracao de seu centro de massa”. @&orita aceleracao horizontal, as
componentes horizontais devem satisfazer

T(b;t) cosqy, T(a;t) cosgs= O:

A expressao anterior mostra componente horizontal dasdeinslepende do pontoe que é
funcao apenas do tempdDenote pott (t) = T cosq a componente horizontal da tensao. Alem
disso, observe que
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Figura 11.1: Porcao da corda sob tensao.

Figura 11.2: Tensdes horizontais e verticais.

senq
t(t) tgg=[T co tgg=T senq —— = Tseng:
() tgg=| sq] tgq nq cosq nq
Esta Gltima expressao diz qu&) tgqg € igual a componente vertical da tensao.
Analisa-se agora a resultante das tensdes verticaisn@insld que tg = ux(x;t) e usando

o teorema fundamental do Calculo, obtém-se

COSQy COSQa
T(a;t
coSp sendy, (at) costn

T(b;t) sengy, T(at) senga= T(b;t) senga

[ T(b;t) cosgy] tggn [T(ajt) cosga] t9ga

t(t) tggy t(t) tgga
t(t) [t9G 19qal
t(t) [ux(bt) ux(a;t)]

b
t(t) ux(xt) .

Zy
t(t) Uxx(X; 1) dX
a
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Zy
= t(t) uxx(xt)dx
a

ou seja, que a resultante vertical das tenstigs, atuando sobre a por¢cao da corda ertrea
ex= b é dada por

Zp
(11.2) Tres.= t(t) tg(ap) t(t) tg(ga)= . t(t) uxx(xt)dx

Alem das forcas de tensao, o sistema pode estar sujeit@a deforcas externgscomo
gravidade, resisténcia ao movimento oposta pelo meio estdea corda, ou forgas tendentes
a restaurar a posicao de equil’brio da corda. 86ja; u) a densidade linear dessas for¢cas ao
longo da corda. Entao, a sua integral representa o conjlentorcas externageyt, atuando no
sistema, ou seja, tem-se que

Zp
(11.3) Fext = h(x;t; u) dx
a

representa as forgas externas.

Recorde-se a lei de Newton, que diz: “A derivada com r@ag@tempo da quantidade de
movimento do corpo € igual a soma das forcas aplicadast&dcdeve-se derivar a expressao
gue de ne a quantidade de movimento, que &

Zp
M(t) = R r(x) u(x;t) dx

e igualar a soma das forgas atuantes no sistema. A deriwvadaahtidade de movimento &
obtida aplicando-se a regra de Leibniz, que & apresenteals&s do Lema 7.1 do cap’tulo 1,
pois aqui supde-se que2 C?. Assim, tem-se que
z
dm d=b
—M)= — r(X¥uw(xt)dx
O R (X) W (x1)

(Regra de Leibniz)
R ﬁ[r(X)ut(x;t)]dX
Zy
r (X) ug (X;t) dx
a

(11.4)

Assim, pela lei de Newton, segue-se que

dm
at = Tres.t Fext
de modo que, pelas expressoes em (11.2), (11.3) e (11sdltaem
Zy Zy Zy

(11.5) r(x) ug(x;t)dx= t(t) ux(Xt)dx+  h(xt;u)dx
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Assim,
Zy Zy Zy
r(x) u(xt)dx= t(t) ux(xt)ydx+  h(xt;u)dx
a a a

Zy Zy
r(x) ur(xt)dx= [t(t) ux(xt)+ h(xt;u)]dx

Zy Zp
r(x) ug(xt)dx [t(t) uxx(X;t)+ h(x;t;u)]dx= 0;

Z
b[r (X) we(xt) t(t) uxx(xt) h(xt;u)]dx= 0,

Segue-se da’ qua(x) ut(X;t) t(t) ux(x;t) h(xt;u)= 0, ou que
r(x) we(xt) t(t) ux(xt)= h(xt;u):

Comor (x) > 0, da expressao acima resulta

. t(t) . _ h(xt;u)
Ut (X; ) m Uxx(X;t) = o ,
ou ainda, que
(11.6) Ut aZuw= f(Xt;u);

onde se fez

a2=[a(x;t)12=% e f(x;t;u):h(;(;(:(;)”)

A expressao em (11.6) é chamadaetpiacao de ondajue € o modelo matematico para
pequenas vibracdes da corda elastica.

ANALISE DIMENSIONAL: considere as trés grandezas massa, comprimento e tesrquaia
serdo presentadas pelas letras M, L e T, respectivamenreo t) € a componente horizontal
da tensao (produto da massa pela aceleracB()ee a densidade (quociente entre a massa e 0
comprimento), segue-se, entao, que suas dimensdesdas por

L ML

dimit ] = M = vy e dinfr(o]=

Da’ segue-se que

o _ dimt(t)] _ T2 _ ML L _L? _ L
Tamro] Mo T w72 ) dim(a) = =

L
ou sejaa tem dimensao de velocidade.

A equacdo deondayi a’ux= f(xt;u), também esta dimensionalmente correta. De fato,
comow(x;t) tem dimensao de velocidade, entagx;t) tem dimensao de aceleracao. Como

dim a
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ux(x;t) representa a inclinagao da corda, entggx;t) representa a curvatura da corda. Segue-

se da’ que
. L . 1
dim[ug (x;t)] = 7z € dimuxx(X; t)] = L

Assim,

dim[f(x;t;u)] = dim[ug ()] + dim a?  dim[ug(x;t)]

I T 1_L, L
T2 T2 L T2 T2
L

Como o valor 2 nao altera a dimensionalidade, segue-se@nioy que
. L
dim[f(x;t;u)] = T2

E comoh(x;t;u)= r(x) f(x;t;u), segue-se da” que
ML_M
i =

dimlh(x;t; u)] = dim[r (X)] dim[f(x;t;u)] = 127 T2

4.12 Exerc’cios propostos

Exerc’cio 1: Resolva o problema do calor em uma barra com extremidades&sotermica-

mente: 8
% U aUg= O; 0< x<L; t>0

ux(0;t) = O; t> 0;
ux(L;t)= 0; t> 0;
- u(x;0) = f(X); 0 x L:

Exerc’cio 2: Resolva o seguinte problema de conduc¢ao de calor:

8

% U aux= O; 0< x<L; t>0;
u(o;t) = 0; t> 0;

§ ux(L;t) = O; t> 0;

- u(x;0) = f(X); 0 x L:
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OBSERVACAO: este problema é resolvido pelo método de separacaaridveis. Porém cabe
resaltar que a extensao da funcao ini€ipara o intervalg L;L]e periddicade per'odb= 2L
é ligeiramente diferente das extensdes consideradasxeoglos. Basta car atento para isso.

Exerc’cio 3: Considere o seguinte problema:

8ut a’uy = 0; 0<x<L; t>0;
u(o;t) = 0O; t> 0;
ux(L;t)+ gu(L;t) = O; t>0;
u(x;0) = f(x); 0 x L:

(a) Facau(x;t) = X(x) T(t) e mostre que
(12.1) X% I Xx=0  X0=0 e X{L)+ gX(L) = o0

Mostre também qu&®+ /a ?T = 0, ondel & a constante de separacao.

(b) Suponha qué seja real e mostre que o problema (12.1) nao tem solugiesiniais se
I 0.

(c) Sejal > 0. Faca = n?, comm> 0. Mostre que o problema (12.1) st tem solu¢des nzo
triviais semfor solugao da equacgao

(12.2) m cognL)+ g sen(nL) = O:

(d) Reescreva a equacao (12.2) como
m
tg(nL)= —
g(m) g

Esboce os gra cos de
m
y=tg(nt) e y= —
aL
param> 0 no mesmo conjunto de eixos. Mostre que a equacao (1Xxad)igeita por uma
in nidade de valores positivos de1 Denote esses valores pay, n, :::, m, :::, ordenados em

ordem crescente.

(e) Determine o conjunto das solucdes fundamenigist) correspondentes aos valorgs
encontrados na parte (d).

Exerc’cio 4: Considere o seguinte problema de conduc¢ao de calor em aimreadam contato
térmico com uma fonte de calor externa:
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8
U aUw= h(x); 0< x<L; t>0;
u(o;t) = Ty; t>0;
(12.3) OH=T
u(L;t) = To; t>0;
“u(x;0)= f(X); 0 x L:

Facau(x;t) = v(x) + w(x;t), ondev e w sdo as partes estacionaria e transiente, respectiva-
mente, da solucao.
(a) Mostre que/(x) €& solucao do seguinte problema de valores de contorno:

8

3 a?%=  g(x);
5 v(0) = Ty;

" v(L)= To:

(b) Mostre quen(x;t) satisfaz ao seguinte problema de valores de contorno hemeog”™

8
W+ @’Wyx = O; O0<x<L; t>0
w(0;t) = O; t> 0,
w(L;t)= O; t> 0,

w0 = f(X) v(X); 0 x L:

(c) Conclua quei(x;t) = v(X)+ w(x;t) & solugao do problema (12.3).

Exerc’cio 5: Use 0 método da transformada de Fourier para resolver inseguoblema do
calor em dom’nio ilimitado:
U+ 2Uxx= h(X); x2R; t>0
u(x;0) = f(x); X2 R:

Encontre a solu¢ao do problema acima pigpg = cosxeh(x) = 0

Exerc’cio 6: Resolva o0 seguinte problema da corda elastica solta em tr&médade e
partindo do repouso:

8Utt a‘ux= 0 O<x<L; t>0
%u(Ot)— t> 0

uy(L;t) = t> 0,

% (xO)—f(x) 0 x L

- w(x;0)=0 0 x L:
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Exerc’cio 7: Resolva o seguinte problema da corda elastica com umamégtide solta e
com deslocamente in|C|aI nulo:

a’uy=0; O0< x<L; t>0
%u(o t)=10 t> 0,
ux(L;t) = t>0;
%u(xO)— 0 x L;
- W(x0)= g(x); 0 x L:

Exerc’cio 8: Use o método da transformada de Fourier para obter assolygral da equacao
de ondas em dom'nio ilimitado:

Ut a%Uw= 2k U K u; X2 R: t>0;

ondek > 0.

Exerc’cio 9: Considere o seguinte problema da corda elastica in nita:

3w a’u=0; X2 R; t>0;
5 u(x;0) = f(x); 0 x L;
" W (x;0)= g(x); 0 x L:

(a) Use a solucao de d'Alembert para encontrar a soldggmroblema acima quanddgx) =
e *eg(x)=0

(b) Faca 0 mesmo, porém, agora, cb(m) = A sen(wx) eg(x) = B cognx), ondeAeB
sao constantes.

Exerc’cio 10: Considere o problema do exerc’cio 9 onde a EDP & dadagpora? uyy =
F(x;t), mas mantendo-se as condic¢des iniciais. Use a solugdtembert para determinar a
solucao do problema coifi(x) = sen(wx), g(x) = 0 eF(x;t) = 1.

Exerc’cio 11:Resolva o seguinte problema de Laplace no retan@e@ 0;a) (0;b) com
condicdes de contorno do tipo Dirichlet:

8

3 Du= uxx+ uy=0; 0< x< & 0< y< b
5 u(x;0) = f(x); u(x;b) = 0; 0< x< g
©u(0y) = 0; u(ayy) = 0; 0 vy b

Exerc’cio 12:Resolva o seguinte problema de Laplace no retan@w@ 0;a) (0;b) com
condi¢des de contorno do tipo Neumann:



4.12 Exerc’cios propostos 505

8

3 Du= uxx+ uy=0; 0< X< & 0< y< b;
5 uy(x;0) = O; uy(x;b) = O; 0 x g
- u(0ry) = h(y); ux(ay) = 0; O<y<h

Exerc’cio 13:Resolva o seguinte problema de Laplace no retar@e@ 0;a) (0;b) com
condi¢des de contorno do tipo misto:

8

3 Du= uUxx+ uyy= 0; 0< x< & O<y<b;
5 Uy(x;0) = 0; u(x;b) = g(x); 0 x &
- u0y) = 0; u@y) = 0; O<y<bh

Exerc’cio 14: (a) Encontre a solu¢caa(r; q) da equacgao de Laplace na regidao semicircular
0< r< ae0< g < p satisfazendo o seguinte problema de contorno:

urr+%ur+r£2uqq; O<r<a e 0O<g<p;
ur;0)= 0; 0<r<ag
u(r;p) = 0; 0<r<ag
u(a; q)= f(q); 0<g<p:

W A 00

Suponha que(x;y) esta bem de nida e € limitada na regiao dada.

(b) Encontre a solucao paféq) = q(p Q).

Exerc’cio 15:Use o método da transformada de Fourier para determin&ugisada equacao
de Laplace no semi-plano:

Du = Uxx + Uyy: O, X2 R; y>0
u(x;0) = f(x); X2 R:

Respostas dos exerc’cios

¥
. 2p2a n
Exerc’cio 1:u(x;t) = “. dcne (P?a??)=2 oo IPX onde
2 & L
Z

2L n

ch=—  f(X) cos npX dx n=0;1,2;3;:::
L o L

[(2n+l)2p232t]:|_2 sen (2n+ 1)pX ,

oL onde

Exerc’cio 2: u(x;t) = é Con+1 €
n=0
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Z
f(X) sen W dx

Con+1 = 2L o

Exerc’cio 3: Parte (e)un(X;t) = e nka’t sen(mX).
Z

h(x y)dy, ondek(x;t) =

NI =

Exerc’cio 5:u(x;t)= f(x 20)+(k h}(xt)= f(x 2t)+ o

p__
2p
— C 10:21(X)-
Paraf(x) = cosx e h(x) = 0: apesar de nao ser poss’vel aplicar a transformada dé&Fou
diretamente neste problema, pois nao existe a transfoemtaodrier para a funcao cesela

satisfaz a equacgao do calor dada (encontre as derivagagibstitua na EDP do calor). Assim,

pela solucao anterior, basta concluir qug;t) = co{x 2t).
2n+ 1 2n+ 1)pat
(2n* 1)px cos (2n+ Lpat »onde

¥
Exerc’cio 6: u(x;t) = gocm,l sen oL oL
c = ZLf(x) sen (2n+ Dpx dx n=20;1,2;3;:::
2n+1—E 0 oL X =012 :::
g + + 1)pat
Exerc’cio 7:u(x;t)= g Coan+1 S€N M( sen M »onde
=0 2L 2L
C —LZL(X) Senw dx:
21 on+ pa o O 2L
Exerccio 8:u(x;t)= e K [j (x at)+ y(x+ at)].
: coshl{bx)+ senh(abt
Exerc’cio 9: Parte (a)u(x;t) = e * cosKat). Parte (b)u(x;t) = b b A )+
t3
2P+ —
T e
2
Exerc’cio 10:u(x;t) = sen(wx) cogwat)+ 5
¥
Exerccio 11:U(xy) = & cn sen 22X senh &ay) , onde
n=1
z a
Ch= 2 f(X) sen npX dx n=1,2;3;:::
npb a
a senh —
a
. g npy np(x Q)
Exerc’cio 12:u(x;y) = co+ Q Cn COS Y cosh — 5 » onde

n=1
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z

2 b
Ch= npa k(y) cos Py dy, n=1,2;3;:::
b
np senh — O
b
. 3 npx npy
Exerc'cio 13:u(x;y)= @ ¢n sen — cosh —= :onde
n=1 a a
z a
Ch= 2 o g(x) sen %( dx
a cosh opb o
a
X 2 %p
Exerc’cio 14:(a)u(r;q) = a ¢n sen(nqg), ondec, = @ f(q) sen(ng)dgq:
n=1 0
4 1 coqnp)
(b)Cn— pan n3
Exerc’cio 15:u(xy) = P (f K)(xy)= y“ MY 4t onde
BRST Vo v p2e g
2
k(xy)= p= y
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